
MarcoRoncadellieAntonioDefendi

I CAMMINI DI FEYNMAN

QUADERNI DI FISICA TEORICA

Universit̀adegli Studidi Pavia
Dipartimentodi FisicaNucleareeTeorica





QUADERNI DI FISICA TEORICA
CollanacuratadaSigfridoBoffi

ComitatoScientifico

BrunoBertotti
SigfridoBoffi
Italo Guarneri
AlbertoRimini
MarcoRoncadelli
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PREMESSA

Un fondamentalecambiamentodi prospettivanell’impostazionedei pro-
blemidi meccanicaquantisticasi èavutoagli inizi degli anni’50 principalmente
adoperadi RichardFeynman,al qualesi deve unaformulazionedella teoria
quantisticadiversadaquellausualedi Heisenberg, Schr̈odingere Dirac.

La formulazionedi Feynman è basatasul concettodi “ ���	��
���
�����
������� ����������� ” e permettedi esprimerel’ ������� 
"!"!�� (quantistica)di transizionefra
duepunti spazio-temporalisenzafar ricorsoa vettori di statoedoperatoriin
unospaziodi Hilbert. Questoapprocciofornisceinoltreunarappresentazione
intuitiva del �#�$���%��
 � �&�'����� �"( dellameccanicaquantistica.

L’importanzapraticadellastrategiadi Feynmanèdovutaal fattocheessa
rappresentaun’ ���)��
*
*�+���%��,-� alle tecnichedi soluzionedei problemiquantisti-
ci basatesull’equazionedi Schr̈odinger. Naturalmente,nei casi in cui tale
equazionesiarisolubile 
.�*�/�0� ���1
��	��
 , il nuovo metodononaggiungenulla di
nuovo. Tuttavia èbennotochesi trattadi pureeccezioni:perla maggiorparte
dei problemifisicamenterilevanti risulta impossibilerisolverel’equazionedi
Schr̈odinger. Èproprioin questecircostanzecheunnuovoapproccioallateoria
quantisticadiventamolto importante,in quantoessopermettedi sviluppare�	� ( ,�� metodidi soluzioneapprossimate.

Ora,nell’ambitopiù ristrettodellameccanicaquantistica� ( � relativisti-
ca,i vantaggiderivanti dallaformulazionedi Feynmansi manifestanoprinci-
palmentein alcuni tipi di problemi,comequelli basatisull’approssimazione
semiclassicae sulla trattazionedei fenomeniquantisticinei sistemimacro-
scopici.

La situazionecambiaradicalmentesesi consideral’estensionerelativisti-
ca,cioè la teoriaquantisticadei campi. Il motivo di fondoè molto semplice.
La quantizzazionecanonicaè basatasul formalismohamiltoniano,in cui il
tempogioca un ruolo 2���,'
�
.� ( dalle coordinatespaziali: la teoria non può
quindiessere“covarianteavista” rispettoa trasformazionidi Lorentz.Questo
serioinconvenientèeovviatonell’approcciodi Feynman,poich́e il tempoe le
coordinatespazialivengonopostesullo �.��
.��� ( piano.Unulterioreimportantis-
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simovantaggiorispettoal metodocanonicoè di permetterela quantizzazione
delle teorie di gaugein modo notevolmentepiù semplice. Si noti che le
“ 
�
�� ( �&
32��546
�7-�	�8��� ” per tali teoriesonostatederivateproprio facendouso
dell’“ ���	��
 ��
9���&
:����� � �������$�	� ”.

ScopodelpresenteQuadernòefornireun’ �$�+�%
 ( 2��/!*� ( �;
 allaformulazione
di Feynmandella teoriaquantistica.Ci limiteremoquindi a consideraresolo
la meccanicaquantisticanonrelativistica(perciò checoncernela teoriaquan-
tistica dei campiverr̀a datasoltantouna tracciabibliografica). Com’è con-
suetudinedei Quadernidi FisicaTeorica,presentiamoin traduzionel’articolo
fondamentalesull’argomento,cheèstatopubblicatodaFeynmannel 1948.

Desideriamosottolineareche questolavoro è oggigiornopiù un docu-
mentostoricoche non un’esposizioneconsigliabilea chi voglia imparareil
metododi quantizzazionedi Feynman.Pensiamoper̀o chela sualetturacosti-
tuiscaunanotevoleesperienzaintellettuale– anchepergli studentidi Fisica–
secorredatadaun’opportunaintroduzionein chiavemodernaedaalcunicom-
menticheillustrino il contestostoricoin cui si collocail lavoro di Feynman.

Il presenteQuadernosi articola nel modo seguente. Dopo un breve
richiamo del concettodi ��
 ( �����<��� ( 
"
>=������	�%�?�*�%� ��( (capitolo 1), discutiamo
gli aspettipiù importantidella strategia di Feynman(capitolo2). Segueuna
trattazioneschematicadella teoriadei processistocasticiclassici,chemette
in particolareevidenzail parallelismo �.�%
*�@�0�%��
9���&
 fra questae la meccanica
quantistica(capitolo3). In effetti, taleanalogiacostituisceil puntodi partenza
del lavoro di Feynmane chiariscenotevolmentela naturadell’“ ���	��
���
�����
A������ ����������� ”. Sottolineiamoche � ( � ci stiamoriferendoal fatto che la mec-
canicaquantisticaa tempo �����8�������+��
.� ( diventa (formalmente)una teoria
probabilistica� �)���"�.� � � (sfortunatamenteci siamotrovati costrettiad ignorare
quest’���)��
*
*� ( 
"
 analogiaperragionidi spazioedi semplicit̀a; tuttavia il lettore
interessatoa questoargomentopuò trovareunadiscussionedi facile lettura
in: M. Roncadelli,Nuovo Cimento11D, 73 (1989)). Primadi presentarela
traduzionedel lavoro originale,consideriamobrevemente(capitolo4) quali
sianostatein realt̀a le motivazionichehannoindottoFeynmana riformulare
la teoriaquantistica(difficilmenteil lettoredi oggipotrebbeimmaginarle!).

La nostraesposizionedifferiscedalle (molte)altreperunamaggioreat-
tenzioneal concettodi “ � �������$���B2��C4D
*7'���8��� ”. Mostreremo(capitolo 5)
cheil desideriodi interpretaretali camminicomesoluzionidi un’opportuna
"=����E!�� ( ��
F2�� G�
*
"
*��!*�0����
H�*� (�� ���.�%� � � – secondounpuntodi vistasuggeritopro-
prio dall’analogiaformalefra teoriaquantisticae teoriadeiprocessistocastici
classici– permettedi giungerein mododeltuttonaturaleaduna ��� ( ,'� formu-
lazionedellameccanicaquantistica(ottenutamoltorecentementedaunodegli
autori),cheapparequindi comeunulterioresviluppodelleideedi Feynman.

Concludeil presenteQuadernounabibliografiasull’integraledi Feynman
e questioniconnesse,chepuò fornire utili suggerimential lettorechevoglia
approfondirealcunidegli argomentitrattatinel testo.
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L’articolo originale di Feynman, pubblicato su IJ
*,�� 
*KL� (9M�N�( 2<
�
.�OQP 7-��� � � , è tradottoconil permessodell’AmericanPhysicalSociety.
DesideriamoringraziareSaraDalpr̀a, AntoniaFrangipaniedElenaGiu-

dici perun attentaletturadel testoe Italo Guarnerie Alberto Rimini perutili
discussioni.Un particolareringraziamentova a Sigfrido Boffi per il costante
incoraggiamentoricevuto,senzail qualequestoQuadernononsarebbeproba-
bilmentemai statoscritto.





�
1. Concettodi propagatorequantistico

1.1 – Consideriamopersemplicit̀a il moto �����02����1
*�@�.� ( �+����
 di unapar-
ticella nonrelativistica in presenzadi un potenzialescalarestazionarioRTS%U;V
(situazionipiù generaliverrannodiscussein seguito). È bennotochela cor-
rispondenteequazionedi Schr̈odingerhala forma

W -X3YY	Z [ S%U6\ Z V5]_^ -X+`a'b Y `
Y U ` [ S%U6\ Z V6cdRTS%U;V [ S%Ue\ Z V � S9f � fEV

Ora,unfisicodegli anni’30 � ( � avrebbecercatodi risolvere 2���
"
��0� ���1
*�	��
 tale
equazione!Egli avrebbeinveceosservatoche– essendoRTS%U;V indipendente
dal tempo– èconvenienteporre

[ S%Ue\ Z Vhgji�k�l$mon p -Xeq S%UoV S9f � a V
cosicch́e l’eq. (1.1)diventa

r `r U ` q S%UoVoc a'b
-X	`Qs t ^uR1S0U;Vwv q S%UoVx]zy � S9f �|{ V

A questostadio, t è ovviamenteun parametro(reale)indeterminato} . Sup-
poniamoulteriormenteche RTS%U;V soddisfila condizionè

lim~E�:� R8S%UoVL]�c�� � S9f ��� V
Si può alloradimostrarechel’eq. (1.3)ammettesoluzioni

q S%U;V soddisfacenti
alleusualicondizionidi regolarit̀a �5� ( � ( percertivalori 2��$� � 
"
��%� delparametrot (li indicheremocon tJ� \ t } \ t ` \������ e supporremochesi abbia tJ�F��t } �t ` ����� ). Quindi,in corrispondenzaadognunodeisuddettivalori tC� siavràuna

1 Naturalmente� hail significatofisicodi energiadellaparticella.Tuttaviaquestacircostanza
è irrilevanteperle considerazioniespostein questoparagrafo.

2 Se l’eq. (1.4) non valesse,si avrebbein generaleuno spettrocontinuodi autovalori per
l’eq. (1.3),mail ragionamentocheseguerimarrebbeinalterato.

3 Questecondizioniseguonodirettamentedal significatofisico dellafunzioned’onda(il suo
moduloquadratofornisceladensit̀adi probabilit̀a)esonodiscussein tutti i testidi meccanica
quantistica.
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soluzione� dell’eq. (1.3): esseverrannoindicatecome
q � S%U;V . Sottoipotesi

molto generalil’insieme delle
q � S%U;V è �"( ���;�&
�� ( in � ` � , per cui l’ ���	��
 ��
�����
��
*��
�
�����
 dell’eq.(1.1)può essererappresentatocome

[ S%U6\ Z V5]�� ��� � i k+l$m��En0p -X q � S%U;V S9f ��� V
ove � � sonocoefficienti (complessi)arbitrari.

Possiamoschematizzareil suddettoprocedimentonel modo seguente.
L’originariaequazionedi Schr̈odingerallederivateparziali (1.1)èstataridotta–
mediantel’introduzionedi unparametroarbitrario– adun’equazionedifferen-
zialeordinaria.La richiestadi regolarit̀a impostaalla funzioned’ondaportaa
considerareil �;
 (�� ��
*�8�>�������C����� ( ,-��� ( 
.� associatoa quest’ultimaequazione.
L’ ���	��
 ��
9���&
��<
���
*
����&
 dell’equazionedi Schr̈odinger di partenzapuò allora
essereottenutocomeopportunacombinazionelinearedelle ���@� (9M ����!*� ( ��� in
questione.

Vogliamoosservarechequestòeproprioil modoin cui Schr̈odingerèar-
rivatoallasuaequazione– nonacasoil titolo deisuoilavori è“Quantizzazione
comeproblemaagli autovalori” � .

1.2 – L’approcciodi Feynman � all’equazionedi Schr̈odinger (1.1) è
��<2�� � ���#�1
*�+��
B2���,'
�
�� ( . La suapropostaconsistenelconsiderare2���
"
��0� ���1
��	��

4 Supponiamo(persemplicit̀a) chenessunodegli autovalori dell’eq.(1.3)siadegenere.
5 Si vedail Quadernodi FisicaTeorica:S.Boffi, �/�J�F� ���w�.�' &�w�J¡��9¢#¢|�J£o��¡�� (1991).
6 RichardPhillips Feynman(1918–1988)̀e considerato,perconsensopressoch́e unanime,il

più grandefisicoteoricodeldopoguerra.A lui si devonorisultatifondamentaliin varisettori
dellafisica teorica,il più importantedei quali è la rappresentazionediagrammaticadi una
genericaespansioneperturbativa,chesemplificaenormementei calcoli in teoriaquantistica
dei campi (si tratta dei famosi ¡. ���¤.¥ �.¦§¦Q ¨¡. Q©<�«ª.�-¦¨�.� ). Sottolineiamoche egli è
giuntoaquestorisultatoproprioapplicandol’“  )�-¬%�?¤.¥ �*¢|�e­�®E /���.¦Q¦Q #�'  ” all’elettrodinamica
quantistica.Libertà e anticonformismo,combinateconunagrandecreatività, hannospinto
Feynmana ripensarein modo autonomogran partedella fisica teorica. Egli possedeva
anchenotevoli doti di “attore”, chelo rendevanoun eccezionaledidatta:sonogiustamente
famosele suelezionidi fisica(R. P. Feynman, �/�¨©	 #­w �����¡. 	©<�«ª.�'¦¯�.� (Addison-Wesley,
Reading,1968)). Si narranoinnumerevoli aneddotiin cui Feynman è protagonistadi
situazionicurioseo impensabili;alcuni li raccontaegli stessonei suoi libri autobiografici:
R. P. Feynman, °&±'®�¥��²¢ ªCª�³.®+´ ¥���µ9³"¶� )��¤.·;�B¥9¸x©<�«ª��'¦¨�.�/¹�ºB»6¡.¼.�²�-¬?®�¥��«­5³ ½5�F¾�®�¥« �³.®�­¾�¿-�.¥ ���²¬��²¥ , Norton, New York (1985) (trad. it., °&±'¬$�:­«�«¿'�«¥0À"�.��¡�³:�B¥9¸1©<�«ª.�'¦¨�.��¹�ºÁ  #¬��Â�¨»D¼�¼.�«�'¬�®E¥ �H¡. D®���³F­«�9 ��²��À9 ��.¬$³Â�²®�¥« �³.­«³ , Zanichelli, Bologna(1988)); °«Ã�¿-�.¬Ä ³1Å�³.®T¾+�.¥��FÃ�¿-�.¬§£o¬)¿'�«¥QÆo��³«Ç�¢|��È<¿� )�E¶�É*ºT©�®E¥w¬)¿'�²¥h»6¡.¼.�²�-¬?®�¥��«­¨³ ½L»�¾�®�¥« �³.®�­¾�¿-�.¥ ���²¬��²¥ , Norton, New York (1988) (trad. it., °0¾�¿'�J¬"´  )¦DÇ-³.¥w¬$��¡. x�² �Ê³Â�w¿'�B¡. ��w��¢��¤��«�'¬���É*ºË»D¢ ¬�¥��B�.¼�¼*�«�'¬�®�¥��B¡. Ì®���³:­²�² ?�«��À² ��.¬$³��²®E¥w �³.­«³ , Zanichelli, Bologna(1989)).
Ne riportiamoqui soltantouno,cheriguardadirettamentel’argomentotrattatonel presente
Quaderno. L’idea dell’“  )�'¬��$¤.¥ �*¢|�B­w®� h���.¦Q¦Q )�'  ” vennea Feynmanda una precedente
osservazionedi Dirac, in cui si affermava cheunacertagrandezzaquantisticaè �.���*¢�³�¤��
ad un’altra classica.Egli riusc̀ı a dimostrare– cosadi fondamentaleimportanza– chein
realt̀atali grandezzesonoÇ�¥ ³«ÇE³.¥ À² �³.���*¢   . Successivamente,ebbel’occasionedi parlarecon
Diracdi questequestionienonresistettealla tentazionedi dirgli: “Sai chequellegrandezze
sonoproporzionali?”. Dirac, stupito,chiese:“Davvero?”. “Sı̀”, risposeFeynman,al che
l’unico commentodi Diracfu: “Oh, interessante!”.Il lettorepuò trovaremolteinformazioni
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l’eq. (1.1)fissandol’attenzionesul cosiddetto��
 ( �����<��� ( 
"
:=������	�%�?�*�%� ��( – che
indicheremocon Í%U6\ Z�Î U � \ Z �-Ï –valeadiresuquellaparticolaresoluzione(nelle
variabili U6\ Z ) cheèdefinitadallacondizioneiniziale

Í0Ue\ Z � Î U � \ Z � Ï ]zÐ�S%U1^�U � V S9f �|Ñ V
ove Ð�S%U3^ËU � V è la funzionedeltadi Dirac. FisicamenteÍ%Ue\ Z�Î U � \ Z � Ï fornisce
l’ ������� 
"!�!���2��o�%
���������!*� ( ��
 da S%U � \ Z � V a S%Ue\ Z V elacorrispondente��
 (<� � � �$�#����Ò�xÓÔ =������+�%�?�*�%� � �*Õ32��L�%
����@�.�&!�� ( ��
 è datada

Öx× S%U6\ Z�Î U � \ Z � VL] Î Í0Ue\ Z�Î U � \ Z � Ï Î ` � S9f ��Ø V
OsserviamochelanotazioneÍ0Ue\ Z�Î U � \ Z � Ï èestremamenteopportuna,in quanto
il propagatorequantisticoda S%U � \ Z � V a S%U6\ Z V è proprio il prodottoscalaredi
due autostatidell’operatoreposizionein descrizionedi Heisenberg (uno aZ � e l’altro a Z ). L’importanzadel concettodi propagatorerisiedenel fatto
cheun’ ��
 � ���%
���
*�0� soluzionedell’eq.(1.1)individuatadallacondizioneiniziale[ S%Ue\ Z � Vhg [ � S%UoV può essererappresentatacome

[ S%Ue\ Z Vh]
Ù �Ú

k �
r U � Í%Ue\ Z�Î U � \ Z � Ï [ � S%U � V � S9f �|Û V

È facileverificarequest’ultimaaffermazionesesi tienecontoche Í0Ue\ Z�Î U � \ Z � Ï
soddisfa per definizionel’eq. (1.1) nelle variabili Ue\ Z . Inoltre dall’eq. (1.6)
segue

[ S0Ue\ Z � VL]
Ù �Ú

k �
r U � Í%Ue\ Z � Î U � \ Z � Ï [ � S%U � VL]

Ù �Ú
k �

r U � Ð�S0U1^ÜU � V [ � S%U � VL] [ � S0U;V �
S9f �|Ý V

sull’operadi Feynmanin: R.P. Feynman, È<¿'� Ä �«¼.�²¢�³«Ç�¦C�«�'¬;³ ½Þ¬&¿'�Ì±*ÇE���w�9ß«È� )¦C� Á  ?�«à³ ½âáo®-�.�'¬�®E¦äã;¢|� �9¬�¥ ³�¡.ª����.¦Q ��²­ , Science153, 699 (1966); S. S. Schweber, ©<�«ª.�'¦¯�.��.��¡H¬)¿'� Á  )­�®'�*¢  �À"�.¬� �³.�1³ ½h±*ÇE���w�²ß²È� )¦C�QÆ�¥ ³��w�«­w­²�«­ , Rev. Mod. Phys. 58, 449(1986).
Si vedainoltre il fascicolodi PhysicsToday(febbraio1989)dedicatoa Feynman.

7 Considereremosempredistribuzioni di ampiezzao di probabilit̀a relative a variabili ��³.��ß¬� )�'®'� (usualmentela posizionedi unaparticella),percui nonhasensoparlaredi ampiezza
o di probabilit̀a di ottenereun ­� )��¤�³*¢�³ valore (essaè semprenulla!). In realt̀a, le
ampiezzeo probabilit̀adi cui ci occuperemosonodelle ¡��«�'­� )¬�Ê� ; adesempioå@æ ( ç�è0é²ê ç 0 è0é 0)
nell’eq. (1.7) è unadensit̀a nellavariabile ç . Questaosservazioneci permettedi omettere
(per semplicit̀a di linguaggio) l’attributo ¡��«�'­� )¬�Ê� . Ci auguriamoche ciò non traggain
ingannoil lettore!
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Pertantola conoscenzadel propagatorepermettedi calcolareun’ ��
 � �%�%
���
*�%�
soluzionedell’equazionedi Schr̈odinger. Questofatto– nonsempreapprez-
zatoappieno– costituisceil ��
"
*���E�/� ( �.� (BM*( �+2/���1
*�	� ���&
 alla formulazionedi
Feynmandellateoriaquantistica.È opportunoosservareche,bench́el’uso del
propagatoreper risolvere l’equazionedi Schr̈odingernon sia certo operadi
Feynman ë , egli è statoindubbiamenteil primo a capireil ruolo crucialeche
essogiocain meccanicaquantistica.

1.3 – Sussisteunanotevole relazionefra il propagatoredell’equazione
di Schr̈odinger (1.1) ed il problemaagli autovalori associatoall’eq. (1.3).
Abbiamoinfatti

Í%U+ì|ì%\ Z ì�ì Î U+ì0\ Z ì Ï ]
�
��/ío�

q � S%U+ì�ì�V qhî� S%U+ì?V�i k+l�m+��ï#n0ðñð�k+n%ð�ò%p -X � S9f � f�y<V
Vogliamodimostrarel’eq. (1.10).Usandola bennotaleggedi trasformazione
fra le descrizionidi Heisenberg edi Schr̈odinger, possiamoscrivere

Í%U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì \ Z ì Ï ]óÍ0U+ì�ì Î i k+l�ôõ ï#n0ðñð$k	n0ð)ò%p -X Î U+ì Ï S9f � f�f-V
ove Î U Ï è l’autovettore(associatoall’autovalore U ) dell’operatoreposizione
in descrizionedi Schr̈odingere ö÷ l’operatorehamiltonianocorrispondente
all’eq. (1.1). Scriviamoil problemaagli autovalori per ö÷ nellaforma

ö÷ Î ø Ï ] tC� Î ø Ï S9f � f a V
supponendoche l’insieme degli autostati Î ø Ï sia ortonormalee completo.
Naturalmenteproiettandol’eq. (1.12)sullarappresentazionedellecoordinate
si deveritrovarel’eq. (1.3), il cheimplica

q � S%U;Vh]óÍ%U Î ø Ï . Allora segue

Í%U�ì�ì%\ Z ì|ì Î U+ì0\ Z ì Ï ]ùÍ%U+ì|ì Î i k�l@ôõ ï#n%ðñð$k	n0ð&ò%p -X Î U+ì Ï ]�
��/ío� Í%U ì�ì Î i�k+l�ôõ ï#n ðñð k+n ð ò%p -X Î ø Ï Í ø5Î U ì Ï ]
�
��/ío� Í%U ì�ì Î ø Ï Í ø5Î U ì Ï i k+l$m � ï#n ðñð k	n ð ò%p -X ]
�
��/ío�

q � S%U�ì�ì?V qhî� S%U�ì?V�i k�l$m���ï�n ðñð k	n ð ò�p -X
S9f � f { V

8 Essoeranotodamolto temponellateoriadelleequazionidifferenzialilineari. Si noti chei
matematiciparlanodi ­²³*¢ ®*À² �³.�/�;½«³.��¡��.¦C�«�'¬$�*¢|� anzich́e di Ç�¥ ³«ÇE��¤��.¬$³.¥�� .
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cheèpropriol’eq. (1.10).
Notiamoinfinecheil propagatoresoddisfa la �"( �+2���!*� ( �;
Â2��L�����%� ��
*� 
���Ò�

Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï î ]óÍ%U ì \ Z ì Î U ì�ì \ Z ì�ì Ï � S9f � f � V
Essaè conseguenzadiretta dell’hermiticità dell’hamiltoniana,comesi vede
facilmenteusandol’eq. (1.11).

�
2. Aspetti dell’integrale di Feynman

2.1– La formulazionedi Feynmanfornisceil propagatoredell’equazione
di Schr̈odingercome���	��
���
�����
C����� � ����������� ( ���	��
 ��
9���&
�2���4D
*7'���8��� ). Risulta
quindi possibilecalcolareil propagatorequantistico��
���!�� chesianecessario
risolverel’equazionedi Schr̈odinger. Sottolineiamocheèproprioquest’ultima
circostanzacherendequestoapprocciocos̀ı importanteda un puntodi vista
applicativo. Infatti, anchenei casi in cui non si riescaa calcolareesatta-
mentel’integraledi Feynman,è peraltropossibilesvilupparenuovi metodidi
soluzioneapprossimatiú .

2.2 – Pensiamodi farecosautile al lettoremostrando– nelsemplicecaso
dell’equazionedi Schr̈odinger(1.1) – comel’integrale di Feynmanemerga
in modonaturalepartendodalla usualeformulazioneoperatorialedella teo-
ria quantistica. Questomodo di procederèe, in un certo senso, ( �/� ( �.� ( a
quello originario di Feynman(si vedail paragrafo2.4 e l’articolo tradotto):
egli hainfatti 2<
*
*��,-�/� ( l’equazionedi Schr̈odingere l’algebradegli operatori
assumendoil suointegralesuicamminicome� ( �*�%���)�/� ( (acui giungeconcon-
siderazionieuristiche).Sfortunatamentèequasiimpossibilerenderel’integrale
di Feynmanun concettomatematicamenterigoroso } � e la definizionedatane
daFeynmanstessopuòapparire(pensiamoaragione!)troppo“ingenua” }"} –ci
sembracheil procedimentoespostoqui sottosiaun compromessoaccettabile
fra rigoreformalee semplicit̀aconcettuale} ` .

Consideriamopreliminarmentedueoperatori öû e öü definiti suun certo
spaziodi Hilbert. Supponiamoche öû e öü � ( � commutino,cosicch́esi avrà

9 Oltre ai testicitati nellabibliografia,si vedain particolareil libro: L. S.Schulman,È����w¿Eß�' �ý²®'�«­§�.��¡¯»oÇ�Ç�¢  &�w�.¬� �³.�'­5³ ½ÌÆo�.¬)¿�þ��-¬%�?¤.¥ �.¬� �³.� (Wiley, New York, 1981).
10 Non vogliamoaddentrarciin questedifficili questioniche– di fatto – non condizionano

minimamentele applicazionifisiche. Il lettore interessatoa questi aspettimatematici
può consultarei seguenti lavori di rassegna: S. A. Albeverio and R. J. Hoegh-Krohn,�â�.¬)¿'�«¦¨�.¬� ��w�*¢ÌÈ�¿'� ³.¥«ª:³ ½Q©<�²ª��'¦¨�.�1Æo�.¬)¿:þ��'¬��?¤.¥ �*¢ ­ (Springer, Berlin, 1976); C. De
Witt-Morette,A. Maheshwari andB. Nelson,Phys.Rep.50, 255(1979).

11 Il vantaggiodi derivarel’integraledi Feynmandall’approcciooperatorialèedi ragionarein
modomatematicamentepiù soddisfacente.

12 Seguiamo(in modosemplificato)unmetodopropostoin: E. Nelson,J.Math. Phys.5, 332
(1964). Rimandiamoil lettorea questoarticolopermaggioridettagliriguardoal presente
paragrafo.La ½«³.¥«¦Q®E¢���¡. LÈ-¥ ³.¬�¬��«¥ è discussain: H. Trotter, Proc. Am. Math. Soc. 10,
545(1959).
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i ôÿ Ù ô���]�i ôÿ i ô� � S a � fEV
È pertantoun fatto notevole che– sotto ipotesipiuttostogenerali– si abbia
invece

i ôÿ Ù ô� ] lim� �:� � i ôÿ p � i ô� p ��� � S a � a V
che è essenzialmentela M*( 
*�����&��2�����
 ( �0��
*
 . Comevedremo,l’integraledi
Feynmanaltro non è che una conseguenzadi tale formula, combinatacon
un’osservazionedovutaa Dirac!

Fissiamooral’attenzionesulpropagatoreÍ%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï dell’equazionedi
Schr̈odinger(1.1). Ponendo 	

g W
-XJS Z ì�ì ^ Z ì V.\ S a �|{ V

ö÷ g ö
 c öR S a ��� V
e facendousodell’eq. (1.11)possiamoscrivere

Í0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï ]óÍ%U ì�ì Î i k��<ï'ô
 Ù ô� ò Î U ì Ï S a ��� V
che– in virtù dellaformuladi Trotter(2.2)– diventa

Í%U ì|ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï ] lim� �F� Í%U ì�ì Î S�i k�� ô
 p � i k�� ô� p � V � Î U ì Ï � S a �|Ñ V
È ben noto che la relazionedi completezzaper gli autostatidell’operatore
posizione(in descrizionedi Schr̈odinger) Î U Ï si scrive

Ù �Ú
k �

r U Î U Ï Í0U Î ]_f � S a ��Ø V
Inserendol’eq. (2.7) fra gli � fattori i k��§ô
 p � i k��xô� p � che sono presenti
nell’eq. (2.6)abbiamo

Í%U�ì�ì%\ Z ì�ì Î U+ì \ Z ì Ï ] lim� �:�
Ù �Ú

k � �����
Ù �Ú

k � Í0U+ì�ì Î i k��§ô
 p � i k��xô� p � Î U � k } Ï �
r U � k } Í%U � k } Î i k��5ô
 p � i k��Ìô� p � Î U � k ` Ï r U � k ` �����r U } Í%U } Î i�k��Qô
 p � i�k��xô� p � Î U ì Ï �

S a �|Û V
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È convenienteporre U ì g U � e U ì�ì g U � , cosicch́e l’eq. (2.8) può essere
riscrittanellaformapiù compatta}w�

Í%U�ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï
] lim� �:�

Ù �Ú
k � �����

Ù �Ú
k �

� � k }�
l í }

r U l�� � k }�� ío� Í%U � Ù } Î i k��§ô
 p � i k��xô� p � Î U � Ï �
S a �|Ý V

Questaequazione–cheseguedirettamentedallaformuladi Trotter–esprimeil
propagatoreÍ0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï in funzionedelpropagatorerelativo adunintervallo
di tempo �����L�	����
*����� ( (valea dire S Z ì�ì ^ Z ì V���� per ��� � ).

Calcoliamoorail �;
 ( �@�E�/�/� ( 
"
������L���%��
.�.�$� ( Í%U � Ù } Î i k�� ô
 p � i k�� ô� p � Î U � Ï .
È evidentechequi öR nonè altroche R1S%U;V , quindi

Í%U � Ù } Î i k��§ô
 p � i k��xô� p � Î U � Ï ]�i k�� � ï ~�� ò%p � Í0U � Ù } Î i k��§ô
 p � Î U � Ï � S a � f�y<V
Analogamentealla eq. (2.7), per gli autostatidell’operatoreimpulso(in de-
scrizionedi Schr̈odinger) Î � Ï abbiamo

Ù �Ú
k �

r � Î � Ï Í �DÎ ]_f S a � f�f-V
checi permettedi scrivere

Í%U � Ù } Î i k�� ô
 p � Î U � Ï ]
Ù �Ú

k �
r � � Í%U � Ù } Î i k�� ô
 p � Î � � Ï Í � � Î U � Ï � S a � f a V

Nel casoin questione ö
 ] ö� ` � a'b , che (per definizione)è diagonalenella
rappresentazionedell’impulso,cosicch́e

Í%U � Ù } Î i k��§ô
 p � Î � � Ï ] i k�� �"!� p `$# � Í0U � Ù } Î � � Ï � S a � f { V
Inserendol’eq. (2.13)nell’eq.(2.12)otteniamo

13 Sottolineiamoil fattochela presenzadi unindicenell’eq.(2.9)èpuraconseguenzadell’uso¥«  Ç'�«¬�®�¬�³ dell’eq.(2.7).



18

Í%U � Ù } Î i�k�� ô
 p � Î U � Ï ]
Ù �Ú

k �
r � � i�k�� � !� p `�# � Í%U � Ù } Î � � Ï Í � � Î U � Ï � S a � f � V

Ma Í%U Î � Ï è l’autofunzionedell’impulso(corrispondenteall’autovalore� ) nella
rappresentazionedellecoordinate,cioè

Í%U Î � Ï ] q � S0U;Vx] f% a'& -X i l(� ~ p -X S a � f � V
quindi possiamoriscriverel’eq. (2.14)come

Í%U � Ù } Î i k��§ô
 p � Î U � Ï ] fa'& -X
Ù �Ú

k �
r � � i k�� � !� p `$# � i l(� � ï ~��*),+ k ~�� ò%p -X � S a � f Ñ V

L’integralechefiguranell’eq.(2.16)è �/���<�����0��� ( epuò esserecalcolatofacil-
menteusandola bennotaformula } �

Ù �Ú
k �

r.- i k�/10 ! Ù32 0 ]54 & 6 i 2 ! p � / � S a � f Ø V
Otteniamo

Í%U � Ù } Î i k��5ô
 p � Î U � Ï ]87 b �a'& -X�`
	:9 } p `

exp ;	^âS b � a V�S%U � Ù } ^ U � V ` �<� 	 -X+`>= �
S a � f Û V

A questopuntoè convenienteporre?
g S Z ì�ì ^ Z ì V� � S a � f Ý V

14 Va tenutopresenteche nell’eq. (2.17) sia @ che A sononumeri  )¦§¦¨��¤. )���.¥«  , per cui è
necessarioeffettuareunacontinuazioneanalitica.Essaè a ¡.®�� valori, dandocos̀ı luogoad
unaambiguit̀a di fase. Si ottienetuttavia il risultatocorrettoancheprocedendoin modo
ingenuo. Questopunto è spiegato in: B. Felsager, BD� ³.¦C�«¬�¥«ª.·LÆ;�.¥«¬� ��9¢|�«­B�.��¡:©� ?�²¢�¡.­
(OdenseUniversitypress,Odense,1981).
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Inserendol’eq. (2.18)nell’eq. (2.10)edusandole eq.(2.3) e (2.19)abbiamo
infine l’espressione
.� �;��� � �%� � del propagatoreinfinitesimo

Í%U � Ù } Î i k��5ô
 p � i k��xô� p � Î U � Ï ]DC ba'&;W -X
?'E

} p ` �
exp FHS W � -X V

?HG
b aJI U � Ù } ^ÜU �? K ` ^ R8S%U � VMLON � S a � a y<V

Questaespressionedel propagatoreinfinitesimoè statasuggeritaperla prima
volta da Dirac } � . Non era invecechiaro a Dirac comeottenereil propa-
gatorerelativo ad un intervallo di tempo �h����� ( }w� . Oggi sappiamo– ��
�
�1
�
*��� ( 2���46
�7'���8��� – che Í%U ì|ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì Ï è dato da �����L���%��
 �"( ��, ( ���/!*� ( �	�
del propagatoreinfinitesimo, secondol’eq. (2.9) (comeabbiamovisto, ciò
deriva dalla formula di Trotter). Esplicitamente,̀e ora sufficiente inserireÍ0U � Ù } Î i k��Qô
 p � i k��xô� p � Î U � Ï – datodall’eq.(2.20)– nell’eq.(2.9) } Ó :

Í0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï ] lim� �:�P � � C baQ&;W -X
?QE � p ` Ù �Ú

k � �����
Ù �Ú

k �
� � k }�

l í }
r U lR� �� k }�� ío� exp FBS W � -X V

?HG
b aSI U � Ù } ^ÜU �? K ` ^uR1S%U � VTLUN �

S a � a f-V

Ma � k }�� íÞ� exp FBS W � -X V
?HG

b a I U � Ù } ^ÜU �? K ` ^uR1S%U � VTLUNd]

exp VWYX S W � -X V
? � k }�� ío�

G
b a I U � Ù } ^�U �? K ` ^ËRTS%U � VTL[ZY\] S a � a�a V

15 P. A. M. Dirac,Phys.Zeit. derSowjetunion3, 64 (1933). Questoarticoloè ristampatoin:±/�²¢|� �9¬�� ¡JÆo�«Ç-�«¥«­L )�1áo®'�.�-¬?®�¦ ã�¢|���²¬�¥ ³�¡.ª.���.¦Q ��²­ , J.Schwingered. (Dover, New York,
1958). Si vedaanche:P. A. M. Dirac, þQÆ�¥« #���²  Ç� Ì¡��²¢)¢����F�������.�' ����1áo®'�.�-¬? #­w¬� ���� (IV
ed.) (Boringhieri,Torino,1959),cap.32.

16 È a questacircostanzache si riferisce l’aneddotoriportato nella nota 6 (ritorneremosu
questopuntonelcapitolo4).

17 È evidentedall’eq. (2.19)cheil limite ^5_a` implica b:_ 0 (e viceversa),in quanto
l’intervallo di tempoconsideratoé�cYced éfc è g	­�­«³ . Per maggior chiarezzaindicheremo
entrambii limiti, nonostanteessi ��³.� sianoindipendenti.
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percui otteniamoin definitiva

Í0U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï ] lim� �:�P � � C baQ&;W -X
?QE � p ` Ù �Ú

k � �����
Ù �Ú

k �
� � k }�

l í }
r U lR� �

exp VW X S W � -X V
? � k }�� ío�

G
b a I U � Ù } ^ U �? K ` ^ËRTS%U � VTL Z \] �

S a � a { V

Questaè l’ 
.� �;
"
.�"�.� ( ��
h�L�+���&
 del propagatorequantisticocome ���	��
 ��
�����
12��4D
*7'���8��� . Vedremonel paragrafosuccessivo che l’eq. (2.23) può essere
riscritta in modo più compattoed elegante. Tuttavia è beneteneresempre
presentecheognialtraespressioneequivalente� ( � haalcunsignificatodiverso
daquellomostrato
.�����#� � ��� ���1
*�	��
 dall’eq.(2.23).

2.3 – A questopunto il lettorepotrebbechiedersi(giustamente!)dove
sianoi “ � �����������h2��Ì46
�7-�	�8��� ” }wë .

Al fine di risponderea questadomandàe convenienteporre

Í0U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï �ji P g C baQ&;W -X
?QE � p ` Ù �Ú

k � �����
Ù �Ú

k �
� � k }�

l í }
r U l � �

exp VW X S W � -X V
? � k }�� ío�

G
b a I U � Ù } ^ÜU �? K ` ^uR8S%U � V LUZ \] S a � a � V

cosicch́e l’eq. (2.23)assumela forma

Í%U ì|ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï ] lim� �F�P � � Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï �ji P � S a � a � V
Discretizziamoora l’intervallo di tempoconsideratoZ ì�ì ^ Z ì mediante� ^�f
punti intermedi equidistanti Z } , Z ` , ����� , Z � k } spaziatidi

?
( Z l ] Z � c W

?
,Z � g Z ì , Z � g Z ì�ì , ylk W km� ) (si noti chequestadiscretizzazioneeragià

statausata�$���;��� � �%� ���1
��	��
 nell’applicarela formuladi Trotter). Ragionando
nello spaziodelleconfigurazioni
.�.��
*� ( S%Ue\ Z V } ú , il genericoinsiemedi punti

18 Talvolta essisonoanchedetti ­�¬�³.¥w ?� .
19 Essosi ottienerappresentandogeometricamenteil tempocome ®E¢ ¬��«¥« �³.¥�� coordinata.



21n U ì \9U } \�������\9U�o�\�������\9U � k } \9U ì�ì�p chefiguranell’eq. (2.24)può essereinterpre-
tatocomel’insiemedei vertici di una � ��
�!"!���� � ` �Oq � S²������\9UDS Z o V*\������#V definita
nel modoseguenteq � S²������\9UÌS Z o�V*\������)VLg n UDS Z ì?VLg U�ì0\9UDS Z } VLg U } \������-\9UDS Z o�VLg U�o�\������E\UÌS Z � k } VLg U � k } \9UÌS Z ì�ì VLgzU ì�ì p � S a � a Ñ V
Indichiamocon r �ji P S%U ì \ Z ì�s U ì�ì \ Z ì�ì V l’insieme di �%�@�0��
 le q � S²�����E\9UDS Z o�V.\������)V
con estremifissi UDS Z ì VTg U ì , UÌS Z ì|ì V1g U ì�ì . Dato che q � S²������\9UÌS Z o�V.\������)V è
completamentecaratterizzatadai suoi vertici, l’eq. (2.24) non è altro che la� ( ���8� di exp

n ����� p su r �ji P S%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V . Alla lucedi questaosservazioneè
convenienteriscriverel’eq. (2.24)come

Í0U+ì�ì0\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï �ji P ] C ba'&;W -X
?QE � p ` Ù �Ú

k � �����
Ù �Ú

k �
� � k }�

l í }
r UDS Z l V � �

exp VWYX S W � -X V
? � k }�� ío�

G
b a I UÌS Z � Ù } VD^�UÌS Z � V? K ` ^ËRTS%UÌS Z � V�VTL[ZY\] �

S a � a Ø V

Ricordandoche(nel casoin questione)l’azione classicacalcolatalungouna
arbitrariatraiettoriaUDS Z V èt s UDS²��Vwv n ðñðn ð ] n ðñðÚ

n ð
r Z 7 fa bvuUÌS Z V ` ^uR1S0UDS Z V�V

9
S a � a Û V

scopriamochela sommatorianell’eq. (2.27)è proprio l’ �E!�� ( ��
 � �&�'����� � � cal-
colatalungola spezzataq � S²�����E\9UDS Z o�V.\������&V . Quindipossiamoscrivere

Í%U ì�ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì Ï �ji P ]wC ba'&;W -X
?'E � p ` Ù �Ú

k � �����
Ù �Ú

k �
� � k }�

l í }
r UÌS Z l V � �

exp xDS W � -X V t�y q � S²������\9UDS Z o�V.\������)V{z n0ðñðn ð}| �
S a � a Ý V

20 Come ­$Ç-� À�À"�.¬$� intendiamoun insiemediscretodi puntiuniti dasegmenti.Unacurvaordi-
nariapuò esseredefinitaspecificandoi suoipunti in funzionedi unavariabileindipendenteé . Analogamentesi può fareper unaspezzata,solocheora l’insiemedei punti (vertici) è
discretoanzich́e continuo.
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Naturalmentequantodetto vale per � arbitrario. Consideriamoora il li-
mite �~� � (

? � y ). Al cresceredi � unaspezzataq � S²�����E\9UDS Z o V.\������)V
approssimavieppiùunacurvacontinuaUDS Z V (congli stessiestremi),finoacoin-
ciderecon questanel limite ��� � . Pertantol’insieme r �Oi P S%U ì \ Z ì�s U ì�ì \ Z ì�ì V
diventalo � ���E!*� ( 2�
*� � ������������rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V , cioè l’insiemedelle funzioni
(reali) continueUÌS Z V conestremifissi UÌS Z ì V¯g_U ì , UÌS Z ì|ì V¯gäU ì�ì . Quindi nel li-
mite ��� � l’eq. (2.29)dasommasu r �ji P S%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V diventauna � ( ���8�
su rLS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V . È altres̀ı evidenteche

` }
lim� �F�P � �

t�y q � S²������\9UDS Z o�V.\������)V{z n0ðñðn ð ] t s UÌS²��Vwv n0ðñðn ð S a �|{ y<V
cosicch́edalleeq.(2.25),(2.29)e (2.30)otteniamo

Í%U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U+ì0\ Z ì Ï ] Ú�� UÌS Z V9Ð�S%U+ì�ì@^�UDS Z ì�ì?V�V9Ð�S%U�ì@^ÜUDS Z ì$V"V.�
exp xDS W � -X V t s UDS²��V"Vwv n%ðñðn ð | \ S a �|{ f-V

avendoposto(molto formalmente!)� UÌS Z Vxg lim� �:�P � � C ba'&;W -X
? E � p ` � k }�

l í }
r UDS Z l V � S a �|{ a V

Le duefunzioni deltadi Dirac nell’eq. (2.31)servonounicamenteadindicare
in modoesplicitochesi stasommandosu rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V . Molto spesso,la
rappresentazionedi Feynmandelpropagatorequantisticòescrittaproprionella
forma(2.31)

`"`
.

Siamocos̀ı giunti in modonaturaleal concettodi “ � ( ���8�â����� � ����������� ”
come �#�$���%��
:2��D�$���L���%�%�L�$�+��
 ��
������ ( 
�2��$�+��
*� . È invalsol’uso di parlareaquesto
propositodi �$�	��
���
�����
�2��Q4D
*7'���8��� (usoa cui del restoanchenoi ci siamo
attenuti). Va per̀o precisatoche tale denominazionèe ������
 ( ��
*�%� , perch́e

21 Si noti che � [Γ � ( �$�M�9è%ç ( é�� ) è$�$�M� )] è unasommadi Cauchy-Riemann.Inoltre � [ ç ( � )] nel
secondomembrodell’eq. (2.30)è un  )�-¬%�?¤.¥ �*¢|�¨¡. 3�o ?�«¦¨�.�'� . Avvertiamoper̀o il lettore
che questosecondofatto ��³.� è una conseguenza ³.¼�¼" &� del primo (questopunto verr̀a
chiaritonelparagrafo2.6).

22 Perovvi motivi, l’eq. (2.31)è spessodettaforma ¢���¤.¥ �.��¤* &�.��� dell’integraledi Feynman.
Ne esisteancheuna (equivalente)forma ¿-�.¦Q &¢ ¬$³.�' ��.��� . Strutturalmente,quest’ultima
è molto simile all’eq. (2.31), ma vi sonoduedifferenzeessenziali:(i) i ���.¦Q¦Q )�'  sono
ora funzioni a valori nello ­$ÇE��À² �³:¡��²¢)¢|�6½«�.­�  (anzich́e nello spaziodelle configurazioni);
(ii) l’azione � [ ç ( � )] scritta in termini della lagrangianàe sostituitadalla (stessa)azione� [ ç ( � ) è�� ( � )] definitasullo spaziodelle fasi, in cui comparel’ ¿-�.¦Q &¢ ¬$³.�' ��.��� . Oltre al già
citatotestodi Schulman,si vedaanche:C. Garrod,Rev. Mod. Phys.38, 483(1966).
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esso � ( � è (da un puntodi vista matematico)un’integralesu uno spaziodi
funzioni

` � (integralefunzionale). Più semplicemente,in questocontestola
parolaintegrale(edil relativo simbolo)èdaintendersi� ( � ( comesinonimodi� ( ���8� (su un insiemedi funzioni). Ulteriormente– per quantosuggestiva
l’eq. (2.31) possaapparire– va ricordatal’osservazionefatta alla fine del
paragrafoprecedente.

Bench́el’eq. (2.31)siastataderivataqui nelcasounidimensionalein cui è
presentesolounpotenzialescalarestazionarioR1S%U;V , essavaleanchenelcaso
multidimensionaleperun’azioneclassicadel tipo

` �

t s UÌS²��Vwv n ðñðn ð ] n ðñðÚ
n ð

r Z 7 fa b�uU l S Z V uU l S Z Voc�� l S%UÌS Z V*\ Z V uU l S Z VD^l�BS%UÌS Z V*\ Z V
9

� S a �|{�{ V

L’eq.(2.31)corrispondenteaquest’ultimaformadell’azioneclassicavaancora
definitacomelimite di un’espressionediscretizzata,moltosimile aquellache
figuranell’eq. (2.23). Vi è per̀o un’ ����� ( 
�� ���	��
�2�� G�
�
�
���!�� . Nell’espressione
(2.20) del propagatoreinfinitesimo fra U � e U � Ù } , R1S%U;V è calcolatoin U � .
Ora invece ��S0Ue\ Z V va calcolatonel �;���	� ( �$�+��
*
*�1
�2�� (��U � g S0U � c�U � Ù } V�� a
nell’analogaespressionedel propagatoreinfinitesimo. Ciò si riflette nell’i-
denticaprescrizioneperquantoconcernela formadiscretizzatadell’eq.(2.31)
(simile all’eq. (2.23))

` � (aquestopropositosi vedal’articolo tradotto).

23 Ciò è statodimostratoin: R. H. Cameron,J. Math. and Phys. 39, 126 (1960). Sot-
tolineiamochele difficoltà matematichemenzionateall’inizio del paragrafo2.2 traggono
originepropriodaquestofatto.

24 È immediatoaccorgersi che questaazioneclassicaha la forma tipica dell’interazionedi
unaparticellaconuncampoelettromagneticoo gravitazionaleesternonell’approssimazione
semirelativistica. In realt̀a, l’eq. (2.31)valeancheperazioniclassiche� [ ç ( � )] Ç� �Ê®Q¤��«�/�«¥ �*¢  
dell’eq. (2.33). Un esempioè quello di spaziodelle configurazioni �9®�¥«¼�³ . Rimandiamo
il lettoreal testodi Schulman. È opportunotenerepresentechel’eq. (1.11)vale ­«³*¢�³ se
l’hamiltoniana ��³.� dipendedal tempo(invecel’eq. (1.14)havalidità generale).

25 L’origine matematicadi questofatto verr̀a spiegatanel paragrafo2.6. Discutiamoqui
invece il suo ­� |¤.�'  g����.¬$³Hg	­� ��w³ (si tratta di una tipica situazionein cui una difficoltà
matematicahaunaradicefisica). Un problemachehapreoccupatoi fondatoridella teoria
quantisticaè l’esistenzadelle cosiddette�.¦��² |¤.®E #¬EÊ�1¡. 5ý9®-�.�'¬� |À�À"��À² �³.�/� . Si supponga
che nell’hamiltoniana ��¢��.­�­� ��w� compaiaun termine in cui l’impulso è moltiplicato per
una funzionedelle coordinate(questoè effettivamentequantoavvienenel casodescritto
dall’azione(2.33)).Comeèbennoto,lacorrispondentehamiltonianaý²®'�.�-¬? #­w¬� ���� siottiene
sostituendogli operatorialle grandezzeclassiche.Ora,gli operatoriposizionee impulso��³.� commutano,quindivi sonoÇ� �Ê® hamiltonianequantistichedistinteassociatealla ­�¬��²­�­«�
hamiltonianaclassica.Senzaulteriori argomenti(ritorneremosuquestopuntopiù avanti in
questanota)èprivo di significatochiedersiqualedi essesial’hamiltoniana“giusta”, perch́e
essesonoconcettualmentesullo stessopiano,nonostanteportinoa risultati diversi. Qual’è
l’origine di questeambiguit̀a?Storicamente,vi èstataunanotevoleconfusionealproposito.
Inizialmentesi riteneva cheessefosserouna Ç�®�¥ �B��³.�'­9�?¤.®��«��À�� dell’usodegli operatori.
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D’ora in poi considereremoil casogeneraledi unospaziodelleconfigu-
razioni �����)�%�%2��$�1
��@��� ( �+���&
 . Al fine di semplificarela notazione,
�,��%��
*
"
*� (
2��h���*��
"
â����� ��( �#�h,�
��0� ( 
.�0���#� ( ���+2�� � � ogniqualvolta ciò nondia luogoa frain-
tendimenti.

2.4– Ci sembramolto istruttivo confrontarela derivazionedell’eq.(2.31)
presentatanel paragrafo2.2conla strategia seguitaoriginariamentedaFeyn-
man (essaè discussanell’articolo tradotto). Come abbiamogià sottolin-
eato,egli � ( � partedalla formulazioneoperatorialedella teoriaquantistica,
bens̀ı procedein modoeuristico:estendeil principio di sovrapposizionedelle
ampiezzeesviluppaun’osservazione–dovutaaDirac

` � –sulruolodell’azione
classicain meccanicaquantistica.Cercheremodi riassumere(in modomolto
schematico)i punti nodalidi taleapproccio.

Consideriamounaparticella � descrittadall’azioneclassica(2.33)e fis-
siamol’attenzionesull’evento

û
“ �ó,'� 2/� S0U ì \ Z ì V:� S%U ì�ì \ Z ì�ì V ”. Si noti che

l’ ������� 
"!�!�� (totale) Í%U ì�ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì Ï associataa questoeventonon è altro cheil�;
 ( �@�E�/�/� ( 
"
 dell’equazionedi Schr̈odinger(nellevariabili U ì�ì \ Z ì�ì ). A questo

Successivamenteci si èper̀o resicontocheciò nonpotevaesserevero: infatti la meccanica
classicapuòvenireespressain unlinguaggio ³«Ç-�«¥ �.¬$³.¥« ��*¢|� moltosimileaquelloquantistico
(B. O. Koopman,Proc. Nat. Acad. Sci. 17, 315(1931);J. Von Neumann,Ann. of Math.
33, 587(1932)),mentrela meccanicaquantisticapuò essereformulatanello ­$ÇE��À² �³B¡��²¢)¢|�½«�.­�  analogamentealla meccanicaclassica(E. P. Wigner, Phys.Rev. 40, 749(1932);J.E.
Moyal, Proc. Camb. Phil. Soc. 45, 99 (1949);M. Hillery, R. F. O’Connell,M. O. Scully
andE.P. Wigner, Phys.Rep.106, 121(1984)).L’origine dellesuddetteambiguit̀aèdovuto
in realt̀aall’ �.­�­9�«��À��¨¡. � )­«³.¦¨³.¥�g�­w¦¨³ fra i gruppidelletrasformazionicanonicheclassiche
equantistiche(indipendentementedalla ¥ �«Ç�Ç�¥��«­9�«�'¬$��À² �³.�/� di tali gruppinell’ambitodella­?Ç'� �²  g���� formulazionedellateoria)(L. VanHove,Acad. Roy. Belg. Bull. Cl. Sci. Mém.
(5) 37, 610(1951);T. F. JordanandE. C. G. Sudarshan,Rev. Mod. Phys.33, 515(1961)).
Ciò nonostantèe statoripetutamenteaffermatochel’integraledi Feynman �²¢  )¦Q )��� le am-
biguitàdi quantizzazione,datocheessononcontieneoperatori(citiamounsoloesempio:E.
KernerandW. Sutcliffe, J.Math. Phys.11, 391(1970))! Comevedremonelparagrafo2.6,
questeambiguit̀asonopresentiin ®*¤*®-�*¢�¦Q #­w®�¥ � nellaformulazionedi Feynman,anchese
compaionoin formamenoevidente.Il primocalcoloesplicitochemostrala ��³.� invarianza
dell’integraledi Feynmansotto trasformazionicanonicheclassichèe statodatoda: S. F.
EdwardsandY. V. Gulyaev, Proc.Roy. Soc.A 279, 229(1964).Perunadiscussionemolto
chiarae generalesi veda: J. L. GervaisandA. Jevicki, Nucl. Phys. B110, 93 (1976). Si
ponequindi il problemadi scegliere ®E��� hamiltonianaquantistica.Nel casodell’azione
classica(2.33) la richiestache la corrispondenteequazionedi Schr̈odingersia invariante
sotto trasformazionidi gaugedetermina®��' )¼�³����.¦C�«�'¬�� l’hamiltonianaquantistica. An-
ticipiamochea livello dell’integraledi Feynmanciò equivaleproprioalla prescrizionedelÇ�®��'¬$³â¦C� ¡. �³ menzionatanel testo. La situazioneè menosemplicenel casodi unapar-
ticella (non relativistica) in spaziocurvo. Qui è piuttostonaturalerichiederel’invarianza
dell’equazionedi Schr̈odingersottotrasformazionigeneralidi coordinate.Tuttavia questo
criterio ��³.� è sufficienteperfissareunivocamentel’hamiltonianaquantistica.Seinvecesi
considerala meccanicaquantistica­�®�Ç-�«¥«­� )¦Q¦C�«¬�¥« &�w� (E. Witten, Nucl. Phys. B188, 513
(1981))l’invarianzasottosupersimmetria� trasformazionigeneralidi coordinatedetermina��³.¦ÌÇ�¢|�«¬��.¦¨�²�-¬%� l’hamiltonianaquantistica(V. De Alf aro, S. Fubini, G. Furlan and M.
Roncadelli,Nucl. Phys. B296, 402 (1988); V. De Alf aro andG. Gavazzi, Nucl. Phys.
B335, 655(1990)).

26 Si vedala nota15.
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punto,il primopostulatodi Feynmanè
` Ó

F1) Tuttele ���#��
�
.�����%��,'
Â2��$�²���$���	��
 ` ë secondole quali l’evento
û

può realiz-
zarsisonodescritteda � ������������UÌS Z Vj��rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V .
Nellaformulazioneusualedellateoriaquantisticasiassociauna ������� 
"!�!��2����;
 (<� � � �����%��Ò� (la funzioned’onda!) allaposizionedi unaparticellaadun ����
1��%� �"( �)��
"
 istante.L’ �%2�
�� M�( �+2<���1
*�+� ����
 di Feynmanèdi associareun’ ������� 
"!�!��2��o�;
 (�� � � �����%��Ò� adogni ���)��
*
*�+�/�%�$,'� 2��$�²���$���	� � relativa all’eventoin questione.

Ne consegueche egli postulal’esistenzadella seguente ������� 
"!"!�� 2��H�%
�������.�&!�� ( ��
 associataadun ���	��
�
 ( � ��������� ( UDS Z Vj��rLS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V
Í0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS9��Vwv�g I ampiezzache �

si muova lungo UDS Z V
K

� S a �|{�� V
Questagrandezzahala struttura

Í%U ì�ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS²��Vwv�g Ð�S%U ì�ì ^ UDS Z ì�ì V�V�Ð�S0U ì ^ÜUÌS Z ì V"V û s UÌS²��Vwv S a �|{/� V
in cui le duefunzioni deltadi Dirac implicanochetaleampiezzasi annulli –
comeèovvio chedebbaessere–qualorasi abbiaUDS Z ì V �] U ì e/o UDS Z ì�ì V �] U ì�ì ` ú .
Nell’eq. (2.35)

û s UDS9��Vwv è un funzionale � � continuodeterminatodal secondo
postulato

F2) Il � ( 2���� ( di
û s UDS²��V«v è ���������&
 per �%�@�0�%� i cammini UÌS Z V , mentrela M �'��
 è

datadall’ �-!*� ( ��
 � �&�'�"�.� � � t s UÌS²��Vwv n ðñðn ð associataa UDS Z V (in unità di -X ). Vale
adire

Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS9��Vwv;]zÐ�S%U ì�ì ^�UÌS Z ì�ì V�V9Ð�S%U ì ^ÜUDS Z ì V�V.�
exp xDS W � -X V t s UÌS²��Vwv n0ðñðn ð | � S a �|{�Ñ V

27 Comerisultachiarodall’articolo tradotto,questopostulatononè enunciatoesplicitamente
daFeynman,per̀o vieneassuntoimplicitamente.Tuttavia essoè essenzialedaun puntodi
vistalogico.

28 Useremoper semplicit̀a l’espressione�*¢ ¬%�«¥w���.¬� )¼.��¡. #­0¤. )®��'¬�� , mentredovremmoparlare
più propriamentedi �*¢ ¬��«¥«���.¬� )¼.�h )��¡.  Ç-�²��¡��²�-¬? +¦Q®�¬?®-�.¦C�«�'¬��¯�«­²�9¢ ®�­w #¼*� .

29 In altre parole,la presenzadelle due funzioni deltadi Dirac nell’eq. (2.35) è necessaria
affinché ç ( é ) appartengaeffettivamentea � ( çQc�è0é�c ; ç.cYc�è%é�cYc ).

30 Ci sembraopportunorichiamareil concettodi ½ ®E��À² �³.���*¢|� . Tutti sannocheuna½�®E��À9 �³.��� è
unaregolaperassociareunnumeroadunaltro �'®E¦¨�²¥0³ : essàequindidefinitasuun  )�-­w ?�«¦C��'®�¦C�«¥« ���³ . Analogamente,un ½�®E��À9 �³.���*¢|� è unaregola per associareun numeroad una½�®���À² �³.�/� : essoè pertantodefinito su un  #�'­w ��²¦¨��¡. �½�®E��À9 �³.�-  . Un’ottima introduzione
al calcolofunzionalein vista delle applicazioniai procesistocastici(chediscuteremonei
capitoli 3 e 5) è contenutain: P. Hänggi, È<¿'�¯©�®����²¬� �³.���*¢ Ä �«¥« #¼.�.¬� )¼.�¨�.��¡� )¬�­���­²�¯ )�¬)¿'� Ä �«­«�9¥w  Ç�¬� �³.�T³ ½O�Ì³. )­�ª Ä ª.���.¦Q &�w�*¢	±'ª.­�¬��²¦§­ , in ±-¬�³��w¿-�.­�¬? &�JÆ�¥ ³��w�«­w­²�«­§»oÇ�Ç�¢  ?� ¡¬$³QÆ	¿�ª.­� ��²­ (ed. by L. PesqueraandM. A. Rodriguez)(World Scientific,Singapore,1984).
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Ovviamentenelnostrocasol’azioneclassicàe fornitadall’eq.(2.33).
È bennotochele ampiezzequantistiche– convenzionalmenteassociate

allaposizione�$�.� ���	� ���;
�� di unaparticella–soddisfanoil ��
*��� � �|��� ( 2��	� ( ,�
��*���� ( �.�&!�� ( ��
 . Avendoassociatoun’ampiezzaadun ���	��
�
 ( camminoUÌS Z V , è na-
turalesupporrecheil principio di sovrapposizione�"( �+�%�$�����¯�1,-����
*
"
 (si veda
la discussionedell’esperimentodi diffrazionedadoppiafendituranell’articolo
tradotto). Ora, tale principio di sovrapposizionegeneralizzatoimplica che
l’ampiezza(totale) Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï perl’evento

û
debbaesserela � ( ���8� delle

ampiezzeÍ%U ì|ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UÌS²��Vwv relativeadognisingolaalternativadisgiunta.Di
conseguenza– in virtù del postulatoF1 – il terzopostulatodi Feynmanè

F3) Il ��
 ( �����<��� ( 
"
F=������+�%�?�*�%� ��( è datoda

Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï ] Ú � UDS Z V�Í0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS²��V«v � S a �|{/Ø V
Sostituendoinfine l’eq. (2.36)nell’eq.(2.37)ritroviamopropriol’eq. (2.31)!

2.5 – Non resistiamoalla tentazionedi discuterela naturadei “ � �����������2��J46
�7'���8��� ” (peraltroquestoè proprio il soggettoprincipaledel presente
Quaderno!)in modopiù esaurientedi quantousualmentevengafatto ( a tale
argomentoè dedicatoil presenteparagrafoedi tresuccessivi).

È bennotocheil modomigliore per evitare i famosi“paradossi”quan-
tistici è di dimenticarsidell’idea classicacheunaparticellasi muova lungo
unatraiettoria 2<
f�h����� � – ciò è infatti incompatibilecol principiodi indetermi-
nazione.Vienequindi spontaneochiedersisei camminidi Feynmanabbiano
un �.�)����� � � �/� ( �x��� �"( .

Al finedi chiarirequestopuntoèopportunoconsiderareancoral’ampiezzaÍ0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS9��Vwv definitadall’eq. (2.34). Ragionandoin termini più geo-
metrici, Í%U ì|ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UÌS²��Vwv può anchevenir interpretatacome ������� 
"!�!��C��
�
���e�@��
��%� �"( �)��
�
 � �������$� ( UDS Z V<��rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V , cosicch́e unadistribuzione
di �����;�0
�!"!�� risulta definitasullo spaziodei cammini �*} . Scegliamo ora un
sottoinsieme� di rLS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V . Grazieal principiodi sovrapposizionegen-
eralizzato,l’ampiezzacheun (generico)cammino �UÌS Z V���rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V sia
contenutoin � è datada6 b � n �UDS Z Vj��� p ] Ú  � UÌS Z V�Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS9��Vwv � S a �|{�Û V
Sappiamoper̀o cheil moduloquadratodi un’ampiezzàe sempreunaproba-
bilit à, quindiabbiamoevidentemente

31 Quantodettonellanota7 valenaturalmenteanchenel casodi distribuzioni di ampiezzao
di probabilit̀a suunospaziodi funzioni. Ometteremoquindi l’attributo ¡��²�-­w )¬�Ê� .



27�e¡Q¢Q£ n �UDS Z Vj��� p ] Î
6 b � n �U6S Z VO��� p Î ` ]¤¤¤¤ Ú  � UDS Z V�Í0U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï s UDS²��V«v ¤¤¤¤ ` � S a �|{�Ý V

Un’importanteconseguenzadell’eq. (2.39) è che � ( � esistealcunadistribu-
zione � �&�'����� � � di ��
 (<� � � �$�#����Ò� definitasu rxS0U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V . A primavista,questa
affermazionepuò apparirestrana.Infatti, dall’eq. (2.34)segue � `

Öx× S0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V s UDS9��Vwv;g Î Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS²��V«v Î ` ]I probabilit̀a che �
si muova lungo UÌS Z V

K
S a ��� y<V

che(analogamentea Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UÌS²��Vwv ) può esserereinterpretatacome�;
 ( �� � � �$�#����Ò�3��
�
8���Þ����
��%� ��( �&��
"
 � �������$� ( UDS Z V . A questopuntoper̀o secondoil
calcolo � �&�'����� �"( delleprobabilit̀a si dovrebbeavere �"���¡.¢Q£ n �UÌS Z VU��� p ] Ú  � UDS Z V Öx× S%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V s UÌS²��Vwv;]

Ú  � UDS Z V Î Í0U+ì�ì�\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï s UDS²��V«v Î ` S a ��� f-V

cheèmanifestamente��� ��( ���@�/�%� � �$��
 conl’eq. (2.39).
Concludiamoche la � ( � validità del calcolo � �&�'����� �"( delle probabilit̀a

in meccanicaquantistica� � implica chei camminidi Feynman � ( � possano
esserevisti comepossibilitraiettoriedescrittedaunaparticellain accordocol��
*�@� (F��( ������
 � � . Usandoun’espressionedi Feynman,sidevepensarecheuna

32 È evidentecheseinserissimol’eq. (2.36)nell’eq.(2.40)otterremmoun’espressionematem-
aticamentepriva di significato,a causadel quadratodellefunzioni deltadi Dirac. Tuttavia
questoproblemapuò essereevitato omettendotali funzioni deltanell’eq. (2.36),a pattodi
restringerel’attenzioneallesoleç ( é ) cheappartengonoa � ( ç c è%é c ; ç cYc è%é cYc ) (si tengapresente
la nota29).

33 Questopuntoverr̀a discussonel paragrafo3.9.
34 Questacircostanzàe statasottolineataripetutamenteda Feynman. Vogliamoaggiungere

un’osservazioneun po’ polemica. Se il calcoloclassicodelle probabilit̀a non vale nella
teoriaquantistica,comeèpossilbilepretenderechequestasiaequivalenteadunacosiddetta¬���³.¥w ��:¢�³����*¢|�H¡. D¼��.¥« ����² &¢  6���.­«�w³.­�¬�� ? (Perquestaproblematicasi vedail Quadernodi
FisicaTeorica:O. Nicrosini, Æo�.¥0��¡�³.­w­«³ EPR ��È�� ³.¥��«¦¨��¡. ¦¥6�9¢#¢ (1991)).

35 È statoripetutamenteaffermatochei camminidi Feynmansono“reali” echerappresentano
“traiettoriemedie”delmoto(vedasiades.:P. Holland,A. KyprianidisandJ.Vigier, Found.
Phys.17, 531(1987)).Non riusciamoa capirecosaciò vogliadire!
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particellasegua“tutti i camminisimultaneamente”!In realt̀a, la mancanzadi
un’interpretazionefisicaintuitiva perquesticammininondevestupire: infatti
è bennoto che in meccanicaquantistica� ( � si possonoattribuire propriet̀a
fisichebendefiniteadoggetti � ( � ( �"��
*
*,-�/�%� ��� .

2.6 – Una precisazionèe ora quantomai opportuna. Da quantodetto,
il lettorepotrebbefarsi l’idea chei � �����������¯2��h46
�7'���8��� – valea dire quei
cammini che contribuiscono 
0G�
��0�%��,-���1
*�	��
 nell’eq. (2.31) – siano �%�@�0��
 le
funzioni UDS Z VO��rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V . Ciò è M ���|� ( ! Si può infatti dimostrare(si veda
l’articolo tradotto)che � ( �#� ���	� ( quei particolari cammini che godonodella
propriet̀a §

UÌS Z V:¨óS
§

Z V } p ` S a ��� a V
(

§
Z molto piccolo)dannoun contributo � ( � �	����� ( all’integraledi Feynman.

Unmodoeuristicoperrendersicontodi questofattoèdi ritornareall’eq.(2.23),
scrivendo U � gùUDS Z � V (comespiegatonel paragrafo2.3). È evidentechenel
limite

? � y si ottieneun risultato �L���%� ( solo nel casoin cui la grandezzaÎ UÌS Z � Ù } V§^uUDS Z � V Î ` � ? si mantiene�L���%� � , ma ciò implica proprio l’eq. (2.42).
È altres̀ı chiarocheil contributo di camminiche � ( � soddisfanol’eq. (2.42)
scomparenellimite

? � y ( se Î UDS Z � Ù } V/^FUDS Z � V Î ` � ? diverge,il meccanismoper
cui ciò avvieneè molto simile a quelloconsideratonel paragrafosuccessivo).
Ora, l’eq. (2.42) implica che la funzione UÌS Z V – seppurcontinua– � ( � sia
differenziabileperalcunvaloredi Z . Concludiamochei camminidi Feynman
sonoM 
����0� ����� condimensionedi Hausdorff ugualea 2���
 � Ó i ��ë . Qualitativa-
mente,essisonoidentici alle traiettoriea zig-zagtipichedel motobrowniano
(ritorneremosu questopuntoin seguito). Osservandotali traiettorie,si nota
immediatamenteil loro caratterefluttuante: esseappaionocomeseil punto
rappresentativofluttuassecasualmenteintornoadunatraiettorialiscia. È facile
rendersicontochequestofatto ��
 ����
 proprio dall’eq. (2.42). Consideriamo
infatti unacurva ���$� � �%�6UÌS Z V , valeadireunafunzione 2�� G�
*
"
*��!*�0� � ����
 deltempo.
Avremoallora(per

§
Z moltopiccolo)§

UDS Z Vx]ª©1S
§

Z V S a ���/{ V
mentreperi camminidi Feynmandall’eq. (2.42)segue

36 Vogliamometterein chiaroche ¬�®�¬�¬�� la discussionefattanelpresenteQuadernosi riferisce
(salvo �«­$Ç�¢  &�9 #¬�³ avviso) a sistemiquantistici ��³.� osservati.

37 Il concettodi ½�¥ �.¬�¬$�*¢|� èentratoormainellaculturascientificadi ognifisico. Un’esposizione
divulgativa è contenutain: B. Mandelbrot, Be¢  e£+¤�¤��«¬�¬? +©�¥ �.¬�¬$�*¢   (Einaudi,Torino,1987).

38 Sinotichequestofatto ��³.� èin contraddizionecolpostulatoF1. Semplicemente,l’ampiezza
che « si muova lungomolti dei cammini �5Ç�¥w �³.¥«  possibili è di fatto �'®E¢)¢�� .
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UÌS Z Vx]¬©®­"S § Z V } p `�¯ � S a ����� V

Ma essendo

§
Z unaquantit̀amoltopiccola(

§
Z:° f ), è evidenteche©±­�S § Z V } p ` ¯�² ©1S
§

Z V S a ���<� V
per cui unafunzione UDS Z V chesoddisfila condizione(2.42)varia � ( �)� ( ����Ò�
��*���02/���1
��	��
 (rispettoa Z ) di unafunzione UÌS Z V chesia differenziabile. Ciò
spiegail � ��
����0��
*
"
´³Q�@�0�%�����	��
 deicamminidi Feynman.

L’esistenzadi tali ³Q�@�0�%���E!*� ( �	� è concettualmentemolto importante,per-
ché esserappresentanogli 
0G�
��0�%�B=������+�%�?�*�%� � � nell’evoluzionetemporalede-
scritta dall’integrale di Feynman. Come è spiegato nell’articolo tradotto,
l’eq. (2.42) è 
"=�����,-����
*�+��
 al ��
*��� � �|��� ( 2��¨���+2�
���
*
*�����+�E!�� ( ��
 ! Di fatto, che
quest’ultimoelapropriet̀a(2.42)sianoaspettidiversidella �*��
.�"��� realt̀aappare
chiaroin un contestodiverso � ú . Sesi misurala traiettoriadi unaparticella,
si vedechele limitazioni dettatedal principio di indeterminazioneimplicano
propriola validità dell’eq. (2.42) � � i � } !

Un’ulteriore conseguenzadell’eq. (2.42) è l’esistenzadelle ��� � �)��������Ò�2��¨=������	�%��!"!��E!�� ( ��
 nell’integraledi Feynman. Supponiamoinfatti di inserire
l’azioneclassica(2.33)nell’eq.(2.31),edimmaginiamodi considerarela cor-
rispondenteespressionediscretizzata(assumiamopersemplicit̀a chei poten-
ziali sianostazionari).Quest’ultimadifferiscedall’eq. (2.23)per un termine
del tipo S%U � Ù } ^dU � V$��S%U î� V�� ? sotto il segno di sommatorianell’esponente–
l’asteriscoindica chenon è chiaro in qualeparticolarepuntodell’intervallo

39 Ä  )¼.�«¥«­«³ in quantociò cheseguepresupponecheuna ¦§ )­w®�¥ ��À² �³.�/� vengaeffettuatasulla
particella.

40 Questorisultatoè discussoin: L. Abbott andM. Wise,Am. J.Phys.49, 37 (1981).
41 Una questionemolto interessantèe la seguente. Sostituendol’eq. (2.36) nell’eq. (2.40)

ed adottandole precauzionidiscussenella nota32, si ottiene å@æ ( ç.cYc�è�é�cYc0ê ç.c$è0é�c )[ ç ( � )] = 1ý²®'�*¢ ®���ý²®'� sia ç ( é ) µ�� ( ç.c$è0éfc ; ç.cYc$è�é�cYc )! Bench́ea primavistaciò possaapparire�.­�­�®E¥ ¡�³ ,��³.� è cos̀ı. Ricordiamo(preliminarmente)chesesi ¦Q #­w®�¥ � la posizione  #­w¬$�.�'¬$�.�/� � di
una particellaal tempo é e ci si chiedequalesia la (densit̀a di) probabilit̀a di ottenere
un particolarevalore ¯ç , la rispostaè datada å æ (¯ç�è0é ) = ê ¶ (¯ç�è%é ) ê 2. Supponiamoora di
effettuareuna ¦Q )­�®�¥ �Â��³.�'¬� )�'®-� per stabilirequalesia la (densit̀a di) probabilit̀a che la
particellasi muova lungoun particolarecamminoç ( é ) µ�� ( ç c è�é c ; ç cYc è%é cYc ) ( é c¦· é · é cYc ).
Naturalmenteal postodi ¶ (¯ç�è%é ) abbiamoora ¸&ç.cYc$è0éfcYc%ê çQc$è0é�cº¹ [ ¯ç ( � )], cosicch́e la rispostaè
dataanalogamenteda å�æ ( çQcYc�è%é�cYc0ê ç.c$è%éfc )[ ¯ç ( � )] = êY¸&ç.cYc$è�é�cYc0ê ç.c$è%éfc»¹ [ ¯ç ( � )] ê 2. Ma abbiamovisto
che å�æ ( ç cYc è%é cYc ê ç c è%é c )[ ¯ç ( � )] = 1, il che significa che la particellasegue con �w�«¥«¬�� ÀwÀ�� la
traiettoriachesi misura! Un’analisi operativa della situazioneconsideratamostrachele
cosestannopropriocos̀ı ( Y. Aharonov andM. Vardi,Phys.Rev. D 21, 2235(1980)).Una
discussioneapprofonditadelconcettodi ¦Q )­�®E¥0��À9 �³.���§�w³.�-¬? #�'®'� in meccanicaquantistica
ècontenutain: A. Barchielli,L. LanzandG. M. Prosperi,Nuovo Cimento72B, 79 (1982);
A. BarchielliandV. P. Belavkin, J.Phys.A24, 1495(1991).Unadomandasorgespontanea.
È il cosiddettoÇE�.¥ ��¡�³.­w­«³�ý²®'�.�'¬� )­�¬� ���³F¡. 3¼@�²��³.�/� (G. R. Allcock, Ann. Phys. 53, 251
(1969);B. Misra andE. C. G. Sudarshan,J.Math. Phys.18, 756(1977))unaconseguenza
del fattoche å�æ ( ç.cYc$è0éfcYc0ê çQc?è0é�c )[ ç ( � )] = 1?
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U � Ù } ^>U � vadacalcolatoU î� . Abbiamovistochenelcasodell’azioneclassica
(2.28)talesommatoriàe unatipica sommadi Cauchy-Riemannchedefiniscet s UDS²��Vwv come ���	��
 ��
9���&
F2��oIJ�0
��8����� . Chiaramente,��
 questacircostanzacon-
tinuassead esserevera,il risultato � ( � dovrebbedipenderedalla particolare
sceltadi U î� : questàe infatti unapropriet̀a fondamentaledell’integraledi Rie-
mann.Notiamoin particolarechele duesommecorrispondentialleduesitua-
zioni estremeU î� ]zU � e U î� ] U � Ù } differisconopertermini ©8S"S%U � Ù } ^8U � V ` V .
Ora, ��
 i camminidi Feynmanfosserofunzioni 2�� G�
*
"
���!*�0� � �$�#� deltempo–cioè
tali percui U � Ù } ^�U � ¨ ?

– essedifferirebberopertermini ©1S
?
` V , chesareb-

bero ��
.
*���&
�,-���	�%� in quantoinfinitesimidi ordinesuperiore.Sappiamoper̀o che
per i camminidi Feynmanvalela propriet̀a (2.42),quindi le duesommesud-
dettedifferisconoin realt̀a per termini ©8S

?
V , che �"( �	�%
*� � ���$� ��( � ( al risultato.

Siamocos̀ı giunti adun’importanteconclusione.Daunpuntodi vistamatema-
tico, vediamochenel casodell’azioneclassica(2.33)l’integraled’azioneche
figuranell’eq.(2.31) � ( � èpiù un integraledi Riemann,perch́e le sommeche
lo definiscono2����	
*�+2 ( � ( dallaparticolaresceltadi U î� (si trattadi un oggetto
moltosimileagli �$�+��
 ��
������6�.� (E� �'�*�%� � � cheincontreremonelparagrafo3.9). Sul
pianofisico, l’eq. (2.31) � ( � forniscepiù il propagatorequantisticoin modo������, (E�"( , datocheè necessariospecificarein chemodovadascelto U î� nella
discretizzazionechela definisce– eccocomele ambiguit̀a di quantizzazione
nascononell’approcciodi Feynman� ` !

2.7 – È ben noto che la meccanicaquantisticacontienela meccanica
classicacomecasolimite. Ciò significachequando -X risulta � ( �)� ( ����� ( 
"

di qualunquealtragrandezzain gioco(aventele dimensionidi un’azione),gli
effetti quantisticiscompaionoedil comportamentoclassicoemerge.

Un vantaggiodella formulazionedi Feynmanè di permettereunacom-
prensione���	�%�����%��,-� del limite classico.

Fissiamol’attenzionesull’eq. (2.31)e supponiamochein unasituazione
specificasi abbia t½y UÌS²��VMz n ðñðn ð

² -X S a ���/Ñ V
per cui la M �'��
 che comparenell’integrale di Feynmanè un numero � ( �)� (��
����+2�
 . Consideriamooradue �<
���
*
*� � � cammini U } S Z V e U ` S Z V tali chela loro
distanzaÎ U } S Z VÌ^ÜU ` S Z V Î sia � ( �#� ( �;� ���"( �&� suscala � �)���"�.� � � . Corrispondente-
menteanchela grandezzaÎ t s U } S²��Vwv�^ t s U ` S9��Vwv Î sar̀a � ( �)� ( �;� ���"( �&� semisurata

42 Esisteun teoremadovuto a Berezin(F. A. Berezin,Theor. Math. Phys. 6, 194 (1971))
chestabilisceuna �w³.¥w¥« )­?ÇE³.��¡��«��À���®���³*ß���¡*ß$®���³ fra le ambiguit̀a di quantizzazionenel
formalismooperatorialee nel formalismodi Feynman.In particolare,essoasseriscechela
prescrizionedel Ç�®E�'¬$³B¦C� ¡. �³ (comeosservato nel paragrafo2.3, essapreserva la gauge
invarianzaper l’azione classica(2.33)) corrispondealla quantizzazioneoperatorialecon³.¥ ¡. )���.¦C�«�'¬$³��*¢)¢��:ÃF�«ª*¢ (M. Mizrahi, J.Math. Phys.16, 2201(1975).Si vedaanche:T.
D. Lee, Æ;�.¥«¬� ��9¢|�¨Æ�¿�ª.­� ��²­¨�.��¡Jþ��'¬�¥ ³�¡.®'�²¬� �³.�A¬$³�©� ?�²¢�¡AÈ<¿'��³.¥wª (Harwood,New York,
1981)).
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in unità � �)���"�.� � P 
 . Quantisticamentela situazioneè radicalmente2���,'
*
.��� ,
perch́e in virtù dell’eq.(2.46)abbiamo�$� �<
���
*
����&
¤¤¤ t y U } S²��V z n ðñðn ð ^ t y U ` S²��V z n ðñðn ð

¤¤¤ ² -X � S a ���<Ø V
Di fatto,l’eq. (2.47)mostrache–nellimite classico–passandodauncammino
adunocontiguo,la fasedei loro contributi all’integralevaria in modo � ( �)� (
��*���02 ( . Neconseguechetali contributi tendonoa � ��� � 
*���)��
.��� . Bench́equesto
fenomenosiagenerale,vi è tuttavia un’importante 
 �"� 
�!*� ( ��
 . Consideriamo
nuovamentei duecammini U } S Z V e U ` S Z V , supponendoper̀o cheora U } S Z V sia
la �%
���� 
��0� ( 
.�0� 2��$������� � � � �)���"�.� � � checongiungeS%U ì \ Z ì V con S%U ì�ì \ Z ì�ì V . AlloraU } S Z Vh
*�.�%
"
*����!"!�� t s UÌS²��Vwv . Adessoèpossibileavere � �¤¤¤ t y U } S²��V z n%ðñðn ð ^ t y U ` S²��V z n%ðñðn ð

¤¤¤ ¨ -X � S a ���/Û V
Quindi le fasidei camminivicini a U } S Z V¯2�� G�
*
*�$� ��( � ( 2��Þ� (���( , percui i cor-
rispondenticontributi � ( � si cancellano.Concludiamochenel limite classico� ( �)� ���	� ( i cammini �"( �	�%�)����� alla traiettoriadinamicaclassicachecongiungeS0U ì \ Z ì V con S%U ì�ì \ Z ì�ì V contribuiscono 2�� M ���0� ( all’integraledi Feynman: questi
sonoi � �������$�	�§2��x46
�7'���8���Ü��
*��� � �&�'����� � � ��� . Quest’ultimacircostanzàe di
notevoleimportanza,in quantopermettedi calcolare
.�����#� � ��� ���1
*�	��
 l’integrale
di Feynmannell’approssimazionesemiclassica.̀E infatti chiarochebastaef-
fettuareun’espansione(funzionale)alla Taylor di

t s UÌS²��Vwv intorno a U } S Z V ,
arrestandosial ��
 �"( ��2 ’ordine in UDS Z Vh^ U } S Z V ( U } S Z V è la traiettoriadinamica
classicachecongiungeS0U ì \ Z ì V con S%U ì�ì \ Z ì|ì Vo�"� , quindi terminidel ��
*��� ’ordine
in UÌS Z Vx^ÜU } S Z V sonoassenti).Un calcoloesplicitofornisce� �

Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï�¾À¿ ] I fa'&;W -X
K � p ` �

det

¤¤¤¤¤ ^ Y `
Y U ìl Y U ì�ì� t S%U ì�ì \ Z ì�ì s U ì \ Z ì V

¤¤¤¤¤ � } p ` �
exp x S W � -X V t S%U+ì�ì \ Z ì�ì s U+ì0\ Z ì$V | S a ���/Ý V

43 Questoperch́e il secondomembrodell’eq.(2.48)è nullo al prim’ordinein ç 2( é ) d:ç 1( é ).
44 Ènaturalechiedersiqualesialadistanzadeicamminidi Feynmansemiclassicidallatraietto-

ria classica.Argomentieuristicibasatisull’eq.(2.48)suggerisconocheessisianocompresi
in un “tubo” di sezioneÁ ( -Â 1 Ã 2) intornoalla traiettoriaclassica.Unarispostapiù accurata
dipendetuttavia dallaspecificasituazionefisicachesi considera.

45 Supponiamopersemplicit̀a chedi tali traiettorieneesistasoltanto ®���� .
46 Si vedaades. il testodi Schulmanpiù voltecitato.
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ove
t S0U ì�ì \ Z ì�ì s U ì \ Z ì V è l’azione classica(2.33) (calcolatalungo U } S Z V ) come

funzionedellecoordinate� Ó i � ë .
Talvolta si dice che � ( �)� ���	� ( la traiettoriadinamicaclassicaU } S Z V con-

tribuisceall’integraledi Feynmannell’approssimazionesemiclassica.Ciò èM ����� ( . Comeabbiamogià visto, sonoi camminidi Feynman ,�� � ����� a U } S Z V
che in realt̀a contribuiscono. Ma sappiamoche tali cammini godonodella
propriet̀a (2.42), quindi nell’eq. (2.49) sonopresentieffetti quantistici. Di
fatto, l’approssimazionesemiclassicacontienei “ �;
.����� ” effetti quantistici,
cioèquelli ©8S -X V �"ú .

2.8 – Si incontraspessol’affermazionechevi è uno strettolegamefra
l’integraledi Feynmanelameccanicaclassica.Ciò èsenz’altrovero,in quanto
l’unicagrandezzachecompare
.�����#� � ��� ���1
*�	��
 èpropriol’ �E!�� ( ��
 � �)���"�.� � � , an-
chesecalcolatanongià lungo traiettorieclassiche,bens̀ı lungo i camminidi
Feynman. Questiultimi � ( � hannoinvecealcun ���&����� � � �/� ( � �&�'�"�.� ��( , pro-
prio perch́e rispecchianogli effetti quantistici(è inoltre impossibileassociare
delle �;
 (�� � � �����%��Ò� atali camminiin modoconsistenteconla teoriaquantistica).
D’altra parte,abbiamovistochenell’approssimazionesemiclassicai cammini
di Feynmansi addensanointornoalla traiettoriadinamicaclassicacheunisceS0U ì \ Z ì V con S%U ì�ì \ Z ì�ì V . Non solo, ma è anchestatonotatoche tali cammini
appaionocomeseil puntorappresentativo fluttuassecasualmenteintorno ad
unatraiettoria �#�?� � �0� (cioè differenziabile).Alcunedomandesorgonosponta-
nee.Questetraiettorielisceposseggonoun significatoin meccanicaclassica?
Più in generale,esisteuna =������ � P 
 �"( ����
.����� ( ��
 fra camminidi Feynmane
traiettoriedinamicheclassiche? Sarebbeperaltromolto bello se un simile
legameesistesserealmente,in quantociò evidenzierebbeunaradiceclassica
dellateoriaquantisticapiù pronunciatadi quantousualmentesi pensi.Eviden-
tementeunacomprensionedell’eventualemeccanismochegenerai cammini
di Feynmanpartendoda una traiettoriadinamicaclassicafarebbeluce sulla
naturastessadellaquantizzazione.

Vedremonelcapitolo5cheunarelazione2���
"
��0� � fracamminidi Feynman
e traiettoriedinamicheclassiche� ( � esiste. Ma ciò è unicamentedovuto al
fattochel’eq. (2.31)rappresentauncontesto�%
 ( �<� ( 
.�$�.�%
"
��0� ( perla questione

47 Questoconcettoè discussoad es. in: L. D. Landaue E. M. Lifshits, �F�������.�' ���� (MIR,
Mosca,1976).

48 In tutto il presenteQuadernoignoriamo(per semplicit̀a) i problemi dovuti all’esistenza
di Ç�®��'¬� 	½«³����*¢   e ���.®�­w¬� ��w¿'� nello spaziodelle configurazioni(il lettore interessatopuò
consultareil testodi Schulman).

49 Purtroppòefacileimbattersinell’affermazioneopposta,chel’approssimazionesemiclassica
è Ç�®E¥ �.¦¨�²�-¬%� classica.A sostegno di ciò vieneaddottoil fatto cheil propagatoresemi-
classico(2.49) è espresso��³.¦ÌÇ�¢|�«¬$�.¦C�«�'¬�� in termini di grandezzeclassiche.Alla base
di questaconfusionestale circostanzachele correzioniquantisticheÁ ( -Â ) alla dinamica
classica��³.� dipendonoda -Â , percui essesonodescrittesoltantodagrandezzeclassiche,
nonostantesi tratti di un effetto ý²®-�.�'¬� )­�¬? &�w³ ! Si può trovare una chiaradiscussionedi
questopuntoin: L. O’RaifeartaighandA. Wipf, Found.Phys.18, 307(1987).
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chevogliamoaffrontare. È infatti necessario�������#�%��
"
 la nostraprospettiva,
rendendocicontocheesistono�$���h�����%� insiemidi camminidi Feynman ��
*��
��
�������!"!����%� , peraltrotutti 
�=�����,-���&
��	�%� dal puntodi vista quantistico.Ciò risulta
evidentedaunariformulazionedell’integraledi Feynmancheoradescriviamo
(questorisultatoè riportatoqui perla primavolta � � ).

Consideriamola formulazionedi Hamilton-Jacobidellameccanicaclas-
sica,nel casodellaparticella� descrittadall’azione(2.33).Comeèbennoto,
l’equazionedi Hamilton-Jacobicorrispondentehala forma

YY	Z t S%U6\ Z V6c fa-b I YY U l
t S%Ue\ Z Vx^Ä� l S%Ue\ Z V

K ` c��BS%U6\ Z Vh]zy � S a ��� y<V

Supponiamoora di conoscereun (arbitrario) integrale ����
��%� �"( �&��
"
 t S%U6\ Z V
dell’eq.(2.50) � } . La corrispondentetraiettoriadinamicaclassicanellospazio
delleconfigurazionìe datadall’equazione� ` i � �

rr Z'Å l S Z Vh] fb I YY U l
t S%Ue\ Z VÌ^Ä� l S%Ue\ Z V

K ¤¤¤¤ ~ í × ï#n0ò
� S a ��� f-V

Indichiamocon Å S Z s U ì \ Z ì s s t S9��Vwv�V la soluzionedell’equazione(2.51) �"( �	�%
 ( �Æ��&��� � da
t S%Ue\ Z V e corrispondentealla condizioneiniziale Å S Z ì VH] U ì . 45�$��� � �.��1
��	��
 Å S Z s U ì \ Z ìRs s t S²��V«v�V è la traiettoriadinamicanello spaziodelle configu-

razionideterminatadaidati iniziali Å S Z ì Vh] U ì , � S Z ì Vx] SRÇ t V�S%U ì \ Z ì V .
Nonèdifficile dimostrare�9� chevalela seguenterappresentazione���)��
*
1������%��,-� del propagatorequantistico

50 M. Roncadelli, �x�«àuÆo�.¬)¿�þ��'¬��?¤.¥ �*¢3�Þ��Ç�¥��«­9�«�'¬$�.¬� �³.� ³ ½J¬)¿'�:áo®-�.�'¬�®E¦_�F� �w¿-�.�' ����*¢Æ�¥0³«Ç-��¤��.¬$³.¥ , Pavia preprint(1991)(in corsodi pubblicazione).

51 Esisteun metodoalternativo (dovuto a Jacobi)perottenerela traiettoriadinamicaclassica
nellaformulazionedi Hamilton-Jacobi(vedasiades.:H. Goldstein,�F�������.�' ����F¾	¢��.­w­� ����
(Zanichelli,Bologna,1971)). Essoha il vantaggiodi ��³.� coinvolgerel’eq. (2.51),ma il
suosvantaggioè di richiederela conoscenzadi un integrale �w³.¦ÌÇ�¢|�«¬$³ dell’equazionedi
Hamilton-Jacobi.Spessocapitadi conosceresoloun integrale Ç-�.¥w¬� ��w³*¢��.¥ � dell’eq. (2.50),
cosicch́e ­«³*¢ ¬��.�-¬�³ il metodoespostonel testopuò venirusato.

52 Si vedaad es.: V. Arnold, �F�«¬�³�¡. h�â�.¬��²¦¯�.¬? &�9 5¡��²¢)¢����F�������.�' ���� ¾	¢��.­w­� ���� (Editori
Riuniti, Roma,1988).

53 Si ricordi quantoosservatonellanota48.

54 Si vedala nota50.
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Í%U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì Ï
]�i/ï)l$p -X ò*È ¾ ï ~ ðñð i n ðñð ò k ¾ ï ~ ð i n ð òÊÉ ÚË� UDS Z V9Ð�S%U ì�ì ^ÜUDS Z ì�ì V�V9Ð�S%U ì ^ UDS Z ì V�VÌ exp Í¯S W � -X V�S b � a V n ðñðÚ

n ð
r Z C uU l S Z VD^ fb � YY U l

t S%Ue\ Z Vx^l� l S%Ue\ Z V � ¤¤¤ ~ í ~ ï#n0ò
E `ÏÎ

S a ��� a V
essendo

t S%Ue\ Z V un’ ��
 � ���%
���
*�0� soluzionedell’equazionedi Hamilton-Jacobi
(2.50) ��� . Ovviamenteil secondomembrodell’eq. (2.52) è (globalmente)���+2����	
*�+2�
*�	��
 dallasceltadi

t S0Ue\ Z V . Ora,datocheesistono�����L�	����
 soluzioni
dell’eq. (2.50), vi sono �����L�	����
 espressioniesplicite del propagatoredate
dall’eq. (2.52) – in ognunadi essecontribuiscono � ( � ( cammini che sod-
disfanol’eq. (2.42),mal’insiemedi tali cammini 2����	
*�+2�
 da

t S%Ue\ Z V , percui
ve ne sono �$���h�����%� . Siamocos̀ı giunti alla conclusionecheesistono�$���L���%�%�
insiemi di cammini di Feynman �<
���
*
����#��!"!��/�%� – quelli cioè che contribui-
scono 
%G�
��0�%�$,'���1
��	��
 nell’eq. (2.52)– ognuno ��( �	�%
 ( �$�&��� ( da unasoluzionet S%Ue\ Z V dell’equazionedi Hamilton-Jacobiperil problemaclassicocorrispon-
dente� � ! Osserviamoinfinechefra le eq.(2.51)e(2.52)sussisteunanotevole
somiglianza:ciò induceasospettarechevi siadavverounqualchelegamefra
i camminidi Feynman�<
���
*
�������!"!����%� ele traiettoriedinamicheclassiche(nello
spaziodelleconfigurazioni)...�

3. Analogie fra meccanicaquantistica e processistocastici

3.1 – Notevoli analogieM*( 
*�8���#� sussistonofra la meccanicaquantistica
e la teoriadei processistocasticiclassici. Questesomiglianze– scopertefin
dalle origini della teoriaquantistica� Ó – possonoessereinterpretatein 2��	


55 Coerentementecon quantoaffermatonella nota48, nondovremmoporci alcunproblema
riguardoai limiti di validità dell’eq. (2.52). Ci sembraper̀o doverosoosservare quanto
segue. È noto (si vedaad es.: R. CourantandD. Hilbert, �F�«¬&¿-³�¡.­J³ ½¨�â�.¬)¿'�«¦¨�.¬� ����*¢Æ	¿�ª�­w &�9­ (vol. II) (Interscience,New York, 1962)) che una ¤��«�/�«¥« ���� soluzione � ( ç�è0é )
dell’equazionedi Hamilton-Jacobìe regolaresoltantosu un intervallo di tempo g	�- )¬$³ÑÐ
(ciò riflette l’esistenzadi Ç�®E�-¬? �½«³��w�*¢   nello spaziodelleconfigurazioni).Di conseguenza
la rappresentazione(2.52)valesolonell’ipotesi ê é�cYc>d�éfc0ê.Ò±Ð . Ciò ��³.� è per̀o unavera
limitazione. Infatti – unavolta che ¸&ç cYc è0é cYc ê ç c è0é c ¹ sia statocalcolatousandol’eq. (2.52)
per ê é cYc dAé c ê>Ò±Ð – essopuò venireestesoin modobanalea tempi �.¥{�9 #¬?¥0�.¥«  graziealla
propriet̀a di convoluzione(3.4).

56 L’equivalenzaquantisticadi insiemi diversi di camminidi Feynman ¤��«�/�«¥ �*¢  |À�À"�.¬�  segue
dal fattocheil secondomembrodell’eq.(2.52) ��³.� dipendedaqualeparticolaresoluzione� ( ç�è0é ) vengascelta.

57 È statoSchr̈odingera discutereperprimo tali analogie:E. Schr̈odinger, Berl. Sitzber144
(1931);Ann. Inst. H. Poincar̀e2, 269(1932).Si vedaanche:R. Fürth,Zeit. Phys.81, 143
(1933). Va dettotuttavia cheil puntodi vistadi Schr̈odingerè ¡. )¼.�«¥«­«³ daquelloesposto
nel presenteQuaderno,ed è statosviluppatorecentementein: J. C. Zambrini,Phys. Rev.
A 33, 1532(1986).
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modi 2��$�.�%���	�%� , a secondadell’importanzachesi vuoleattribuire al concettodi������� 
"!�!�� di probabilit̀a. È infatti bennoto che in meccanicaquantisticale
probabilit̀a nascono��
*���;
"
 comemoduloquadratodi unacerta ������� 
"!"!�� .

Sesidecidedi �&��� ( 
9��
"
 il giocodelleampiezzeesi fissal’attenzionesulle
distribuzioni di ��
 (<� � � ���#����Ò� , alcuneanalogiestrutturalisuggerisconodi inter-
pretarela teoriaquantisticacomeunparticolaremodellodi processostocastico
classico� ë . Effettivamente,̀e possibileriformularela meccanicaquantistica
in termini di concettiprobabilisticiclassici– ciò è statofattooriginariamente
da Fényes ��ú nel 1952e successivamente,in modopiù completoe rigoroso,
daNelson � � nel 1966. Per̀o, datochequestoapproccio� ( � è di 2��$
"
��0� � ril-
evanzaperl’integraledi Feynman,preferiamorimandareil lettoreinteressato
alla bibliografia.

A differenzadell’atteggiamentoprecedente– che di fatto “forza” una
fisica � ( � classicaentro un formalismo classico– si possonoconsiderare
le ������� 
"!"!E
 come ��
����+2<
�!"!�
 M*( �+2/���1
*�	� ����� . Risulta allora che la struttura
concettualedellameccanicaquantisticàe � ( �)� ( �������$��
 –anchese � ( � identica
– a quelladella teoriadei processistocasticimarkoviani �*} classici. Comesi
vedr̀a leggendol’articolo di Feynman,èproprioquestosecondopuntodi vista
chegli è statodi guidanel formularela dinamicaquantisticacome“ � ( ���8��.��� � �������$��� ”.

Quantoappenaosservatopuò venireschematizzatodicendochele ���½��;�0
�!"!E
 di probabilit̀a =������	�%�?�*�%� � P 
 soddisfanoregoleformaliquasi� ` �02<
*�+�%� � P 

a quelle che valgono per le ��
 (<� � � ���#����Ò� relative ad un processostocastico
markoviano � �&�'����� �"( ��� . Al fine di sottolinearequestofatto fondamentale
scriviamosimbolicamente

Ö�Ó © ü û üÕÔ � Ô 
×ÖûØ � û tÙt Ô Ø ÷ t Ú � ûÜÛ Ö�Ô tÕÝÜÝJtÞÕß û � 
 Ô t 
 Ô Ø ÷ t \ S {�� fEVØ û � Ø ©â�j© Ø � û tÙt Ô Ø ©à t �h� t Ö�Ó © ü û üÕÔ � Ô 
 Öû á Ø û � Ø ©â�j© ÞÕß û � 
 Ô t 
 Ô Ø ©à t �h� t ûÜÛ ÖâÔ t�Ý�ÝJt � S {�� a V
58 Questomodello è per̀o ¥ ��¡. ����*¢ ¦C�«�'¬��F¡. )¼.�«¥«­«³ da quelli usati nelle applicazionifisiche

ordinarie, come ad es. in connessionecon il moto browniano macroscopico. Inoltre,
quandosi consideranocorrelazionia tempi ¡. )¼.�«¥«­�  , è necessariointrodurreil concettodi
“ �w³*¢)¢��.­�­«³8¡��²¢)¢��Q½�®E��À9 �³.���â¡�´ ³.��¡�� ”. Si veda: Ph. Blanchard,S. Golin andM. Serva,
Phys.Rev. D 34, 3732(1986).

59 I. Fényes,Zeit. Phys.132, 81 (1952).
60 E. Nelson,Phys.Rev. 150, 1079(1966).
61 Questiprocessiverrannoconsideratinel paragrafo3.3.
62 L’unicadifferenzastanellacondizionedi normalizzazione.
63 Naturalmenteleampiezzequantistichesonoquantit̀a ��³.¦ÌÇ�¢|�«­w­²� , mentreleprobabilit̀asono

grandezze¥�� �*¢   e ��³.�â�/�?¤��.¬? #¼*� .
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Passiamooraadillustrarein dettaglioquesteaffermazioni.

3.2 – È bennotochein meccanicaquantistical’evoluzionetemporalèe
descritta�"( ������
�� ���1
*�	��
 da 2��	
 grandezze� � :

i) M ����!*� ( ��
Â2äã ( �+2/�1�����&!��%���&
 [ S%U6\ Z � V ;
ii) �����;�0
�!"!��T2��h�%
����@�.�&!�� ( ��
 Ô �;
 ( �@�E�/�/� ( 
"
«ÕCÍ%U6\ Z�Î U � \ Z � Ï .

Sappiamoinfatti chela funzioned’ondaadun qualunquetempo Z è data
dallarelazione

[ S%U6\ Z V5]
Ù �Ú

k �
r U � Í%U6\ Z�Î U � \ Z � Ï [ S0U � \ Z � V � S {��|{ V

Inoltre il propagatoresoddisfa la cosiddetta��
 ( �;
*�0
���Ò�12��x��
����)��
.�E�<� (

Í%U6\ Z�Î U�ì0\ Z ì Ï ]
Ù �Ú

k �
r U � Í%Ue\ Z�Î U � \ Z �EÏ Í%U � \ Z � Î U�ì0\ Z ì Ï S {���� V

chesi ottieneimmediatamentefacendousodellarelazionedi completezza

Ù �Ú
k �

r U � Î U � \ Z �EÏ Í0U � \ Z � Î ]óf � S {���� V

Abbiamogià ricordatoche in meccanicaquantisticale probabilit̀a appaiono
semprecomeil moduloquadratodi unaampiezza,pertantola 2<
��@���%��Ò�12����;
 ( �� � � �$�#����Ò� Ö × S%U6\ Z V e la �;
 (�� � � �����%��Ò� 2��5�%
����@�.�&!�� ( ��
 Ö × S%Ue\ Z�Î U ì \ Z ì V¨=������	�%�$�.�%� � P 

sonodefinitecome

ÖÌ× S0Ue\ Z VLg Î [ S0Ue\ Z V Î ` \ S {��|Ñ V
Öx× S%U6\ Z�Î U�ì0\ Z ì$VLg Î Í0Ue\ Z�Î U+ì0\ Z ì Ï Î ` � S {���Ø V

A questopuntoè immediatoverificarechele eq.(3.3)e (3.4) implicano

64 Unataleschematizzazionèemoltoconvenienteperch́e la funzioned’ondainizialespecifica
il particolarestatodel sistema )��¡.  Ç-�«��¡��«�'¬��«¦C�«�'¬�� dai campidi forzapresenti,mentreil
propagatorecontienel’informazionesull’effettiva dinamicachesi considera, )��¡.  Ç'�«��¡��«��ß¬��«¦C�«�'¬�� dallostatoiniziale.
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Öx× S%Ue\ Z V } p ` k Ù �Ú
k �

r U � ÖÌ× S0Ue\ Z�Î U � \ Z � V } p ` Öx× S%U � \ Z � V } p ` \ S {��|Û V

Öx× S%Ue\ Z�Î U+ì0\ Z ì$V } p ` k Ù �Ú
k �

r U � Öx× S%Ue\ Z�Î U � \ Z � V } p ` ÖÌ× S0U � \ Z � Î U+ì \ Z ì$V } p ` � S {��|Ý V

È molto importantetenerepresenteche le eq. (3.3), (3.4) – e quindi anche
le (3.8) e (3.9) – valgono � ( � ( sotto un’implicita assunzione: � ( �j,E�0
���

0G�
��0�%���/� � ��� � ���+� ���?�.��
9�-!*� ( ��
 . Seinveceunamisurazionevenisseeseguita
al tempoZ � , le eq.(3.8)e (3.9)verrebberosostituitedalleseguenti � �

Öx× S%U6\ Z Vh]
Ù �Ú

k �
r U � Öx× S%Ue\ Z�Î U � \ Z � V Öx× S%U � \ Z � V.\ S {�� f�y<V

ÖÌ× S0Ue\ Z�Î U+ì \ Z ì$VL]
Ù �Ú

k �
r U � Öx× S%Ue\ Z�Î U � \ Z � V ÖÌ× S0U � \ Z � Î U+ì \ Z ì$V � S {�� f�f-V

3.3 – Consideriamoora un �;
 (E� 
*�"� ( �.� (E� ���.�%� �"( � �&�'����� �"( , che è essen-
zialmenteuna ,-��
*�%� � ���&
T����
��/� ( 
*�0�Ü2��|��
*��2<
*�+��
32/���5��
*��� (Hå S Z VQ�"� . Secondo
Kolmogorov, unadescrizione�"( ������
�� � (in sensoprobabilistico)di tale pro-
cessopuò essereottenutadiscretizzandoil tempoin un numeroarbitrariodi
istanti Z l ( Z } � Z ` � ����� ) e specificandole 2�
*�@�.����Ò��2��e��
 (<� � � �$�#����Ò� �"( �<�������	��
Ö � S%U � \ Z � s U � k } \ Z � k } s ����� s U } \ Z } V � Ó . Questegrandezzesonodefinitein modo
talechesi abbia(conovvio significatodei simboli)

65 Questopuntoè discussoin dettaglionell’articolo tradotto.
66 Si vedanoal propositoi testicitati nellabibliografia. Ci limitiamo qui a ricordarecheuna¼��.¥« ����² &¢|�h�*¢|���.¬$³.¥w �� èspecificatadall’  )�-­w ?�«¦C�h¡��« @­w®-³. �Ç-³.­�­� ��² &¢  @¼��*¢�³.¥« 3æ?­$ÇE��À² �³J���.¦¯ßÇ� �³.�/�fç e dauna ¡. )­w¬�¥w ��²®�À² �³.�/�¨¡. �Ç�¥ ³������² &¢  )¬�Ê� definitasullo spaziocampione;essadeve

essereunafunzionerealenonnegativaenormalizzata.Sottolineiamochela visualizzazione
di unadistribuzionedi probabilit̀a medianteun’ �«�'­9�«¦��9¢|� è unapraticacomunein fisica,
bench́e ��³.� siaaffattonecessariain lineadi principio.

67 Nel seguito ometteremoper semplicit̀a l’attributo ¡��«�'­� )¬�Ê� . Invitiamo per̀o il lettore a
tener ­²�«¦ÌÇ�¥�� presentecheogniqualvoltaparleremodi “ Ç�¥ ³������9 )¢  )¬�Ê� ” intenderemo­²�²¦DÇ�¥��°?¡��«�'­� )¬�Ê�H¡. <Ç�¥0³��w���² &¢  )¬�Ê��º (si ricordi quantoosservatonellanota7).



38 ��¡.¢Q£ n U � � å S Z � V � U � c r U � s ����� s U } � å S Z } V � U } c r U } p gÖ � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } V r U � ����� r U } � S {�� f a V
In linea di principio è necessarioconosceretutte le

Ö � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } V
(per ø arbitrario)al fine di avereunacaratterizzazionecompletadel processo.
È inoltre chiaro che le

Ö � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } V devono soddisfare le seguenti
condizioni( ���"��� ( ���§2��äè ( �#� ( � ( 
 ( , ) ��ë :

i)
Ö � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } VOé y@\Mê ø ;

ii)

Ù �ë
k � r U � Ö � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } VL] Ö � k } S%U � k } \ Z � k } s ����� s U } \ Z } V ;

iii)

Ù �ë
k � r U Ö S%U6\ Z Vx] f .
Un concettomolto importanteè quello di 2�
*�@�.����Ò�u2��L��
 (<� � � �$�#����Ò� �"( ���2��&!�� ( �+��� � . Supponiamoadesempiochei valori assuntidal processoå S Z V ai

tempi Z } \������E\ Z # , S Z } � ����� � Z # V sianonoti con � 
*
���
"!�!�� . Siamoallora
portatiaconsiderarela seguenteprobabilit̀a��¡.¢Q£ n U � � å S Z � V � U � c r U � s ����� s U # Ù } � å S Z # Ù } V � U # Ù } c r U # Ù } Îå S Z # VL] U # s ����� s å S Z } VL] U } p gÖ S%U � \ Z � s ����� s U # Ù } \ Z # Ù } Î U # \ Z # s ����� s U } \ Z } V r U � ����� r U # Ù } � S {�� f { V
La quantit̀a

Ö S%U � \ Z � s ����� s U # Ù } \ Z # Ù } Î U # \ Z # s ����� s U } \ Z } VhS Z } � ����� � Z # �Z # Ù } � ����� � Z � V definitain tal modoè dettaappuntodensit̀a di probabilit̀a
condizionata� ú . È molto facile convincersichefra le densit̀a di probabilit̀a
condizionateecongiuntesussistela relazioneÓ �

Ö � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } VL] Ö S%U � \ Z � s ����� s U # Ù } \ Z # Ù } Î U # \ Z # s ����� s U } \ Z } V.�Ö # S%U # \ Z # s ����� s U } \ Z } V � S {�� f � V
68 Alcuni autori includonol’ulteriore condizione: å,ì ( ç.ì@è%é�ì ; �$�M� ; ç 1 è%é 1) noncambiascam-

biandofra loro duequalsiasicoppie( ç.í�è0é�í ), ( ç"î�è%éÊî ) (1 ·�ï èñð ·�ò ). Essaè per̀o notevol-
menterestrittiva, in quantoformalizzail concettodi  )�'¼��.¥w ��.��À��J­²³.¬�¬$³J )�-¼*�«¥w­w �³.���Q¬��«¦¯ßÇE³.¥ �*¢|�Üæ$¥��«¼.�«¥«­� ��² &¢  )¬�Ê�{ç perun processostocastico.Si vedaades.: M. Kac andJ. Logan,©	¢ ®'�²¬�®-�.¬? &³.�'­ , in ±'¬�®'¡. ��²­6 )�H±'¬$�.¬� )­�¬� ��w�*¢��F� �w¿-�.�' ��²­ , vol. VII, ed. by E.W. Montrol and
J. L. Lebovitz (North-Holland,Amsterdam,1979). Si noti che– in virtù dell’eq. (1.14)–å æ ( ç�è0é9ê ç c è�é c ) definitadall’eq. (3.7)soddisfa quest’ultimacondizione,in accordocol fatto
chel’evoluzionequantisticàe temporalmente¥��«¼*�«¥w­w ��² &¢|� .

69 Si assumecioè la condizionechesi abbiaconcertezzaó ( é 1) = ç 1 èM�$�{�9èôó ( é�õ ) = çQõ .
70 Essàe notacome ¥��?¤�³*¢���¡. e¥e�.ª��«­ .
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Unaclasseparticolarmenteimportantedi processistocasticìe quelladei �;
 ( �� 
.�����¯2�� N ��
÷ö ( , , caratterizzatidal fattochela genericaprobabilit̀a condizio-
nata

Ö S0U � \ Z � s ����� s U # Ù } \ Z # Ù } Î U # \ Z # s ����� s U } \ Z } V è ���+2����	
*�+2�
*�	��
 dalleva-
riabili U } \ Z } s ����� s U # k } \ Z # k } , mentre 2����	
*�+2�
 da U # \ Z # Ó } . Possiamodire
in modopiù intuitivo chesecondolapropriet̀adi Markov “ il futurodipendedal
passato� ( � ( attraversoil presente”,cioè il presentedetermina�"( ������
�� ���1
��	��

il futuro, �$�+2����	
*�+2�
*�	��
��1
*�	��
 daquantoè avvenutonel passato.̀E facileren-
dersicontocheperun processomarkoviano l’infinita gerarchiadelledensit̀a
di probabilit̀acongiunte

Ö � S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } V è ��( ������
�� ���1
*�	��
 determinata
da 2���
 solegrandezze:

i) 2<
��@���%��Ò� 2��o��
 (<� � � ���#����Ò�1�����&!��%���&
 Ö S%Ue\ Z � V ;
ii) ��
 (�� � � �$�#�%��Ò�T2��h�%
����@�.�&!�� ( ��
 Ö S0Ue\ Z�Î U � \ Z � V , ( Z � k Z ).

Essesonoconnessedallarelazione

Ö S%U6\ Z Vx]
Ù �Ú

k �
r U � Ö S%U6\ Z�Î U � \ Z � V Ö S%U � \ Z � V � S {�� f � V

Infatti abbiamo

Ö S%Ue\ Z Vx]
Ù �Ú

k �
r U � Ö ` S%U6\ Z s U � \ Z � VL]

Ù �Ú
k �

r U � Ö S%U6\ Z�Î U � \ Z � V Ö S0U � \ Z � V � S {�� f Ñ V

Si può ulteriormentemostrarechela propriet̀adi Markov implica la cosiddetta
"=����E!�� ( ��
�2��[ø P �.�;�8�����Rè ( �#� ( � ( 
 ( , Ó `

Ö S0Ue\ Z�Î U ì \ Z ì Vx]
Ù �Ú

k �
r U � Ö S%U6\ Z�Î U � \ Z � V Ö S%U � \ Z � Î U ì \ Z ì V.\ S {�� f Ø V

in cui si supponeZ ì k Z � k Z . Nel seguito, useremol’abbreviazionePSMC
(�;
 (�� 
*�"� ( �.� (E� �'�*�%� ��( �8��
÷ö ( ,��0��� (1� �)���"��� �"( ).

3.4 – È ora chiarocheesisteun’analogiamolto strettafra le eq. (3.3),
(3.4) da un lato, e le eq. (3.15), (3.17) dall’altro – si può infatti passareda

71 Seessanondipendesseneppureda ç õ è0é õ si avrebbeun Ç�¥ ³��w�«­w­«³�¡. ¦¥6�²¥w��³.®E¢)¢   .
72 Si vedaun qualunquetestodi processistocasticicitatonellabibliografia.
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questea quellemediantela sostituzione(3.1), cheassumepertantola forma
più specifica

Ö S%U6\ Z V Ú � [ S%Ue\ Z V.\ S {�� f Û VÖ S%Ue\ Z�Î U+ì \ Z ì$V Ú � Í%Ue\ Z�Î U+ì�\ Z ì Ï � S {�� f Ý V
Ma c’è di più! Se � ( � ����
0G�
��0�%��� alcunamisurazione,le probabilit̀a quan-
tistichesoddisfanole eq.(3.8), (3.9)che 2�� G�
*
*�$� �"( � ( dalleformuleclassiche
(3.15), (3.17): il manifestarsidi tale comportamento� ( � � �&�'����� �"( sta alla
basedel famoso“ �'����
��0� (�( �+2����)�/� ( 
*� ( 2�
*���)�Ü�8����
*
*�0� ”. Se invece ����
%G�
��f��%��� unamisurazioneal tempo Z � , le probabilit̀a quantisticheubbidisconoalle
eq.(3.10),(3.11),chemanifestamente��( ��� � �02 ( � ( con le corrispondentifor-
muleclassiche(3.15),(3.17): in questosecondocasola materiasi comporta
comeci si attenderebbein fisicaclassica,valeadire“ ��� � ( 2 (8�"( 
w�;�<� �"( �)��
�
 ”.
L’analisidell’esperimentodi diffrazionedadoppiafendituradatadaFeynman
nell’articolo tradottoillustraquesticoncettiin modoestremamentechiaro Ó � .

Notiamo a questopunto che l’analogia schematizzatadalle eq. (3.1),
(3.2) è �9GJ�/�0� ( �<
*�;
*
�����
 , in quanto� ( � è statafattaalcunaipotesisullaforma
*� �;��� � �%� � dell’hamiltoniana.

3.5 – ùD�)��
*
*� ( 
"
 conseguenzadelle eq. (3.1) e (3.2) è chesi deve avere
una � ( ���)�����0����!�� M�( 
*�8����
 fra le varie descrizionidi un PSMCe le possibili
formulazioni della meccanicaquantisticaÓ � . Se questofatto fondamentale
fossestatoapprezzatoappienofin dai primi tempi della teoria quantistica,
la scopertadell’integraledi Feynmansarebbepotutaavvenirevent’anniprima
(questopuntoverr̀adiscussonelparagrafo3.10)! Cosaancorpiù sorprendente,
una ��� ( ,-� formulazionedellameccanicaquantisticaemergespontaneamente
– proprio in virtù delleeq.(3.1)e (3.2)– dalladescrizionedi Langevin di un
PSMC(questoargomentosar̀a trattatonel capitolo5).

3.6 – Considereremo(d’ora in poi) ungenericoPSMCnello ���@�E!�� ( 2<
��$��
��( ���D����
��E!*� ( �	� (tridimensionale) Ó � . Esso è caratterizzatodalla �"( �.� ���	��

73 È importanteosservarecheil puntodi vista qui adottatosuggeriscein modo ���.¬�®�¥ �*¢|� di

interpretarela meccanicaquantisticacomeuna ¬���³.¥w ��Â��³.���9¢��.­�­w ����A¡��²¢)¢|�§Ç�¥ ³��w���² &¢  #¬EÊ� .
Si vedequindi in modo esplicito che anchele probabilit̀a – comegià la geometriacon
RiemannedEinstein– nonsonoverità �6Ç�¥« �³.¥w  , ma ¡.  Ç-�«��¡�³.��³ dallaspecifica­w #¬?®-��À² �³.�/�g	­� ���� chesi considera.Corrispondentementeil famosodualismoonda-particellaappare
“sbilanciato”: ades. un elettroneè ­9�«¦ÌÇ�¥ � unaparticella,mentrel’aspettoondulatorioè
unasempliceconseguenzadel fattochele probabilit̀a ��³.� soddisfanoil calcolo �9¢��.­w­� ���³ .

74 Naturalmenteciò ��³.� significachenonpossanoesistereformulazionidellateoriaquantistica­²�²��À"� unanalogoperi processistocasticiclassici.
75 L’esempiofisico più notodi questotipo di processistocasticìe il motobrownianomacro-

scopiconell’ �«Ç�Ç�¥ ³.­w­� )¦¨��À² �³.�/�C¡. oã� )�-­w¬��« )��ß?±'¦¨³*¢ ®-�«¿-³.à	­0¶.  , checorrispondeal casodi¤.¥ �.��¡��Ì�.¬�¬�¥« )¬$³ . Si vedaatalepropositoades.:N. G.VanKampen,±'¬$³��w¿-�.­w¬� ��6Æ+¥ ³��«�«­�­9�«­ )�âÆ	¿�ª�­w ��²­5�.��¡�¾@¿'�«¦Q #­w¬�¥«ª (North-Holland,Amsterdam,1981).
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2��â2�� G¨����� ( ��
 à
che descrive l’effetto delle ³Q�@�0�%�@�-!*� ( ��� , mentrela “ 2�
*� M � ”RTS%U6\ Z V descrivegli effetti 2�
���
*
*�������$�.�%� � � di campidi forzaeventualmentepre-

senti.Supponiamoinoltrechele particellecherealizzanoil processopossano
venir 
*�1
.����
 e ���"� ( 
 � �%��
 dall’ambiente:ciò è specificatodalla“ öE���$�#�$���3
�����
 ”
§

S%Ue\ Z V , cheesprimela �;
 (�� � � �����%��Ò� 2��h���"� ( 
 � ���1
*�	� ( ��
�
������%��Ò� 2��h��
���� ( Ó � .
È fondamentalenotarechegli effetti rappresentatida

à
, RTS U6\ Z V e

§
S U6\ Z V� ( � interferisconofra loro,percuinepossiamotenerecontoin modo �/2<2��%�%�$, ( .

Possiamocioè analizzareil PSMCin questionesupponendoades. dapprimaà �]jy , R1S0Ue\ Z Vh]jy e

§
S%Ue\ Z V5]jy , poi

à ] y , RTS%Ue\ Z V �] y e

§
S%U6\ Z V5] y ed

infine
à ]jy , RTS%U6\ Z V§]äy e

§
S%U6\ Z V �]äy . La “sovrapposizione”di questetre

situazionifisichefornisceallorala rappresentazionedelPSMCoriginario.

3.7 – La descrizione“standard”di unPSMCèbasatasull’equazionedif-
ferenzialelinearedi Fokker-Planck Ó�Ó perla densit̀a di probabilit̀a

Ö S0Ue\ Z V . Si
noti chela probabilit̀adi transizione

Ö S0Ue\ Z�Î U � \ Z � V nonèaltrocheil ��
 ( �@���<�Q�� ( 
"
 di taleequazione,in virtù dell’eq.(3.15).
Nel casoconsiderato,l’equazionedi Fokker-Planckassumela forma

YY�Z Ö S%Ue\ Z Vx] à Y `
Y U ` Ö S%U6\ Z V<^ YY U l s R l S%U6\ Z V Ö S%Ue\ Z Vwv�^

§
S%Ue\ Z V Ö S%Ue\ Z V � S {�� a y<Vø ( � � 
��0�%�����#�1
*�	��
 , il ruolo di questaequazionèe chiarito dal fatto che

à
,Ö S Ue\ Z V e

§
S Ue\ Z V possonovenir definite in termini di

Ö S Ue\ Z�Î U � \ Z � VCÓ ë . Allora
l’equazionedi Fokker-Planckapparecomeun’espressione2�� G�
�
�
���!*�0����
 (ap-
prossimata)dell’equazionedi Chapman-Kolmogorov (3.17).

Discutiamoorail �.�)����� � � �/� ( �x��� �"( dell’eq. (3.20).
Sfruttandol’osservazionefattanel paragrafo3.6, cominciamocol con-

siderareil casolimite in cui le fluttuazioni abbianoun ruolo trascurabile–
ciò consentedi porre

à ] y (almenoin prima approssimazione).̀E anche
convenientesupporremomentaneamentechenonsi abbiaemissioneo assor-
bimentodi particelleda partedell’ambiente,per cui poniamo

§
S%Ue\ Z VÂ] y .

Corrispondentementel’eq. (3.20)diventa

YY	Z Ö S%Ue\ Z VL]_^ YY U l s R l S%U6\ Z V Ö S%Ue\ Z Vwv � S {�� a f-V
76 Ci sembraabbastanzastranocheeffetti di quest’ultimotipo venganospessoignoratinella

letteratura. Un’eccezionèe: F. W. Wiegel, þ��'¬�¥ ³�¡.®'�²¬� �³.� ¬$³:Æo�.¬)¿�þ��'¬��?¤.¥ �*¢;�F�«¬&¿-³�¡.­ )�ÂÆ�¿�ª.­� ��²­Q�.��¡�Æo³*¢ ª.¦¨�²¥5±��² ?�«���w� (World Scientific,Singapore,1986). Comerisulter̀a
evidente,̀einvecemoltoconvenienteconsiderarequestieffetti discutendoleanalogieformali
conla meccanicaquantistica.

77 A. D. Fokker, Ann. Phys.43, 810(1914);M. Planck,Sitzber. Preuss.Akad. Wissens.324
(1917).

78 Perunatrattazionemolto chiaradi questopuntosi veda: C. W. Gardiner, úÌ�.��¡��w³�³"¶F³ ½±'¬$³��w¿-�.­w¬� ��§�F�«¬)¿-³�¡.­ (Springer, Berlin, 1983).
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Questorisultatoèin perfettoaccordoconl’intuizionefisica: datocheil numero
di particelle è costante,le probabilit̀a si conservano, per cui la densit̀a di
probabilit̀a deve soddisfareun’equazionedi continuit̀a. Ora, all’eq. (3.21) è
associatal’equazione

rr Z Å l S Z Vx]jR l S Å S Z V.\ Z V � S {�� a�a V
Poich́edi fattol’eq. (3.22)seguedall’eq.(3.21)ponendo

Ö S%Ue\ Z VL]zÐ�S%UT^ Å S Z V�V S {�� a { V
èevidentecheentrambedescrivonola �.��
.���*� evoluzionetemporaledovutaagli
effetti deterministiciÓ ú (i soli orapresenti!).Arriviamocos̀ı alla conclusione
chele soluzioniÅ S Z V dell’eq.(3.22)descrivonole �%
���� 
��0� ( 
*�0
}�x�.� � P 
 delPSMC
considerato��
��$�$ã �.�/�;
 ( �"�.�$�8�-!*� ( ��
 à ]�y , R1S0Ue\ Z V �]zy e

§
S%Ue\ Z VL]�y .

Se � ( � avessimosuppostolacostanzadelnumerodelleparticelle,alposto
dell’eq. (3.21)avremmoottenutodall’eq. (3.20)

YY	Z Ö S%U6\ Z Vh]_^ YY U l s R l S0Ue\ Z V Ö S%U6\ Z V«v	^
§

S%U6\ Z V Ö S%Ue\ Z V � S {�� a � V
Vediamoquindi cheil termineaggiuntivo nell’eq. (3.24) tienecontoproprio
del fattochele probabilit̀a in realt̀a nonsi conservano,a causadei processidi
emissioneedi assorbimento(si noti checiò è in accordoconl’interpretazione
di

§
S0Ue\ Z V comeprobabilit̀adi assorbimentoperunitàdi tempo).Naturalmente

le �%
���� 
��0� ( 
*�0
:�x�.� � P 
 restanole �.��
*�"��
 di prima– cambia� ( � ( la distribuzione
di probabilit̀a: sipuò infattidimostrarecheoral’eq. (3.22)seguedall’eq.(3.24)
ponendo

Ö S%Ue\ Z Vx]�Ð�S%UT^ Å S Z V�V exp VW X ^ nÚ
nfû r Z ì

§
S Å S Z ì&V*\ Z ì$V Z \] � S {�� a � V

Abbiamocos̀ı chiarito il significatodel secondoe terzoterminenel secondo
membrodell’eq.(3.20).

79 Non c’è da stupirsi che un’evoluzionetemporaledeterministicasia descrittada unadis-
tribuzionedi probabilit̀a: ciò significa semplicementeche lo stato iniziale ��³.� è noto
esattamente.
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Qual’èil significatodelprimotermine?Consideriamoadessoil casolimi-
teopposto,in cui le fluttuazioniabbianounruolopredominante– supporremo
pertanto

à �]zy , R1S%Ue\ Z VL] y e

§
S%U6\ Z Vh]zy . Quindi l’eq. (3.20)diventa

YY	Z Ö S%U6\ Z Vx] à Y `
Y U ` Ö S%Ue\ Z V � S {�� a Ñ V

Questaè la ben nota “equazionedel calore”, che descrive un ��
 (E� 
.��� ( 2��ü �0
���
*
 , cioèunPSMCdefinitodallaseguenteprobabilit̀a di transizione

Ö S%U6\ Z�Î U � \ Z � VL] fý � & à S Z ^ Z � V exp Í¯^ f� à S%UT^ÜU � V `S Z ^ Z � V
Î � S {�� a Ø V

È dunqueevidentechele fluttuazioniassociateal processostocasticodescritto
dall’eq. (3.20) sonocaratterizzateda unadistribuzione �/���������0���+� di proba-
bilit à ë � i ë�} .

C’è un punto che va ulteriormentechiarito. È naturaleaspettarsiche��� � P 
 nel caso
à �] y , RTS%U6\ Z V �] y e

§
S%Ue\ Z V�]�y la densit̀a di probabilit̀a

debbasoddisfareun’equazionedi continuit̀a, datocheil numerodi particelle
è costante.Ma oral’eq. (3.20)si riducea

YY	Z Ö S%Ue\ Z VL] à Y `
Y U ` Ö S%U6\ Z VD^ YY U l s R l S%U6\ Z V Ö S%U6\ Z Vwv S {�� a Û V

chenonsembraaverela formadi un’equazionedi continuit̀a. È senz’altrovero
chel’eq. (3.28)differiscedall’eq.(3.21),per̀o vatenutopresentecheadessola
situazionèepiù complessa,perch́esi statenendocontoanchedell’effettodelle
fluttuazioni. Procedendoformalmente,notiamoche l’eq. (3.28) può venire
riscrittacome

YY	Z Ö S%U6\ Z Vh]_^ YY U l 7²^ à YY U l
Ö S%U6\ Z Voc�R l S0Ue\ Z V Ö S%U6\ Z V

9
S {�� a Ý V

percui, ponendo

80 È importanteapprezzareil fattochela distribuzionedi probabilit̀a relativa atali fluttuazioni
è  )��¡.  Ç-�²��¡��²�-¬%� dallo statodinamicodel sistemaconsiderato.È per questomotivo che
parleremodi “ þ;®�¬�¬�®'��À² �³.�' ;¡. �½«³.��¡�³ ”. Questoaspettoverr̀a sviluppatonel capitolo5.

81 È ben noto che le distribuzioni ¤��.®�­w­� ��.�/� di probabilit̀a hannoun ruolo preminentein
fisica. Ciò è dovuto essenzialmenteal ¬���³.¥ �²¦¯�:�w�²�-¬?¥0�*¢|�J¡��²¢+¢  #¦Q )¬�� (si vedaades.: A.
Papoulis,Æ�¥0³��w���² &¢  )¬�Ê�.· Á �.¥« ����² &¢  /»Ì¢|� �.¬$³.¥« ?�h�6Æ�¥0³"�w�«­w­� @±'¬$³��w�.­�¬� ��²  (Boringhieri,Torino,
1973)).



44 ß l S%U6\ Z VLgó^ à YY U l ln
Ö S%U6\ Z V*\ S {��|{ y<Vÿ l S%Ue\ Z VLg ß l S%Ue\ Z VÞc�R l S%U6\ Z V S {��|{ f-V

l’eq. (3.29)diventa

YY	Z Ö S%U6\ Z VL]ó^ YY U l s ÿ l S%Ue\ Z V Ö S%Ue\ Z Vwv S {��|{ a V
cheha la forma usualedi un’equazionedi continuit̀a! Pertantol’equazione
di Fokker-Planck(3.28) può effettivamenteesserevista comeun’equazione
di continuit̀a, in cui comparela ,'
�� (E� �%��Ò� 2�� �"( 
*
�
��	��
 ÿ S0Ue\ Z V . Fisicamente
nonvi è proprio nulla di misteriosoin quantoabbiamofatto: la velocit̀a con
cui si muove unaparticellahaun contributo dovuto agli effetti deterministici
(comenel casodell’eq. (3.21)) ����Ò� un contributo dovuto all’ 
%G�
��0� ( �1
�2�� (
delle fluttuazioni. Quest’ultimoè la cosiddetta,�
*� (�� ����Ò� ( �.� ( �%� � � , definita
dall’eq. (3.30) ë ` . Si noti chela validità dell’eq. (3.31)è conseguenzadiretta
dellanoninterferenzafra i duetipi di effetti.

Ci premesottolinearedue aspetticaratteristicidella descrizionedi un
PSMCbasatasull’equazionedi Fokker-Planck.Si tienecontodellefluttuazioni
in modo ���+2��$
"
��0� ( , considerandosolamenteil loro 
%G�
��0� ( �1
�2�� ( su

Ö S%U6\ Z V
e

Ö S%U6\ Z�Î U � \ Z � V . Ulteriormentetale approccio � ( � fa alcunaaffermazione
sulle �%
9���0
��0� ( 
*� 
Ü�x�.� � P 
 di un PSMC.Notiamo infine che quest’ultimopuò
venireschematizzatocomeun’ 
*, ( �#��!�� ( ��
3��
���� ( 
����&
32�
���
*
*�������$�.�%� � � – det-
tatadall’eq. (3.22)– ��
*
��%��
 � �/� � 2/�H³Q���0�%���-!*� ( ���L�/�����"���0���;
82�� M�( ��2 ( (even-
tualmentele particellepossonoessereemesseo assorbitedall’ambiente).

3.8 – Daquantoabbiamovisto èchiarochela formulazionedellamecca-
nicaquantisticabasatasull’equazionedi Schr̈odingerè concettualmentesullo�*��
.��� ( ���0��� ( delladescrizionedi un PSMCbasatasull’equazionedi Fokker-
Planck.Scriviamoquindi simbolicamente

� © Ó Û ß � û Ý Ô ©�� tà Ô�� ©���� t Ó ^ Ö � û � Ø � Ú � � © Ó Û ß � û Ý Ô ©H� tà Ô t:Ø ÷�Ó��© à Ô ��� t Ó �S {��|{�{ V
82 È propriola velocit̀a osmotical’elementocaratteristicodi un Ç�¥ ³��«�«­�­²³J¡. ;¡.  �o®E­� �³.�/� , che

poi nonè altro cheun PSMCcontraiettoriefisichecontinue.Dall’eq. (3.30)seguechela��³.¥«¥��«�'¬��Q³.­�¦¨³.¬� ��w� è 	 ( ç�è0é ) = d�

�Qå ( ç�è0é ). Datochenellatrattazionefenomenologica
di un processodiffusivo macroscopicoå ( ç�è�é ) è proporzionalealla concentrazionedelle
particelleconsiderate,si ritrova un risultatobennotodi fisicaelementare.
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Vi è tuttavia qualcosache va ����2��:��Ò� delle semplicecorrispondenza
schematizzatadall’eq. (3.33). Infatti – comeil lettore avrà certamenteno-
tato– anchela M�( 
*�8��
*� �;��� � �%� � dell’eq. (3.20) è molto simile a quellatipica
dell’equazionedi Schr̈odinger. Vogliamostudiarein dettaglioquestoaspetto.

Consideriamoancorala particella � descrittaclassicamentedall’azione
(2.33). Comeèbennoto,l’equazionedi Schr̈odingercorrispondentèe

W -X3YY�Z [ S%Ue\ Z Vh] fa-b I ^ W -X YY U l ^l� l S0Ue\ Z V
K

�I ^ W -X YY U l ^Ä� l S%U6\ Z V
K

[ S%Ue\ Z VÞc���S%Ue\ Z V [ S0Ue\ Z V � S {��|{�� V

Ponendoperconvenienzaformale?
g W -Xa-b \ S {��|{/� V� l S%U6\ Z V5g_^ fb � l S%Ue\ Z V.\ S {��|{�Ñ V� S%U6\ Z VLg fa-b YY U l � l S%U6\ Z VÞc W

-X I fa-b � l S0Ue\ Z V$� l S%U6\ Z Vec �BS%U6\ Z V
K

\ S {��|{/Ø V
l’eq. (3.34)può essereriscrittacome

YY�Z [ S%Ue\ Z VL]
?

Y `
Y U ` [ S%U6\ Z V�^ YY U l C � l S%U6\ Z V [ S%Ue\ Z V

E
^ � S%U6\ Z V [ S%U6\ Z V � S {��|{�Û V

Nella forma(3.38)l’equazionedi Schr̈odingerconsideratàe �.�%
*�@�0�%��
������1
��	��
�02<
��	�%� � � all’equazionedi Fokker-Planck(3.20).Vediamoquindiche– in virtù
dellacorrispondenza(3.18)– l’una si trasformanell’altra,a pattodi assumere
l’ulteriore corrispondenza à Ú � ?

\ S {��|{�Ý V
R8S%U6\ Z V Ú � � S%U6\ Z V.\ S {���� y<V§

S%U6\ Z V Ú � � S0Ue\ Z V � S {���� f-V
Siamocos̀ı giunti a stabilireuna �"( ������
�� � ��( 
*
*�?��� ( �+2<
���!�� fra la dinamica
quantisticadi � edungenericoPSMC.
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3.9– Unadescrizionealternativadi unPSMCèstatainiziatadaWiener ë��
esviluppatasuccessivamentedaKac ë � edOnsagereMachlup ë � . Sostanzial-
mente,questoapproccioforniscela probabilit̀a di transizione

Ö S%U ì�ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì V
come �$�	��
���
�����
 M ����!*� ( �+���&
 ( �$�	��
���
�����
�2�� ü � 
*��
�
 ë�� ), permettendocos̀ı di
calcolaretale grandezza��
*��!�� che sia necessariorisolvere l’equazionedi
Fokker-Planck. La presentazionecheseguemetter̀a in evidenzala profonda���+��� ( ���%�1�*�%
*���0�%��
�����
 fra gli integrali di Wieneredi Feynmanë Ó .

Denotiamocon � unaparticellache“materializza”un genericoPSMC
e consideriamol’evento

ü
“ � ,-� 2/� S%U ì \ Z ì V���S%U ì�ì \ Z ì�ì V ”. È evidentechela�;
 (<� � � �����%��Ò� (totale)

Ö S%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V associataa questoeventonon è altro che
la probabilit̀a di transizionerelativa al PSMCin questione.Indichiamoanche
in questocasocon rxS0U ì \ Z ì s U ì|ì \ Z ì�ì V lo spaziodei � �������$��� , cioè dellefunzioni
(reali) continue UDS Z V con estremifissi UDS Z ì VÂg U ì , UDS Z ì�ì V�g U ì|ì . Di fatto, il
primopostulatodi Wienerè

W1) Tuttele ���)��
*
*�+�/�%�$,�
:2��$�²�������	��
Ìë�ë secondole quali l’evento
ü

può realiz-
zarsisonodescritteda � ������������UÌS Z Vj��rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V .
Prima di Wiener, le più generalidistribuzioni di probabilit̀a eranole

probabilit̀a congiunte
Ö S%U � \ Z � s ����� s U } \ Z } V chesi riferisconoad un insieme2��?� � 
"
�� ( di punti. Egli haestesotaleconcettoal casodi un insieme �"( �	�%�$�	� ( ,

postulandocos̀ı l’esistenzadellaseguente��
 (<� � � �$�#����Ò�:2��Þ�%
����@����!*� ( ��
 associata
adun ���	��
*
 ( � ��������� ( UDS Z Vj��rLS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V

Ö S%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V s UDS9��Vwv;g I probabilit̀a che �
si muova lungo UDS Z V

K
� S {���� a V

Questagrandezzapuò anchevenir interpretatacome �;
 (�� � � �����%��Ò�A��
*
8�$�;����
1��%� �"( �)��
"
 � ��������� ( UÌS Z V : in tal modounadistribuzionedi ��
 (�� � � �$�#�%��Ò� risulta

83 N. Wiener, J. Math. andPhys.2, 132(1923);Proc. LondonMath. Soc. 22, 454(1924)e
55, 117(1930).

84 M. Kac, in Æ+¥ ³��«��� ¡. )��¤.­F³ ½�¬)¿'�F±/� �w³.��¡<¥6�²¥ ¶��9¢|�«ª1±'ª.¦ÌÇE³.­� )®�¦�³.�>�â�.¬)¿'�«¦¨�.¬� ����*¢±'¬$�.¬� )­�¬? &�9­H�.��¡:Æ�¥0³��w���² &¢  )¬�ª , (University of California Press,Berkeley, 1951). Si veda
anche:M. Kac, Æ�¥ ³������² &¢  )¬�ªB�.��¡[�Þ�²¢��.¬�� ¡�È�³«Ç� ��²­h #�:Æ	¿�ª�­w &�w�*¢�±��9 ��²���«�«­ (Interscience,
London,1959).

85 L. OnsagerandS.Machlup,Phys.Rev. 91, 1505(1953);S.MachlupandL. Onsager, Phys.
Rev. 91, 1512(1953).

86 In realt̀a, Wienerhaconsideratosoltantoil casoin cui � ( ç�è0é ) = 0 e ∆( ç�è%é ) = 0. Tuttavia
per “  #�'¬��$¤.¥ �*¢|��¡. FÃH ?�«�/�«¥ ” intenderemonel presenteQuadernola ¤��²���²¥0�*¢  |ÀwÀ���À² �³.�/�
dell’integraledi Wieneroriginalein cui si abbia � ( ç�è%é ) �= 0 e ∆( ç�è%é ) �= 0. Si veda: I. M.
Gel’fandandA. M. Yaglom,J.Math. Phys.1, 48(1960);R.Graham,Zeit. Phys.B26, 290
(1977).

87 I ragionamenticheseguonosono ¡. )¼.�«¥«­�  daquelli chehannocondottoWieneralla formu-
lazionedel suointegrale.Si vedala nota104.

88 Valeanchequi quantoosservatonellanota28.
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definitasu rxS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì|ì V ë ú . Ancora,
Ö S0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V hala struttura

Ö S%U�ì�ì%\ Z ì|ì Î U+ì0\ Z ì$V s UÌS²��Vwv�g Ð�S0U+ì�ì�^�UDS Z ì�ì?V�V9Ð�S%U�ì@^ÜUDS Z ì$V"V Ö s UÌS²��Vwv S {����/{ V
in cui le duefunzionideltadi Dirac implicanochetaleprobabilit̀a si annulli –
comedeveessere– se UDS Z ì V �]zU ì e/o UDS Z ì�ì V �] U ì�ì . Nell’eq. (3.43)

Ö s UDS²��V«v èun
funzionalecontinuodeterminatodal secondopostulato

W2) La ��
 (<� � � �$�#����Ò� 2��L�%
����@�.�&!�� ( ��
 lungo UÌS Z V è

Ö S%U ì|ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V s UÌS²��Vwv�]�Ð�S%U ì�ì ^ÜUÌS Z ì�ì V�V9Ð�S%U ì ^ÜUDS Z ì V�V*�
exp x ^��t s UDS9��Vwv n%ðñðn ð | S {������ V

ove �t s UDS²��Vwv n ðñðn ð hala stessaformadi un’azioneclassica

�t s UDS²��Vwv n0ðñðn ð ] n0ðñðÚ
n ð

r Z ���S%UDS Z V.\ uU6S Z V.\ Z V S {����<� V
in cui la “ �&����
����<���%���+��2�� ü � 
*��
�
 ” ���S%Ue\ uUD\ Z V è determinatacompleta-
mentedalletregrandezzechedefinisconoil processo

à
, RTS Ue\ Z V e

§
S Ue\ Z V .

Esplicitamente��u] f� à S uU l ^ËR l S%Ue\ Z V�V ` c fa YY U l R l S0Ue\ Z VÞc
§

S0Ue\ Z V � S {����/Ñ V
Ora,secondoil � ��� �"( � (>� �&�'�"�.� ��( 2<
*����
��;
 (�� � � �����%��Ò� ú � , la probabilit̀a (to-

tale)di uneventoè la � ( ���8� delleprobabilit̀arelativeadognisingolaalterna-
tivadisgiuntasecondocuiessopuòrealizzarsi.Conseguentemente–in virtùdel
postulatoW1–

Ö S%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V risultaesserela � ( ���8� di
Ö S%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V s UDS²��Vwv

su rLS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V ú } . Pertantoil terzopostulatodi Wienerè

W3) La ��
 (<� � � �$�#����Ò� 2��L�%
����@�.�&!�� ( ��
 è datada

Ö S%U�ì�ì%\ Z ì�ì Î U+ì�\ Z ì�VL] Úm� UDS Z V Ö S%U+ì|ì?\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì$V s UDS9��Vwv � S {����<Ø V
Concludiamochel’integraledi WienerperungenericoPSMChala forma

89 Si ricordi la nota31
90 Si veda,ades.:B. V. Gnedenko, È�� ³.¥« ��J¡��²¢)¢|�LÆ+¥ ³��w���² &¢  #¬EÊ� (Editori Riuniti, Roma,1987).
91 Comepromesso,abbiamoorauna ¤. )®�­w¬�  g�����À² �³.�/� dell’eq.(2.41).
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Ö S%U+ì�ì%\ Z ì�ì Î U�ì0\ Z ì$VL] Úm� UÌS Z V�Ð�S0U+ì�ì@^ÜUÌS Z ì�ì$V�V9Ð�S%U�ì�^�UDS Z ì?V�V exp x6^��t s UÌS²��Vwv n0ðñðn ð |S {����/Û V
ove �t s UÌS²��Vwv è datadalleeq.(3.45)e (3.46).

A questopunto la � ( ���)�����0����!�� fra gli integrali di Wiener e di Feyn-
manè evidente,edessaverr̀a consideratapiù in dettaglionel prossimopara-
grafo. Osserviamocheal primo si applicanomoltedelleconsiderazionifatte
a propositodel secondo.L’eq. (3.48)va intesacomelimite di un’espressione
discretizzata– propriocomenel casodell’eq. (2.31) (la discussionefattanel
paragrafo2.3 può essereripetutaqui quasialla lettera)– edè importantesot-
tolineareche in tale discretizzazioneR1S0Ue\ Z V va calcolatonel �����	� ( �1
�2�� (�U � g S%U � c U � Ù } V�� a ú ` . Ancora,i � �����������52�� ü � 
*��
�
 – cioè queicammini
checontribuiscono 
0G�
��0�%��,-���1
*�	��
 nell’eq. (3.48)– godonodellapropriet̀a§

UÌS Z V:¨óS
§

Z V } p ` S {����/Ý V
percui sonoM 
����0� ���#� condimensionedi Hausdorff ugualea 2��	
Ìú � i ú9� i ú�� . Ab-
biamovistochela propriet̀a (3.49)peri camminidi Feynmanèequivalenteal
principio di indeterminazione.Esisteforseun principio di indeterminazione

92 Qui la situazioneè ½«³.¥w¦¨�*¢ ¦C�«�'¬��C �¡��«�'¬� ���� a quantoavvieneper l’integraledi Feynman
conazioneclassica(2.33)(si ricordi quantoè statodettoal propositonel paragrafo2.6),e
˜� [ ç ( � )] ��³.� è più un integraledi Riemann.L’unica differenzaè chenel presentecontesto
si può attribuire un significatomatematicamente¥w |¤�³.¥ ³.­«³ a ˜� [ ç ( � )] interpretandolocome )�'¬��?¤.¥ �*¢|�:­w¬$³��w�.­�¬� ���³ . Questi integrali sono ancoradefiniti come limite di sommedi
Cauchy-Riemann,per̀o ¡.  Ç-�«��¡�³.��³ dallaparticolarediscretizzazionecheèstatascelta(nel
casoin questioneciò èconseguenzadell’eq.(3.49)). Ancheseesistono�eÇ�¥« &³.¥«  infiniti modi
di scegliere unadiscretizzazione,ve nesonosolamenteduechehannoun realeinteresse.
Unasceltaconsistenelcalcolareil valoredell’integrandonei Ç�®��'¬� @ )�' �À9 ��*¢   degli intervalli
infinitesimiedefiniscel’  )�'¬��?¤.¥ �*¢|�x¡. Eþ�¬��³ (essosoddisfaregole ¡. #¼*�«¥w­9� daquelledell’usuale
calcolointegrale). L’altra sceltacorrispondeai Ç�®��'¬� �¦C� ¡.  degli intervalli infinitesimi (in
cui è calcolatoil valoredell’integrando)e dà luogo all’  )�-¬%�?¤.¥ �*¢|�B¡. D±'¬�¥ �.¬$³.��³.¼� ��w¿ (per
il qualevalgonole ­�¬��²­�­²� regole dell’ordinariocalcolointegrale). Quindi la nostrascelta
è di interpretare˜� [ ç ( � )] nell’eq. (3.48) come  )�-¬%�?¤.¥ �*¢|��¡. x±'¬�¥ �.¬$³.��³.¼� ��w¿ . Osserviamo
che,seinvecepreferissimola scelta“alla Itô”, dovremmoomettereil secondoterminenella
lagrangianadi Wiener(3.46)al fine di ottenerelo ­�¬��²­�­«³ risultato. Gli integrali stocastici
sonodiscussiin tutti i testiavanzatidi teoriadei processistocastici.Si vedaades.: H. P.
McKean, ±'¬$³��«¿-�.­�¬� ��hþ��'¬��?¤*¥0�*¢ ­ (AcademicPress,New York, 1969).

93 Si vedala nota37.
94 Nel contestodell’integraledi Wiener, funzioni chegodonodellapropriet̀a (3.49)vengono

anchedette ú��³*¢�¡��«¥§�w³.�'¬� )�-®��¯¡. o�9¢��.­�­9�5®��:¦¨��À�À�³ . Questoargomentoè discussoades.
nel testodi McKeancitatonellanota92.

95 Analogamentea quantoavviene per l’integrale di Feynman,ciò ��³.� è in contrastocol
postulatoW1: la probabilit̀acheΣ si muovalungomolti cammini �LÇ�¥w �³.¥«  possibilirisulta
essere�'®-¢#¢�� .



49

��� � P 
 perunPSMC?Contrariamenteaquantospessosi crede– cheil princi-
pio di indeterminazionesia “l’emblema” della quantizzazione– la rispostaè��G�
*
*�8�/�%�$,'� ! È infatti notodalungotempo ú � chesi ha ú Ó§

U l
§ ß � é Ð l � à S {���� y<V

ove
ß

è la velocit̀a osmoticadefinita dall’eq. (3.30). Vi sonoper̀o anche
notevoli 2���,'
�
.���%��Ò� fra gli integrali di Wienere di Feynman. Primafra tutte è
che

Ö S%U ì|ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V s UÌS²��Vwv hail significatodi unaprobabilit̀a,quindiessàeuna
grandezza
"
����&
J� ( �3��
 �<���%��,-� , mentreÍ%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï s UDS²��V«v èunaquantit̀a ��( �½��;�&
*�"��� . Neconseguechel’integraledi Wienerèun“ ,'
�
 (�� �$�+��
 ��
����&
 , in quanto
esisteuna ���$����
�� (nelsensomatematicodeltermine)su rLS%U ì \ Z ì s U ì�ì \ Z ì�ì V	ú ë ; ciò
permettedi attribuireunsignificatomatematicamente
*�)� ( 
 ( � ( all’eq.(3.48) ú�ú .
Altra differenzaè che i camminidi Wienerpossiedonoun significatofisico
diretto,e rappresentanole �%
���� 
��0� ( 
.� 
´�x�.� � P 
 di un PSMCfra duepunti asse-
gnati S%U ì \ Z ì V e S%U ì�ì \ Z ì�ì V . Ulteriormenteil loro � ��
��/�0��
*
"
j³Q�@�0�%�@���	��
 (implicato
dall’eq. (3.49) } ��� ) rispecchiale ³Q�@�0�%�@�-!*� ( ���h�<�����"�.�%����
12�� M*( �+2 ( checarat-
terizzanoil PSMCin questione.Osserviamoinfineche � ( � esistonocammini
di Wiener �<
���
*
����#��!"!��/�%� , simili aquelli consideratinelparagrafo2.8 } � } .

Prima di concluderequestoparagrafo,vogliamo considerareancorail�;
 (�� 
*�"� ( 2�� ü �0
���
*
 (questopuntosar̀a molto utile nel paragrafo5.2). Ab-
biamogià vistocheessòedescrittodallaprobabilit̀adi transizionespecificata
dall’eq.(3.27).Nellospiritodell’approcciodi Wiener, taleprocessovadefinito
assegnando– anzich́e

Ö S%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì V – un’opportunaprobabilit̀a
Ö s UDS²��Vwv sullo

spaziodellesuetraiettorie. �Q������
 ? Dalle eq.(3.43),(3.44),(3.45)e (3.46)è
chiarochesi deveavere } � ` i } � �

96 R. Furth,Zeit. Phys. 81, 143 (1933). Vogliamosottolinearecheanchenell’ambitodella
formulazionedi Nelsondellameccanicaquantisticavalel’eq.(3.50),chequiesprimeproprio
il principio di indeterminazionedi Heisenberg. Si veda:D. De Falco,S.De Martino S.De
Siena,Phys. Rev. Lett. 49, 181 (1982);S. De Martino andS. De Siena,Nuovo Cimento
79B, 175(1984).

97 Poniamocomedi consueto∆ ��� ¸ ( � d�¸�� ¹ )2 ¹ 1 Ã 2.
98 Questàe la famosa¦Q )­�®�¥ �B¡. 5ÃB ��²���²¥ (e suegeneralizzazioni).Si vedaades.: M. Kac,Æ�¥0³��w���² &¢  )¬�ªH�.��¡h�Þ�²¢��.¬�� ¡ÂÈ�³«Ç� ��²­L )�:Æ�¿�ª.­� ��w�*¢�±��9 ��²���«�«­ (Interscience,London,1959);

I. M. Gel’fandandA. M. Yaglom,J.Math. Phys.1, 48 (1960).
99 Questacircostanzàe in contrastoconquantoavvieneperl’integraledi Feynman(si ricordi

la nota23).
100 Le considerazionifatteaquestopropositonelparagrafo2.6possonoessereripetutequi alla

lettera.
101 Ritorneremosuquestopuntonelcapitolo5.
102 È convenienteestenderel’integrazioneda dä` a + ` nell’eq. (3.51). Quandoessaviene

inseritanell’eq. (3.43) le duefunzioni deltariducono ¡. <½«�.¬�¬�³ tale integraleall’intervallo
considerato( éfc · é · é�cYc ).

103 Nell’eq. (3.51) abbiamoomessoper semplicit̀a il fattoredi normalizzazione(si vedaal
propositola nota110).
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Ö s UDS²��V«v�¨ exp VWYX ^âS�f � � à V
Ù �Ú

k �
r Z uU l S Z V uU l S Z V Z \] � S {���� f-V

3.10– È evidentechela formulazionedi Feynmandellameccanicaquan-
tisticaè concettualmentesullo �*��
.��� ( �;�%��� ( delladescrizionedi Wienerdi un
PSMC.Scriviamosimbolicamente

� © Ó Û ß � û Ý Ô ©�� tà Ô ÿ¬Ô t � t Ó Ú � � © Ó Û ß � û Ý Ô ©�� tà Ô�� t! � Ûjû � � S {���� a V

Tuttavia la somiglianzafra le duedescrizionìein realt̀aben����Ò�B�;
 (�M*( �+2/�
di quantoespressodall’eq.(3.52). Sussisteinfatti l’ulteriore corrispondenza

Ö S%U�ì�ì%\ Z ì�ì Î U+ì \ Z ì$V s UDS²��Vwv Ú � Í%U�ì�ì0\ Z ì�ì Î U+ì \ Z ì Ï s UDS²��Vwv;\ S {�����{ V
^"�t s UÌS²��Vwv n ðñðn ð Ú � S W � -X V t s UÌS²��Vwv n ðñðn ð \ S {����'� V��JS0Ue\ uUe\ Z V Ú � �JS0Ue\ uUe\ Z Vh\ S {������ V

di cui ci si rendecontoimmediatamenteconfrontandole formuledeiparagrafi
2.4 e 3.9. Cosaancorpiù importante,la M*( 
*�8�>
*� ���#� � �%� � di �t s UÌS²��Vwv è molto
simile aquelladi

t s UDS²��Vwv , percui scriviamo ����� ��( �#� � ���1
��	��
�t s UDS9��Vwv n%ðñðn ð á t s UDS²��V«v n%ðñðn ð � S {�����Ñ V
Peraltro l’eq. (3.56) non deve stupire, dato che abbiamogià visto che laM�( 
*�8�z
.�����#� � ��� � dell’equazionedi Fokker-Planck è molto simile a quella
dell’equazionedi Schr̈odingernel casoin questione.

Vogliamoadottareoraun puntodi vista �"( ���;�&
�� ���1
��	��
82��$,�
*
.� ( . Sup-
porremodi conoscere���0� quantodettofinora sui processistocasticiclassici� P 
 l’usualeformulazionedellateoriaquantistica;ma �&��� ( 
"
*
"
*� ( l’approccio
di Feynman. Il nostroscoposar̀a mostrarecomequest’ultimopossaessere2�
*
*��,-��� (3��( ������
�� ���1
*�	��
 dallaformulazionedi Wienerdi unPSMC!

Cominciamonotandochesi può giungereall’eq. (3.53)in unmodoalter-
nativo: bastafarusodell’eq.(3.1). Pertantol’eq. (2.37)segueimmediatamente
dall’eq. (3.47), in virtù delle eq. (3.19)e (3.53). A questopuntosi trattadi
dedurre Í%U ì|ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì Ï s UÌS²��Vwv da

Ö S%U ì�ì \ Z ì|ì Î U ì \ Z ì V s UDS²��Vwv , il che significadi fatto
ottenere

t s UDS²��Vwv a partireda �t s UDS²��Vwv . Sappiamoperaltrochesussisteuna ��( 
1�
*�$� � ( �+2�
*��!�� ��( ������
�� � fra la dinamicaquantisticaconsideratae un PSMC,
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espressadalleeq.(3.39),(3.40)e(3.41).Grazieaquesteequazioni, ��HS%Ue\ uU6\ Z V
diventa

�5ì S%Ue\ uUD\ Z Vh] f�
?
S uU l ^ � l S%U6\ Z V�V ` c fa YY U l

� l S0Ue\ Z Vec � S%Ue\ Z V S {�����Ø V
edusandole definizioni(3.35),(3.36)e (3.37)abbiamot ì s UÌS²��Vwv n0ðñðn ð ]_^ W

-X t s UDS²��Vwv n0ðñðn ð � S {�����Û V
Riotteniamocos̀ı l’eq. (3.56)in formapiù precisa.La corrispondenzaappena
menzionataimplica che �t s UÌS²��Vwv nell’eq. (3.44)vadasostituitacon

t ì s UDS9��Vwv al
finedi passareallameccanicaquantistica.Ma in forzadelleeq.(3.53)e(3.58),
l’eq. (3.44)forniscepropriol’eq. (2.36).

Questosempliceeserciziodimostra
*� �;��� � �%� ���1
��	��
 quantogiàanticipato
nelparagrafo3.5: sele analogiefra teoriaquantisticaeprocessistocasticiclas-
sicidi cuici siamodiffusamenteoccupatifosserostatecapitefin daiprimi tempi
dellameccanicaquantistica,la scopertadell’integraledi Feynmansarebbepo-
tutaavvenirevent’anniprima } � � .

�
4. Osservazioni storiche

Primadi presentarela traduzionedell’articolo originale,pubblicatonel
1948, ci sembraopportunodiscuterebrevementele motivazioni che hanno
spintoFeynmanacercareunaformulazionealternativadellateoriaquantistica.

A tal fine è necessarioconsiderarela situazionedellafisicateoricanegli
anni ’40, periodofondamentaleper la formazioneintellettualedi Feynman.
A quell’epocail problemacentraleconsisteva nel cercareuna formulazione

104 Un problemamolto interessantedi storia della fisica sarebbecapireperch́e ciò ��³.� sia
avvenuto. Vogliamo avanzarequi solo qualchecongettura. Per quantone sappiamo,
nessunprobabilistaavevacompreso(almenoinizialmente)chel’integraledi Wienerpoteva
veniregeneralizzatoin modotaledafornire il propagatoredell’equazionedi Fokker-Planck
(probabilit̀a di transizione)nel ���.­²³C¤��«�/�«¥ �*¢|� . È statopropriosottol’influenzadirettadi
FeynmancheKac (suocollega alla Cornell University) ha estesonel 1947 l’integrale di
Wiener in mododa tenerecontodi ∆( ç�è�é ) �= 0 nell’equazionedi Fokker-Planck(sempre
per̀o supponendo� ( ç�è�é ) = 0). Un’ulterioregeneralizzazionesi è avutanel 1953adopera
di Onsagere Machlup(si vedala nota85). Vediamoche lo sviluppostorico è ³«Ç�ÇE³.­�¬$³
all’ordine logico seguito nel paragrafo3.10! Parrebbeancheovvio cheWienerstessosi
sarebbedovutoaccorgeredellarilevanzadelsuolavoropionieristicoperla teoriaquantistica,
anticipandocos̀ı la scopertadi Feynman... È quindi sorprendenteconstatarecheegli has̀ı
cercatodi applicareil suo integrale funzionalealla meccanicaquantistica,ma in modo�.�'¬� )¬��«¬� ��w³ a quantosarebbenaturaleaspettarsisulla basedelle considerazionifatte in
questocapitolo(N. WienerandA. Siegel, Phys. Rev. 91, 1551(1953);A. Siegel andN.
Wiener, Phys. Rev. 101, 429 (1956); si vedaanche: G. Della Riccia andN. Wiener, J.
Math. Phys.166, 1372(1966)).
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�8�/��
*�8�/�%� � ���1
*�+��
 �"( 
*
"
*�+��
 dell’elettrodinamicaquantistica:leprincipalidif-
ficoltà nascevanodallapresenzadi 2���,'
�
0��
*��!E
 (infiniti) in molti calcoli.

Feynmancomincìo a rifletteresuquestiargomentiquandoeraancoraun
giovanestudenteal MassachussetsInstitute of Technology, facendosiun’o-
pinione molto personale– per̀o non corretta– sull’origine degli infiniti in
elettrodinamicaquantistica.Egli si convinsechel’esistenzadi tali divergenze
fossesostanzialmentericonducibilea 2��	
 circostanze.La prima è l’energia�����L�	��� � dovuta all’autointerazionedi un elettrone,difficoltà che esistenat-
uralmentegià a livello classico. La secondanascedal fatto che un campo
elettromagneticoquantizzato(in unaregionelimitata dello spazio)è equiva-
lentead un insiemedi �����L�	���%� oscillatori armoniciquantistici(uno per ogni
gradodi libertà del campo). È bennoto che,secondola meccanicaquantis-
tica, l’energiadellostatofondamentaledi unoscillatorearmonico� ( � ènulla.
Pertantol’energia del campoelettromagneticorisulta �����L�	��� � (oggisappiamo
cheessapuò venireeliminatain modobanale).

A Feynmansembr̀o evidentechepersuperarequestedifficoltàbastassero
duesempliciassunzioni:

a) unacaricaelettricaagiscesolosu ���)�%
�
 cariche,manonsusestessa;

b) il campoelettromagnetico� ( � 
.�.�?�*��
 .
Egli eraconvinto che in tal modosi sarebberopotuti risolvere i problemia
livello � �)���"�.� ��( , e sperava chela teoriapotesseesserequantizzatafacilmente,
ottenendocos̀ı un’elettrodinamicaquantisticaprivadi divergenze.Superficial-
mente,l’ipotesi b può apparireparadossale.Tuttavia vatenutopresenteche(a
livello classico)l’esistenzadel campoelettromagneticosi manifesta
.� � �#�����ô�,'���1
��	��
 comeunaforzasuparticellecariche.È quindipossibilepensareche
fra caricheelettricheesistanoforzecheagiscono“ � 2��$�.� ����!�� ”, cioè senzala
“mediazione”del campoelettromagnetico(ovviamentesi deve supporreche
questeforzenonsianoistantaneemasi propaghinoconla velocit̀adellaluce).

Pocodopoessersitrasferitoa Princetonpercompieregli studidi Ph.D.
sotto la guida di J. A. Wheeler, Feynmansi reseper̀o conto che nei suoi
argomentivi eraun grave errore. Sesi acceleraunacarica

û
, essairraggia,

perdeenergia e quindi decelera:questoeffetto nondipendedallapresenzadi
altrecaricheedèspiegatoconvenzionalmentepropriodall’azionedellacarica
susestessa(mediatadal campoelettromagnetico).Ma comesi può spiegare
tale decelerazioneescludendol’autointerazione?L’unica ipotesipossibileè
checi debbano��
�����
"
 esserealtre cariche

ü
cheagisconosu

û
. Tuttavia

le forze dovute alle cariche
ü

si propaganocon velocit̀a finita e risulta che
l’effetto delladecelerazionedi

û
avviene“troppo tardi”.

A questopunto Wheelerfece un’ipotesi rivoluzionaria: le cariche
ü

agisconosu
û

attraversole “ � ( �#��!�� ( ���Þ���	�%� � �|�@�/��
 ” delleequazionidi Maxwell,
che si propaganoall’ ���+2�� 
��%
 ( nel tempo con la velocit̀a della luce (è ben
noto che usualmentetali soluzioni non vengonoconsiderateperch́e sonoin
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evidentecontrastoconla causalit̀a). Feynmane Wheelerfuronocos̀ı in grado
di spiegare =������	�%��� �/�%�$,'���1
��	��
 la perditadi energia per irraggiamento.Più
precisamente,la loro assunzionèe chela forza agentesu unacaricasia data
(comedi consueto)dalla forza di Lorentz (per semplicit̀a consideriamoqui
l’approssimazionesemirelativistica)

b �U l ] Å s t l c�S$# Ì ü V l v S �@� fEV
nellaqualei campi t e

ü
abbiano��
�
DÒ( la forma

t ] fa S t&% l&n c t / � n V*\ S �@� a V
ü ] fa S ü % l&n c ü / � n V.\ S �@�|{ V

ove i suffissi “rit” e “ant” indicanorispettivamentele soluzioni ritardateed
anticipatedelleequazionidi Maxwell.

Unadomandasorgespontanea.Nonostanteil successoottenutonel caso
sopraconsiderato,com’èpossibileconciliare���:�<
���
*
����&
 l’esistenzadeicampi
anticipaticonla causalit̀a? Abbiamogià visto cheè possibilespiegarecorret-
tamentela perditadi energiaperirraggiamentosecondoi postulatia)eb) � ( � (
supponendol’esistenzadi ���)�%
"
 carichenello spazio. È propriosfruttandola
presenzadi questecarichecheFeynmane Wheelersonoriusciti a mostrare
comei campianticipativenganoassorbiti�"( ���;�&
�� ���1
��	��
 , evitandocos̀ı con-
traddizionicon la causalit̀a. Questinotevoli risultati sonostatiottenutiverso
la fine del 1940ma pubblicatisolo dopola guerra(J. A. WheelerandR. P.
Feynman,Rev. Mod. Phys.17, 157(1945)).

SuccessivamenteFeynmane Wheelersonoancheriusciti a porrela loro
teoriain unaformamatematicamentemoltoelegante.Sostanzialmentel’intero
elettromagnetismoclassico– formulato usualmentein termini di forza di
Lorentz ed equazionidi Maxwell – viene ridotto qui ad un semplice��
*������ ���;� ( ,-��
*�0�E!�� ( �+����
 in cui compaiono� ( � ( le caricheelettriche.La suaforma
esplicitaè (nel casodi ø particelleconmasse

b l e caricheÅ l ( f�k W k ø ))t ] ��
l í }

b l
Ú r 6 l S uU ï)l$ò' S

6
l V uU ' ï#l�ò S 6 l V�V } p ` c

fa �
l)(í � Å l Å � Ú Ú r 6 l r 6 � uU6ï)l$ò' S

6
l V uU ' ï � ò"S 6 � V9Ð�S Ó `l � V S �@��� V

con
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6
l Vx^ÜU ï � ò' S

6 � V�V�S%U ' ï#l�ò S 6 l VÌ^ÜU ' ï � ò S 6 � V�V � S �@��� V
Nelle eq.(4.4)e (4.5) U ï)l$ò' S

6
l V è la traiettoriaquadridimensionaledell’i-esima

particellaespressain funzionedi unparametroinvariante

6
l ; si è quindipostouU ï)l$ò' S

6
l V�] r U ï)l$ò' S

6
l V � r 6 l . Chiaramenteil primo integrale nell’eq. (4.4) è

l’usualeazionerelativisticaper le particellelibere,mentreil secondorappre-
sental’interazioneelettromagneticafra le cariche. Si noti cheil fattore f � a
assicuracheognicoppiasiacontataunasolavoltaedil termine

W ]+* èomesso
per evitare l’autointerazione.La funzionedeltadi Dirac Ð�S²�����)V implica che
l’interazionefra unacoppiadi caricheavvengasolo quandounasi trova sul
conodi luce dell’altra, garantendocos̀ı che l’“azione a distanza”elettroma-
gneticasi propaghiconla velocit̀adellaluce. Comedi consueto,le traiettorie
dinamichedelsistemadi caricheconsideratosi ottengonomedianteunprinci-
pio di minimaazioneapplicatoad

t
(datadall’eq.(4.4)),richiedendocioèche

si abbiaÐ t ]�y perpiccolevariazioni ÐEU ï)l$ò' S
6
l V delletraiettorie(J.A. Wheeler

andR. P. Feynman,Rev. Mod. Phys.21, 425(1949)).
Feynmanera riuscito cos̀ı a realizzarele prima partedel proprio pro-

gramma.A questopuntosi trattavadi quantizzarele teoria.Sulfinire del1940
egli esposei risultati ottenutiin un seminarioa Princeton,a cui parteciparono
ancheEinstein,Pauli,VonNeumann,RusseleWigner. In unseminariosucces-
sivo,Wheeleravrebbedovutodiscuterela corrispondenteversionequantistica.
Pauli eramolto interessatoa questoargomento,e volle chiederea Feynmana
qualiconclusionifossegiuntoWheeler. Feynmanrisposechenonneeraalcor-
rente,al chela replicadi Pauli fu:“Oh, il professorenonraccontai suoirisultati
all’assistente?Probabilmenteil professorenon ha ottenutoalcunrisultato”.
Ed infatti il seminariocheWheeleravevaannunciatononebbemai luogo!

Permotivi contingenti(dovuti all’inizio dellaguerra)Wheelernonebbe
più tempo per occuparsidi questi problemi, cosicch́e Feynman si trovò a
portareavanti il proprioprogrammadasolo.

Quantizzareuna teoria classicaè di solito un’impresapiuttostofacile.
Bastaporretaleteoriain formahamiltonianaesostituirele coordinateegli im-
pulsiconi corrispondentioperatori(secondole regolebennote). Inizialmente
Feynmancerc̀o di seguire questavia, ma prestosi resecontodi unagrossa
difficoltà. A causadel fattochenel secondoterminedell’eq.(4.4)compaiono2��	
 integrazioniindipendenti,la teoria � ( � possiedealcunahamiltoniana!È
evidentecheil metododi quantizzazioneusuale� ( � può essereapplicatoalla
elettrodinamicadi FeynmaneWheeler.

Comeprocedereallora? Un aiuto insperatogiunsea Feynmandaun in-
controcasualeconH. Jehle.QuestieraappenagiuntoaPrincetondall’Europa
e – duranteun party – chiesea Feynmandi cosasi stesseoccupando.“Sto
bevendobirra” risposescherzandoFeynman,che poi per̀o raccont̀o a Jehle
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le difficoltà chestava incontrandonel quantizzarela propriaelettrodinamica.
Jehlesi ricordò cheDiracavevasviluppatounmetododi quantizzazionebasato
sull’azioneclassicaanzich́esull’hamiltoniana(P. A. M. Dirac,Phys.Zeit. der
Sowjetunion3; 64 (1933))e consiglìo aFeynmandi studiarlo.

È bennoto chela teoriaquantisticaè statacostruitapartendodalla for-
mulazionehamiltonianadellameccanicaclassica.Ma quest’ultimapuò essere
espressaequivalentementesecondola descrizionelagrangiana.Dirac si era
posto il problemadi ottenerel’ ���+��� ( � ( =������	�%�?�*�%� ��( della formulazionela-
grangiana.Egli si resecontocheerapiù opportunoconsiderareil ��
 ( �@���<��� ( 
�
=������	�%�$�.�%� �"( anzich́el’equazionedi Schr̈odinger, egiunseallaconclusionecheÍ0U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï “ �"( 
.
*�$� � ( �+2�
 ” aexp

n S W � -X V t p , ovet ] n ðñðÚ
n ð

��S%UDS Z V.\ uUÌS Z V*\ Z V S �@�|Ñ V
è l’azione classicacorrispondentealla lagrangiana�JS%U6\ uU6\ Z V . Dirac osserv̀o
inoltre chenel casoin cui l’intervallo Z ì�ì ^ Z ì sia �$���h������
*����� ( exp

n S W � -X V t p
è “ ���+��� ( � ( ” a Í%U ì�ì \ Z ì�ì Î U ì \ Z ì Ï (è proprioa questacircostanzachesi riferiscelo
scambiodi battutefra FeynmaneDirac riportatonellanota6). Tuttavia Dirac
nonriusc̀ı adandareoltrequesteaffermazionipiuttostovaghe.

Comeèstatodiscussonelcapitolo2,Feynmanriusc̀ı atradurrelesuddette
intuizioni di Dirac in una formulazionealternativa della teoria quantistica.
Questagrandeimpresadel pensieroscientificocontemporaneòe il soggetto
dell’articolo tradotto.

Feynmanaveva ora a disposizioneun metododi quantizzazionebasato
*� �;��� � �%� ���1
��	��
 sull’ �E!�� ( ��
 � �&�'����� � � . Naturalmenteessoè equivalentealla
formulazioneusualenelcasoin cui valgal’eq. (4.6),quandocioè la corrispon-
denteteoriaclassicaè esprimibilein forma hamiltoniana. Tuttavia egli era
profondamenteconvinto cheil propriometodofosse� ( ��
*, ( �#�1
*�	��
§����Ò����
*��
��
����&
 e permettessedi quantizzareancheteorieclassiche� ( � hamiltonianema
formulabili medianteun principio di minima azione– comeabbiamovisto,
questoè proprioil casodell’elettrodinamicadi Feynmane Wheeler(descritta
dall’azione(4.4)). In altreparole,Feynmanpensava chefossesufficientein-
serire l’azione classica(4.4) nel suo “ �$�+��
 ��
����&
 ����� � ����������� ” per ottenere
un’elettrodinamicaquantisticaprivadi divergenze!

Purtroppoquestoprogramma(alquantoambizioso)non è mai statore-
alizzato. Ciò che in realt̀a Feynmanè riuscito a fare è stato 
*� M*( 
.�����&��
"
 la
meccanicae l’elettrodinamicaquantisticain un mododiverso,che presenta
grandi vantaggida un puntodi vista tecnico. Tuttavia, negli anni ’40, egli
sperava chel’“ ���	��
 ��
9���&
A�.��� � ����������� ” potesseportarealla scopertadi leggi
fisiche ��� ( ,�
 , non rappresentabilinell’ambito del formalismohamiltoniano.
La dimostrazione– ottenutaproprio nell’articolo tradotto– che l’“ ���	��
���
�����
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�.��� � �������$��� ” è di fatto 
"=����$,'����
*�	��
 al metodohamiltonianòequindiapparsa
a Feynmancomeil fallimentodelproprioprogrammaoriginario!



Approcciospazio-temporalealla
meccanicaquantistica non relativistica , î

R. P. FEYNMANø ( 
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La meccanicaquantisticanon relativistica è formulataqui in un

mododiverso,cheè tuttavia matematicamenteequivalentealla formu-
lazioneusuale.In meccanicaquantisticala probabilit̀a di un eventoche
si può verificaresecondovarie alternative è il moduloquadratodi una
sommadi contributi complessi,ciascunocorrispondentead una alter-
nativa differente. La probabilit̀a chela traiettoriadi unaparticella 5 ( 6 )
sia contenutain unacertaregionedello spazio-tempòe il quadratodi
una sommadi contributi, ognunoprovenienteda un camminoin tale
regione.Si postulacheil contributo di unsingolocamminosiaunespo-
nenzialela cui fase(immaginaria)̀e l’azioneclassica(in unità di -7 ) per
il camminoconsiderato.Il contributocomplessivo di tutti i camminiche
raggiungono598:6 dal passatòe la funzioned’onda ; ( 5<8=6 ) chesoddisfa
l’equazionedi Schr̈odinger. Oltre a dimostrarequestofatto, si discute
la relazionecon l’algebradellematrici e degli operatori.Alcuneappli-
cazionisonoindicate,in particolarecomeeliminarele coordinatedegli
oscillatoridi campodalleequazionidell’elettrodinamicaquantistica.

1. INTRODUZIONE

È un fatto storicocuriosochela modernateoriaquantisticasia iniziata
con dueformulazionimatematichecompletamentediverse: l’equazionedif-
ferenzialedi Schr̈odingere l’algebra delle matrici di Heisenberg. È stato
dimostratochequestidueapproccicos̀ı diversisonomatematicamenteequiv-
alenti. I suddettipunti di vistasonocomplementarie si fondononella teoria
delletrasformazionidi Dirac.

Il presentelavoro descrive quellacheè essenzialmenteunaterzaformu-
lazionedellameccanicaquantistica,chefu suggeritadaalcuneosservazionidi>

Reviews of ModernPhysics20 (1948)367–387.?
Le notesonoquelleoriginali ela loro numerazionèeindipendentedaquelladellealtreparti
del presenteQuaderno.
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Dirac } i `
riguardantila relazionefraazioneclassica� emeccanicaquantistica.

Un’ampiezzadi probabilit̀a è associataall’intera traiettoriadi unaparticella
comefunzionedel tempo,anzich́e semplicementealla posizionedella parti-
cellaadunparticolareistante.

Questaformulazioneè matematicamenteequivalentea quella usualee
pertantonon ci sonorisultati essenzialmentenuovi. Vi è tuttavia un senso
di piacerenel riconoscerevecchiecoseda un nuovo puntodi vista. Ci sono
inoltre problemiper i quali il nuovo approcciooffre un nettovantaggio.Ad
esempio,seduesistemi

û
e

ü
interagiscono,le coordinatedi unodeisistemi,

diciamo
ü

, possonoessereeliminatedalle equazionichedescrivono il moto
di

û
. L’interazionecon

ü
è rappresentatada una modifica della formula

per l’ampiezzadi probabilit̀a associataalla traiettoriadi
û

. Ciò è analogo
alla situazioneclassicain cui l’effetto di

ü
può essererappresentatoda una

modifica delle equazionidel moto di
û

(mediantel’introduzionedi termini
cherappresentanole forze agentisu

û
). In questomodole coordinatedegli

oscillatoridi campo(siatrasversalichelongitudinali)possonoessereeliminate
dalleequazionidell’elettrodinamicaquantistica.

C’è poi semprela speranzacheil nuovo puntodi vista possasuggerire
un’ideapermodificarele teorieattuali,modifichenecessarieperrendereconto
degli esperimentipiù recenti.

Discuteremodapprimail concettogeneraledi sovrapposizionedelleam-
piezzedi probabilit̀ain meccanicaquantistica.Mostreremoquindicomequesto
concettopossaesseregeneralizzatoperdefinireun’ampiezzadi probabilit̀aper
ogni cammino(posizione,���@ tempo)nello spazio-tempo.Dimostreremoche
l’ordinaria meccanicaquantisticarisulta dal postulatoche tale ampiezzadi
probabilit̀a abbiaunafaseproporzionaleall’azione,calcolataclassicamente,
perquestocammino.Ciò èveroquandol’azioneè l’integraletemporaledi una
funzionequadraticadellavelocit̀a. La relazionecon l’algebradellematrici e
degli operatoriverr̀a discussausandoun linguaggiocheè il più vicino possi-
bile alla nuova formulazione.Non c’è alcunvantaggiopraticonel far questo,
per̀o le formule sonomolto utili nel casoin cui si consideriun’estensione
ad una classepiù ampiadi funzionali d’azione. Discuteremoinfine alcune
applicazioni. Comeesempiomostreremoin che modo le coordinatedi un
oscillatorearmonicopossanoessereeliminatedalleequazionidel motodi un
sistemacon cui essointeragisce. Tale risultato può essereapplicatodiret-
tamenteall’elettrodinamicaquantistica. Verr̀a anchedescrittaun’estensione

1 P. A. M. Dirac, È<¿'�6Æ+¥« )���²  Ç�¢|�«­D³ ½xáo®-�.�'¬�®�¦ �F���w¿-�.�' &�9­ (TheClarendonPress,Oxford,
1935),secondaedizione,capitolo33;vedasianchePhysik.Zeits. Sowjetunion3, 64(1933).

2 P. A. M. Dirac,Rev. Mod. Phys.17, 195(1945).
3 In questoarticolo il termine“azione” verr̀a usatoper indicarel’integrale temporaledella

lagrangianalungo unatraiettoria. Nel casoin cui tale traiettoriasia effettivamentequella
di unaparticellachesi muoveclassicamente,il suddettointegraleprendeil nomedi prima
funzioneprincipaledi Hamilton.
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formalecheincludegli effetti dello spinedellateoriadellarelatività.

2. LA SOVRAPPOSIZIONEDELLEAMPIEZZEDI PROBABILITÀ

La formulazioneche presenteremocontienecomeelementoessenziale
l’idea di ampiezzadi probabilit̀aassociataadunmotocompletamentespecifi-
catocomefunzionedeltempo.Èpertantoconvenienteriesaminarein dettaglio
il concettoquantisticodi sovrapposizionedelleampiezzedi probabilit̀a. Ana-
lizzeremoi cambiamentibasilaririchiestiperil passaggiodallafisicaclassica
a quellaquantistica.

Si consideria tal fine un esperimentoideale in cui possiamofare tre
misuresuccessive: primadi unagrandezza

û
, poi di

ü
ed infine di

Ø
. Non

c’è motivo percui questegrandezzedebbanoesserediverse,e considereremo
l’esempiodi tre misuresuccessivedellaposizione.Si suppongache

6
siaun

possibilerisultatodellamisuradi
û

, eanalogamenteper £ e � � . Assumeremo
chele misuredi

û
,
ü

e
Ø

specificanocompletamentelo statodel sistemain
sensoquantistico.Ciò significa,adesempio,chelo statoin cui

ü
hail valore£ nonè degenere.

Èbennotochein meccanicaquantisticasi sihaachefarecondelleproba-
bilit à,manaturalmenteciò èbenlungi dalcaratterizzareil mondoquantistico.
Al fine di mostrarecon più chiarezzala relazionetra meccanicaclassicae
teoriaquantisticapotremmosupporrecheancheclassicamentesi considerino
delleprobabilit̀a, machetutte le probabilit̀a sianozeroo uno. Un’alternativa
migliore è di immaginarele probabilit̀a classichenel sensodella meccanica
statisticaclassica(ove, in generale,le coordinateinternenonsonospecificate
completamente).

Indichiamocon
Ö / 2 laprobabilit̀acheselamisuradi

û
fornisceil risultato

6
, allorala misuradi

ü
diail risultato £ . Similmente

Ö 2BA sar̀ala probabilit̀ache
la misuradi

Ø
dia il risultato � nell’ipotesichela misuradi

ü
abbiafornito il

risultato £ . Analogamenteper
Ö / A . Indicheremoinfinecon

Ö / 2BA la probabilit̀a
di ottenerei risultati £ e � suppostochela misuradi

û
dia

6
. Ora,segli eventi

fra

6
e £ sonoindipendentidaquelli fra £ e � , si ha

Ö / 2BA ] Ö / 2 Ö 2BA � S9fEV
Ciò è in accordocon la meccanicaquantisticaquandol’affermazioneche

ü
fornisceil risultato £ è unaspecificazionecompletadello stato.

In ogni caso,ci aspettiamochevalgala relazione

4 Nella nostradiscussionenon ha importanzachealcuni valori di � , � o � possanoessere
esclusidallameccanicaquantisticamanondallameccanicaclassica. Sipuò infattiassumere,
persemplicit̀a,chei valori numericisianogli stessiin entrambii casi,machela probabilit̀a
di certi valori possaesserezero.
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Ö / A ]�� 2 Ö / 2:A S a V
perch́e,seinizialmentela misuradi

û
dà

6
esuccessivamenteil risultatodella

misuradi
Ø

è � , la quantit̀a
ü

deve avereavuto qualchevaloreadun tempo
intermediofra quelli corrispondentialle misuredi

û
e
Ø

: la probabilit̀a che
talevaloresia £ è

Ö / 2BA ; quindisommiamo,o integriamo,sututtele alternative
mutuamenteesclusiveper £ (taleoperazionèeschematizzatada C 2 ).

Ora, la differenzaessenzialefra fisica classicae fisica quantisticasta
proprio nell’eq. (2). In meccanicaclassicaessaè semprevera, mentrein
meccanicaquantisticaspessorisulta esserefalsa. Indicheremocon

Ö ×/ A la
probabilit̀a quantisticacheunamisuradi

Ø
dia � quandosegueunamisuradiû

chedà comerisultato

6
. L’eq. (2) è sostituitain meccanicaquantisticada

questaleggenotevole � : esistononumericomplessi
q / 2 \ q 2BA \ q / A tali che

Ö / 2 ] Î q / 2 Î ` \ Ö 2BA ] Î q 2:A Î ` \ Ö ×/ A ] Î q / A Î ` � S { V
La leggeclassica,ottenutacombinandole eq.(1) e (2)

Ö / A ] � 2 Ö / 2 Ö 2BA S � V
è sostituitada

q / A ]�� 2 q / 2 q 2BA � S � V
Sel’eq. (5) è corretta,l’eq. (4) nonè valida in generale.L’errore logico

fattonel dedurrel’eq. (4) consisteovviamentenell’assunzionecheperandare
da

6
a � il sistemadebbapassareattaversounacondizionetale che

ü
debba

avereunvaloredefinito £ .
Sesi cercadi verificarequestaaffermazione,cioè se la grandezza

ü
è

misuratafra duemisuredi
û

e
Ø

, allora la formula (4) è di fatto corretta.
Più precisamente,sel’apparatoper misurare

ü
è preparatoe usato,ma non

si cercadi utilizzare i risultati delle misura di
ü

– nel sensoche solo le
correlazionifra

û
e

Ø
sono misuratee usate– allora l’eq. (4) è corretta.

Questoperch́e l’apparatochemisura
ü

ha“f attoil suolavoro”. Sevogliamo,

5 Abbiamosuppostoche � sia uno statonon degenere,e che pertantol’eq. (1) sia valida.
Presumibilmente,sein qualchegeneralizzazionedellameccanicaquantistical’eq. (1) non
fossepiù valida (nemmenopergli stati puri � ), sarebbedaaspettarsichel’eq. (2) venisse
sostituitadall’affermazione: "ci sononumeri complessiDFEHG$I tali che åJEKG$I = ê DFEHG$I.ê 2".
L’analogodell’eq.(5) èallora D EKI = C G DFEKG$I .
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possiamoleggeregli strumentisenzadisturbareulteriormenteil sistema.Gli
esperimentichehannofornito i risultati

6
e � possonoquindiessereraggruppati

a secondadeivalori di £ .
Considerandole probabilit̀a daun puntodi vista frequentistico,l’eq. (4)

seguesemplicementedall’affermazioneche in ogni esperimentoche dà

6
e

� ,
ü

haqualchevalore. L’unico modoin cui l’eq. (4) può esseresbagliataè
chel’affermazione“

ü
haqualchevalore”debbaesseretalvoltaprivadi senso.

Si noti che l’eq. (5) sostituiscel’eq. (4) solo nel casoin cui non cerchiamo
di misurare

ü
. Siamoquindi portatia dire chel’affermazione“

ü
haqualche

valore”puòessereprivadi significatoogniqualvoltanoncerchiamodi misurareü � .
Abbiamodunquerisultatidiversiperlecorrelazionidi

6
e � –cioèl’eq. (4)

o l’eq. (5) – asecondadelcasochela misuradi
ü

vengaeffettuataoppureno.
La misuradi

ü
– indipendentementedallasuaaccuratezza– deve disturbare

il sistema,almenodi quel tanto che bastaper cambiarei risultati da quelli
dati dall’eq. (5) a quelli previsti dall’eq. (4) Ó . Chele misurecausinoneces-
sariamentedei disturbi e che,essenzialmente,l’eq. (4) possaesserefalsafu
enunciatoconchiarezzadaHeisenberg nel suoprincipiodi indeterminazione.
La legge(5) è un risultatodel lavoro di Schr̈odinger, dell’interpretazionesta-
tisticadi Born eJordane dellateoriadelletrasformazionidi Dirac ë .

L’eq. (5) èunatipica rappresentazionedellanaturaondulatoriadellama-
teria. In essala probabilit̀a che la particellavadada

6
a � secondoalcune

alternative diverse(valori di £ ) può essererappresentata– senon si cercadi
determinarequalealternativasi realizza– comeil quadratodellasommadi al-
cunegrandezzecomplesse,unaperognialternativadisponibileallaparticella.
La probabilit̀a può mostrarei tipici fenomenidi interferenza,usualmenteas-
sociatialleonde,la cui intensit̀a èdatadalquadratodellasommadi contributi
da sorgenti distinte. Si può dire che l’elettrone si comportacomeun’onda
fintantochenonsi cercadi verificarecheessoè unaparticella.D’altra parte,
si può determinare– selo si desidera– attraversoqualealternativaessopassa,
propriocomeseessofosseunaparticella. Ma quandosi fa ciò, si deve usare

6 Non serve osservareche �.¼�¥��«¦Q¦¯³¯ÇE³.¬�®�¬�³ misurare¥ seavessimovoluto; in realt̀a, non
lo abbiamofatto.

7 Il modoin cui l’eq. (4) seguedall’eq.(5) quandounamisurazionedisturbail sistemàestato
studiatosoprattuttoda J. von Neumann( �â�.¬)¿'�«¦¨�.¬� )­«�«¿'�âBÞ¥w®E��¡E¢���¤��«�1¡��«¥Báo®'�.�-¬%�«��ß¦C� �w¿-�.�' �¶ (Dover Publications,New York, 1943)). L’effetto della perturbazionedovuta
all’apparatodi misuraè di alterarela fasedellecomponenticheinterferiscono– ades. LKG
– in modotalechela (5) diventi D EHI = C G1M íONQP D<EHG=DFG$I . Tuttavia, comemostratodavon
Neumann,la variazionedi fasedeve restareignotase ¥ è misurato.Quindi la probabilit̀a
corrispondenteå EKI è il moduloquadratodi D EHI mediatosututti i possibilivalori dellefasiLKG – in questomodosi ottienel’eq. (4).

8 SeA e B sonogli operatoricorrispondentialle misurazioni » e ¥ e se ¶ E e RSG sonole
soluzionidi A ¶ E = @�¶ E e B R G = A=R G , allorasi ha D EHG =

ë R ?G ¶ EUT ç = ( R ?G è�¶ E ). QuindiDFEKG è l’elemento( @<ê A ) della matricedi trasformazioneper il passaggiodalla rappresen-
tazionein cui A è diagonalea quellain cui B è diagonale.
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l’eq. (4), edessosi comportaeffettivamentecomeunaparticella.
Naturalmentequestesonocosebennotee sonogià statespiegateripetu-

tamenteú . Ci sembratuttavia chevalgala penadi sottolineareil fattocheesse
seguonodirettamentedall’eq. (5), la qualegiocaun ruolo fondamentalenella
nostraformulazionedellameccanicaquantistica.

La generalizzazionedelleeq.(4)e(5) aungrandenumerodi misure
û

,
ü

,Ø
,
à

, ����� ,� èovviamentechela probabilit̀adellasequenza

6
, £ , � , r , ����� , V risulta

essere

Ö / 2BA=WYXZX[X o�] Î q / 2:A:W\X[XZX o Î ` �
Ad esempio,la probabilit̀a del risultato

6
, � , V , se £ , r , ����� sonomisurateè data

dallaformulaclassica

Ö / A oB] � 2 � W ����� Ö / 2BA=WYXZX[X o S Ñ V
mentrenel casoin cui nessunamisurasiaeffettuatafra

û
e
Ø

e fra
Ø

e � la
probabilit̀a dellastessasequenza

6
, � , V è

Ö ×/ A o ] Î � 2 � W ����� q / 2BA=WYXZX[X o Î ` � S Ø V
La grandezza

q / 2BA=WYXZX[X o può esserechiamataampiezzadi probabilit̀a per la
condizione

û ]
6
\ ü ] £ \ Ø ] � \

à ] r \�������\]� ]^V (ovviamenteessaè
esprimibilecomeunprodotto

q / 2 q 2BA q A:W ����� q � o ).

3. L’AMPIEZZADI PROBABILITÀ PERUN CAMMINO
SPAZIO-TEMPORALE

Le ideefisichedelparagrafoprecedentepossonoessereestesefacilmente
per definire un’ampiezzadi probabilit̀a per un particolarecamminospazio-
temporalecompletamentespecificato.Al finedi spiegarecomeciòpossaessere
fattoci limiteremoadunproblemaunidimensionale,in quantol’estensioneal
casomultidimensionalèe ovvia.

Supponiamodi avereunaparticellachepuò assumereparecchivalori di
unacoordinataU . Immaginiamodi fareun numeroenormedi misuredi po-
sizione,separatedaun piccolo intervallo di tempo

?
. Allora unasuccessione

di misurecomequelledi
û

,
ü

,
Ø

, ����� può esserela seriedi misuredellacoor-
dinata U ai tempisuccessivi Z } \ Z ` \ Z � \������ ove Z l Ù } ] Z l c

?
. Sia U l il risultato

9 Si vedaad es.: W. Heisenberg, È<¿'�JÆ�¿�ª.­� ��w�*¢;Æ+¥« )���9  Ç�¢|�²­�³ ½¨¬)¿'�:áo®-�.�'¬�®E¦ È<¿'� ³.¥«ª
(Universityof ChicagoPress,Chicago,1930),soprattuttoil capitoloIV.
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della misuradella coordinataU al tempo Z l . Quindi, se
û

è U al tempo Z } ,
allora U } è ciò cheprima indicavamocon

6
. Da un puntodi vista classicoi

valori successivi U } \9U ` \9U � , ����� dellacoordinatadefinisconopraticamenteun
camminoUDS Z V . Alla fine,ci aspettiamodi prendereil limite

? � y .
La probabilit̀adi talecamminoèunafunzionedi U } \�������\9U l \������ cheindi-

chiamocon
Ö S²������\9U l \9U l Ù } \������)V . La probabilit̀acheil camminosiacontenuto

in unacertaregione
Ó

dello spazio-tempòe dataclassicamentedall’integrale
di

Ö
sutaleregione. Cos̀ı la probabilit̀a che U l siacompresofra

6
l e £ l , U l Ù l

fra

6
l Ù } e £ l Ù } , etc. è

�����
2B_Ú/ _ 2:_ ),+Ú/ _ ),+ ����� Ö S²������U l \9U l Ù } \������)V8����� r U l r U l Ù } ������]

Ú` Ö S²������U l \9U l Ù } \������)V������ r U l r U l Ù } �����E\
S Û V

ove il simbolo
ë` significachel’integrazionedeve essereeffettuatasui valori

dellevariabili chestannonella regione
Ó

. Questàe semplicementel’eq. (6),
con

6
, £ , ����� sostituitida U } , U ` , ����� e conla sommasostituitadall’integrale.
In meccanicaquantisticaquestàela formulacorrettaperil casoin cui tutte

le U } \9U ` \�������\9U l \������ sianoeffettivamentemisuratee soltantoquei cammini
che appartengonoad

Ó
venganoconsiderati. Ci aspetteremmoun risultato

diversose misurazionicos̀ı dettagliatenon fosseroeffettuate. Supponiamo
chesiaeseguitaunamisuracheè in gradodi stabiliresoltantoseil cammino
consideratòe contenutonellaregione

Ó
.

La misuradev’essereciò che potremmodefinire una “misura ideale”.
Supponiamocioè chenessunaltro dettagliopossaessereottenutodallastessa
misurasenzadisturbareulteriormenteil sistema. Non siamostati in grado
di trovareunadefinizioneprecisa. Stiamocercandodi evitare le incertezze
addizionalichedevonoessereeliminatecon unaoperazionedi mediase,ad
esempio,unamaggioreinformazionefossemisuratasenzavenireutilizzata.
Desideriamousarel’eq. (5) o l’eq. (7) pertuttele U l , senzaaverealcunaparte
residuasucui sommarecomenell’eq.(4).

Ci aspettiamoche la probabilit̀a di trovare – tramite la nostra“misura
ideale”– la particellanellaregione

Ó
siail quadratodi un numerocomplessoÎ q S Ó V Î ` . Il numero

q S Ó V – chepossiamochiamareampiezzadi probabilit̀a
perla regione

Ó
– è datodall’eq. (7) con

6
, £ , ����� sostituitida U l , U l Ù } , ����� e la

sommasostituitadaun integrale

q S Ó Vx] limP � �
Ú` �BS9�����"U l \9U l Ù } \������)V������ r U l r U l Ù } ����� � S Ý V
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Il numerocomplesso�BS²������U l \9U l Ù } �����#V è unafunzionedellevariabili U l che
definisconoil cammino.In realt̀a immaginiamochela spaziaturatemporale

?
vadaa zerocosicch́e � vienea dipenderedall’intero camminoUDS Z V , anzich́e
soltantodaivaloridi U l aiparticolaritempi Z l , U l ] UDS Z l V . Potremmochiamare� funzionaleampiezzadi probabilit̀a dei cammini UÌS Z V .

Riassumiamoquesteideenel nostroprimopostulato:/�@�a�
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L’affermazionedel postulatoè incompleta. L’espressione“sommadi

termini, unoperogni cammino”è ambigua.Il significatoprecisodell’eq. (9)
è il seguente. Un camminoè inizialmentedefinito solo dalle posizioni U l
per le quali essopassaad unasuccessionedi tempi ugualmentespaziati } �Z l ] Z l0k } c

?
. Allora tutti i valori delle coordinatenella regione

Ó
hanno

ugualpeso. Il valoredel pesodipendeda

?
, e può esseresceltoin modotale

chela probabilit̀a di un eventocertosianormalizzataa uno. Questomododi
procederepuò non essereil migliore, ma abbiamolasciatoquestofattoredi
pesoin unacostantedi proporzionalit̀aspecificatadalsecondopostulato.Alla
fine del calcolosi deveprendereil limite per

? � y .
Quandoil sistemahadiversigradidi libertà,lo spaziodellecoordinateU è

multidimensionale,cosicch̀eil simboloU rappresentauninsiemedi coordinateS0U ï } ò \9U ï ` ò \�������\9U ï o ò V per un sistemacon V gradi di libertà. Un camminoè
una sequenzadi configurazionia tempi successivi, ed è descrittodandole
configurazioni U l o S%U ï } òl \9U ï ` òl \������E\9U ï o òl V , cioè i valori di ciascunadelle V
coordinatead ogni tempo Z l . Il simbolo

r U l indicher̀a l’elementodi volume
dellospaziodelleconfigurazioniV -dimensionale(al tempoZ l ). L’affermazione
del postulatòe indipendentedal sistemadi coordinateusato.

Il postulatosi limita a definire i risultati di misuredi posizione. Per
esempio,essonondiceciò chedeveesserefattoperdefinireil risultatodi una
misuradi impulso.Tuttaviaquestanonèunaveralimitazione,perch́e– in linea
di principio – unamisuradi impulsosu unaparticellapuò essereeffettuata
mediantemisuredi posizionesu altre particelle, per esempioindicatori di
distanza. Quindi un’analisi di tale esperimentopermetter̀a di determinare
l’impulso dellaparticellaoriginaria.

10 Ci sonoproblemimatematicimolto interessanticonnessial tentativo di evitare la suddi-
visione e il procedimentodi passaggioal limite. Un qualchetipo di misuracomplessa
è associataallo spaziodi funzioni ç ( é ). Si possonoottenererisultati finiti in circostanze
inaspettateperch́e la misuranon è ovunquepositiva, ma i contributi della maggiorparte
dei camminitendonoa cancellarsi.Questicuriosi problemimatematicisonoevitati dalla
proceduradi suddivisione. Tuttavia ci si sentecomeavrebbedovuto sentirsiCavalieri nel
calcolareil volumedi unapiramideprimadell’invenzionedel calcoloinfinitesimale.
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4. CALCOLODELL’AMPIEZZADI PROBABILITÀ
PERUN CAMMINO

Il primopostulatospecificail tipo di contestomatematicorichiestodalla
meccanicaquantisticaper il calcolo delle probabilit̀a. Il secondopostu-
lato dà un particolarecontenutoa questocontesto,indicandocomecalcolare
l’importantequantit̀a � perogni cammino:/)/�@�/ � ����������� �"( �	�%
*� � ���$� ��( � ( �����������1
��	��
 �$�ä� ( 2���� ( -T�8�d�&� M ����
2�
*�1� ( 
 ( �"( �+�%
.� � �@�%�zÒ
 2<��� �z2/���$�$ã �E!*� ( �;
 � �&�'����� � � Ô �$�ù���	����Ò�j2�� �X Õ\- � � ( Ò
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*��� ( 
�����
F2�
*���)�1�&����
9���<���0����� � ��� �"( �)�/� ( �����<� ( �$� � ��������� ( @

In altre parole, il contributo � s UÌS Z Vwv di un dato cammino UDS Z V è pro-
porzionalea exp S W � -X V t s UDS Z Vwv , ove l’azione

t s UDS Z VwvA] ë r Z �JS%UÌS Z V*\ uU6S Z V�V è
l’integraletemporaledellelagrangianaclassica��S%Ue\ uUÞV calcolatolungoil cam-
mino considerato.La lagrangiana,chepuò essereunafunzioneesplicitadel
tempo,èunafunzionedi posizioneevelocit̀a. Sesupponiamocheessasiauna
funzionequadraticadelle velocit̀a possiamomostrarel’equivalenzamatema-
tica dei postulatienunciatisopracon la formulazioneusualedellameccanica
quantistica.

Perinterpretareil primopostulatòestatonecessariodefinireuncammino
specificandosolamentelaseriedi punti U l percuiessopassaai tempisuccessiviZ l . Al fine di calcolare

t ] ë r Z �JS%U6\ uU;V dobbiamoconoscereil camminoin
tutti i suoi punti, non soltantogli U l . Assumeremoche la funzione UÌS Z V
nell’intervallo fra Z l e Z l Ù } sia la traiettoria di una particella classicacon
lagrangiana� , cheparteda U l a Z l eraggiungeU l Ù } a Z l Ù } . Questaassunzione
è richiestadall’interpretazionedelsecondopostulatopercamminidiscontinui.
Selo si desidera,la quantit̀a �BS²������U l \9U l Ù } \������)V può esserenormalizzata(per
vari

?
) in modotale chela probabilit̀a di un eventocertosianormalizzataad

unoper

? � y .
Se � nondipendedaderivatedellaposizionedi ordinesuperioreal primo,

le bruschevariazionidellavelocit̀achehannoluogoai tempi Z l nonprovocano
alcunadifficoltà nell’eseguire l’integraled’azione. Inoltre, a menoche � sia
ristrettain tal modo,i puntiestreminonsonosufficienti adefinirela traiettoria
classica. Poich́e tale traiettoriaè quella che minimizza l’azione, possiamo
scrivere t ] �

l
t S%U l Ù } \9U l V S9f�y<V

ove t S%U l Ù } \9U l VL] Min � n _ ),+Ú
n _ �JS%UÌS Z V*\ uU6S Z V�V r Z � S9f�f-V
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Si vedequindi chel’unico riferimentoalla meccanicaclassicaconsistenella
specificazionedella lagrangiana.Infatti il secondopostulatopotrebbesem-
plicementeessereconsideratocomel’affermazione“ � è l’esponenzialedi

W
per l’integraledi unafunzionerealedi UÌS Z V e dellasuaderivataprima”. Cor-
rispondentementele equazioniclassichedel moto potrebberoesserederivate
successivamentenel limite di grandidimensioni.Si potrebbealloramostrare
chela suddettafunzionedi UDS Z V e

uUDS Z V coincidecon la lagrangianaclassicaa
menodi un fattorecostante.

Di fattola sommanell’eq.(10) è infinita ancheper

?
finito, equindipriva

di significato(a causadell’infinita estensionedel tempo).Questacircostanza
riflette un’ulterioreincompletezzadei postulati. Ci dovremoquindi limitare
adun intervallo di tempoarbitrariamentelungomafinito.

Combinandoi duepostulatiedusandol’eq. (10)otteniamo

q S Ó Vx] limP � �
Ú` exp

G
W
-X �

l
t S%U l Ù } \9U l V L ����� r U l Ù }û r U lû ������\ S9f a V

oveil fattoredi normalizzazionèestatoscrittocomeil prodottodi f � û perogni
istantedi tempo(il valoredi

û
verr̀a determinatoin seguito). L’integrazione

è su quei valori U l , U l Ù } , ����� contenutinella regione
Ó

. Questaequazione,
la definizione(11) di

t S%U l Ù } \9U l V e l’interpretazionefisica di Î q S Ó V Î ` come
probabilit̀adi trovarelaparticellain

Ó
completanolanostraformulazionedella

meccanicaquantistica.

5. DEFINIZIONEDELLAFUNZIONED’ONDA

Procediamooraa dimostrarel’equivalenzadi questipostulaticonla for-
mulazioneordinariadellameccanicaquantistica.Faremociò in duestadi. In
questoparagrafomostriamocomela funzioned’ondapossaesseredefinitase-
condoil nuovo puntodi vista. Nel paragrafoseguentemostreremochequesta
funzionesoddisfa l’equazionedi Schr̈odinger.

Vedremocheè proprio la possibilit̀a (datadall’eq. (10)) di esprimere
t

comesomma– e quindi � comeprodotto– di contributi di parti successive
della traiettoriacheci permettedi definireunaquantit̀a aventele propriet̀a di
unafunzioned’onda.

Al fine di chiarire questopunto, immaginiamodi scegliere un tempo
particolareZ e di dividere la regione

Ó
nell’eq. (12) in “futuro” e “passato”

rispettoa Z . Supponiamoche
Ó

possaesseredecompostoin: (a)unaregione
Ó ì ,

limitata in modoarbitrarionello spazio,ma tutta temporalmenteantecedente
aduntempoZ ì � Z , (b)unaregione

Ó ì�ì limitatain modoarbitrarionellospazio,
ma tutta temporalmentesuccessiva a Z ì�ìdc Z ; (c) unaregionecompresafra Z ì
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e Z ì�ì in cui tutti i valori dellecoordinatespazialisonopermessi(cioè tutto lo
spazio-tempofra Z ì e Z ì�ì ). La regione(c) non è assolutamentenecessaria,e
può esseresceltaristrettaarbitrariamentenel tempo.Tuttavia essaci permette
di variare Z di poco senzadover ridefinire

Ó ì e
Ó ì�ì . Allora Î q S Ó ì \ Ó ì�ì V Î `

è la probabilit̀a che la traiettoriasia contenutain
Ó ì e in

Ó ì|ì . Essendo
Ó ì

temporalmenteprecedentea
Ó ì�ì e considerandoil tempo Z comeil presente,

possiamodireche Î q S Ó ì \ Ó ì�ì V Î ` è la probabilit̀acheil camminosiastatoin
Ó ì

esiain
Ó ì�ì nel futuro. Dividendoperla probabilit̀a chela traiettoriasiain

Ó ì ,
troviamoche Î q S Ó ì \ Ó ì�ì V Î ` è la probabilit̀a (relativa)di trovareil sistemanella
regione

Ó ì�ì , nell’ipotesicheessosi trovasseconcertezzain
Ó ì .

Questaè ovviamentela quantit̀a fondamentaleper predirei risultati di
molti esperimenti.Supponiamodi preparareil sistemain un certomodo(ad
esempio,essosianellaregione

Ó ì ) epoi misuriamoqualchealtrapropriet̀a(ad
esempio,sar̀a nella regione

Ó ì�ì ?). Cosaci dice l’eq. (12) riguardoal calcolo
di taleprobabilit̀a,o meglio di

q S Ó ì \ Ó ì�ì V di cui essàe il quadrato?
Supponiamochenell’eq. (12) l’istante Z corrispondaad un puntoparti-

colare V della suddivisionedel tempoin intervalli

?
; assumiamocioè Z ] Z o

(naturalmentel’indice V dipendedalla particolaresuddivisioneconsiderata).
Poich́e l’esponenzialecontieneunasomma,essopuò esserescritto comeil
prodottodi duefattori

exp

G
W
-X

�
�
l í o t S0U l Ù } \9U l VTL3� exp

G
W
-X l í o k }�

l í k �
t S%U l Ù } \9U l VTL � S9f { V

Il primo fattorecontienesoltantocoordinateconindice V o maggiore,mentre
nel secondofiguranocoordinatecon indice V o minore. La fattorizzazione
(13) è possibilein virtù dell’eq. (10), cheseguedal fattochela lagrangianàe
funzioneunicamentedi posizioneevelocità.Ora,sipuòeseguirel’integrazione
su tutte le variabili U l per

W c V nel primo fattore: nerisultaunafunzionediU�o (moltiplicataper il secondofattore). Successivamentesi può integraresu
tutte le variabili U l per

W � V nel secondofattore: ciò produceunafunzione
di U o . Infine, si può integraresu U o . Ne consegueche

q S Ó ì \ Ó ì|ì V può essere
scrittacomel’integralesu U�o del prodottodi duefattori, cheindicheremocone î S0U�o<\ Z V e

[ S%U�o�\ Z V :
q S Ó ì%\ Ó ì�ì�Vh] Ú e î S%U6\ Z V [ S%Ue\ Z V r Ue\ S9f � V

ove

[ S%U�o�\ Z V5] limP � �
Ú` ð

exp

G
W
-X

o k }�
l í k �

t S%U�o Ù } \9U�o<VTL r U�o k }û r U�o k `û �����E\ S9f � V
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e

e î S%U�o/\ Z Vh] limP � �
Ú` ðñð

exp

G
W
-X

�
�
l í o t S%U l Ù } \9U l VML fû r U�o Ù }û r U�o Ù `û ����� � S9f Ñ V

Il simbolo
Ó ì nell’integraleper

[
staad indicarechele coordinatesono

integratesullaregione
Ó ì e,per Z l fra Z ì e Z , sututto lo spazio.Analogamente,

l’integraleper e î
è su

Ó ì�ì esull’interospazioperle coordinatecorrispondenti
a tempicompresifra Z e Z ì�ì . L’asteriscoin e î

denotala coniugazionecomples-
sa, in quantorisulter̀a più convenientedefinire l’eq. (16) comeil complesso
coniugatodi un’altraquantit̀a e .

La grandezza
[

dipendesolodallaregione
Ó ì precedentea Z , edè com-

pletamentedefinitasequellaregioneè nota. Essanondipendein alcunmodo
da ciò cheaccadr̀a al sistemadopoil tempo Z . Quest’ultimainformazioneè
contenutain e . Quindi conl’introduzionedi

[
e e abbiamoseparatola storia

passatadalcomportamentofuturodelsistema.Ciò ci permettedi parlaredella
relazionefra passatoe futuro nel modousuale.Esplicitamente,seunaparti-
cella è statain unaregione

Ó ì dello spazio-tempo,si può dire cheal tempo Z
essasi trova in un certostatodeterminatosoltantodal suopassatoe descritto
dalla funzioned’onda

[ S%U6\ Z V . Questafunzionecontienetutta l’informazione
necessariaal finedi predireprobabilisticamenteil comportamentofuturo. Sup-
poniamoinfatti chein un’altrasituazionela regione

Ó ì siadiversa– diciamo¡ ì – edinoltrechela lagrangianadifferiscapertempiminori di Z . D’altra parte,
supponiamoper̀o che

[ S%U6\ Z V datadall’eq.(15)siaugualeneiduecasi.Allora
l’eq. (14)ci dicechela probabilit̀adi esserein

Ó ì�ì è la stessa,siaper
Ó ì cheper¡ ì . Di conseguenzamisurefuturenondistinguerannosenelpassatoil sistema

erain
Ó ì o in ¡ ì . Neconcludiamochela funzioned’onda

[ S%U6\ Z V è sufficiente
perspecificarele propriet̀a necessarieal fine di determinarecompletamenteil
comportamentofuturo.

In modoanalogola funzionee î S%U6\ Z V caratterizzal’esperimentocheviene
effettuatosul sistema.Seunaregione ¡ ì�ì diversada

Ó ì�ì ed unalagrangiana
diversaper tempi successivi a Z desserola stessafunzione e î

(vedi eq. (16))
in entrambele situazioni,avremmo– secondol’eq. (14) – chela probabilit̀a
di trovareil sistemain

Ó ì|ì sarebbeugualea quelladi trovarlo in ¡ ì�ì (indipen-
dentementedallapreparazionedel sistema,specificatada

[
). In altreparole,

i dueesperimenti
Ó ì�ì e ¡ ì�ì sonoequivalenti, in quantofornisconogli stessi

risultati. Possiamoanchedire chequestiesperimentideterminanoconquale
probabilit̀a il sistemasi trovanellostatoe . Di fattoquestaterminologiaè im-
precisa,in quantoil sistemasi trovanello stato

[
. Naturalmenteil motivo per

cui possiamoassociareunostatoadunesperimentòeche(perunesperimento
ideale)risultaesserciununicostato(lacui funzioned’ondaè e S%U6\ Z V ) nelquale
l’esperimentoavvieneconcertezza.
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Possiamoquindi dire: la probabilit̀a cheunsistemain unostato
[

venga
rivelatodaunesperimentoil cui statocaratteristicòe e è datada¤¤¤¤ Ú e î S%Ue\ Z V [ S%Ue\ Z V r U ¤¤¤¤ ` � S9f Ø V

Ovviamentequestirisultatisonoin accordoconi principidellameccanica
quantisticaordinaria.Essisonounaconseguenzadel fattochela lagrangiana
è unafunzionesolamentedi posizione,velocit̀ae tempo.

6. L’EQUAZIONED’ONDA

Al fine di completarela dimostrazionedell’equivalenzacon la formu-
lazioneordinariadovremomostrarechela funzioned’onda– definitanelpara-
grafoprecedentedall’eq.(15)–soddisfapropriol’equazionedi Schr̈odinger. In
realt̀a,riusciremoafarequestosolonelcasoin cui la lagrangiana� nell’eq.(11)
èunaformaquadraticainomogeneadellevelocit̀a. Nonsi trattaper̀o di unase-
ria limitazione,datochesonodescrittidi fattotutti queicasiin cui l’equazione
di Schr̈odingerè verificatasperimentalmente.

L’equazioned’ondaforniscel’evoluzionetemporaledellafunzioned’on-
da. Ci possiamoaspettaredi ottenereun’approssimazionenotandoche,per

?
finito, l’eq. (15) permettedi sviluppareuna semplicerelazionericorsiva.

Consideriamola forma dell’eq. (15) nel casoin cui volessimocalcolare
[

all’istantedi temposuccessivo:

[ S%U�o Ù } \ Z c
?
VL] Ú` ð

exp

G
W
-X

o�
l í k �

t S%U l Ù } \9U l VTL r U�oû r U�o k }û ����� � S9f � ì V

Questaè simile all’eq. (15), a partel’integrazionesull’ulteriore variabile U�o
ed il nuovo terminenella sommachestanell’esponenziale.Questotermine
significachel’integralenell’eq.(15ì ) èlo stessointegralepresentenell’eq.(15),
a menodel fattore S9f"� û V exp S W � -X V t S%U o Ù } \9U o V . Poich́e essonon contiene
alcunadellevariabili U l per

W
minoredi V , tuttele integrazionisu

r U l possono
essereeseguite, ignorandola differenzacon l’eq. (15). Tuttavia, in virtù
dell’eq. (15), il risultatodi tali integrazioniè semplicemente

[ S%U�o@\ Z V . Quindi
dall’eq. (15ì ) seguela relazione

[ S%U�o Ù } \ Z c
?
VL] Ú

exp 7 W
-X t S%U�o Ù } \9U�o/V

9 [ S0U�o�\ Z V r U�o.� û � S9f Û V
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Mostreremosuesempisemplicichequestarelazione,conun’opportunascelta
di

û
, è equivalenteall’equazionedi Schr̈odinger. Di fatto, l’eq. (18) non è

esatta,ma è valida solo nel limite

? � y , e noi assumeremoche essasia
correttaal prim’ordinein

?
. Osserviamocheè �.�Uf � � 
*�	��
 chetaleequazione

sia corretta � ( � ( al prim’ordine in

?
, per

?
piccolo. Infatti, seconsideriamoi

fattorinell’eq.(15)checi portanoadunintervallo di tempofinito



, il numero
di tali fattori è


 � ? . Facendoun erroredi ordine

?
`

in ognunodi essi,l’errore
risultantesar̀adi ordine

?
` S 
 � ? VL]

? 

, chesi annullanel limite

? � y .
Illustreremoquindi la relazioneesistentefra l’eq. (18) e l’equazionedi

Schr̈odingerconsiderandoil casosemplicedi unaparticellain un potenziale
unidimensionaleR8S%UoV . Primadi far questovogliamoper̀o discuterealcune
approssimazionialvalore

t S%U l Ù } \9U l V datodall’eq.(11),chesarannosufficienti
perl’espressione(18).

È difficile calcolareesattamente,partendodallameccanicaclassica,l’e-
spressionedi

t S%U l Ù } \9U l V datadall’eq.(11). In realt̀a bastausarenell’eq.(18)
un’espressioneapprossimataper

t S%U l Ù } \9U l V , purch́e l’errore dovuto all’ap-
prossimazionesiadi un ordinedi grandezzapiù piccolodi

?
. Ci limitiamo al

casoin cui la lagrangianàe unaforma quadraticainomogeneanelle velocit̀auUxS Z V . Comevedremopiù avanti, i cammini più importanti sonoquelli per
cui U l Ù } ^ U l è dell’ordine di

% ?
. In questecircostanzèe sufficientecalco-

lare l’integralenell’eq. (11) lungoil camminoclassicocorrispondenteaduna
particella �#� � 
*
�� }�} .

In ��(�( 
92��$������
 � ��
���
.�.�%����
 } ` la traiettoriadi unaparticellalibera è una
linearetta,quindil’integralechefiguranell’eq.(11)puòesserecalcolatolungo
unaretta. In questocasoè sufficientesostituirel’integralecon la "regoladel
trapezio"t S%U l Ù } \9U l Vh]

?
a � I U l Ù } ^ U l

?
\9U l Ù }

K
c

?
a � I U l Ù } ^�U l

?
\9U l

K
S9f Ý V

oppure,seèpiù conveniente,cont S%U l Ù } \9U l Vh]
?
� I U l Ù } ^ÜU l

?
\ U l Ù } c U la

K
� S a y<V

Questeequazioninon sonovalide in un sistemaarbitrariodi coordinate,ad
esempiosferiche. Si può usareun’approssimazioneancorapiù semplicenel

11 Si assumechele “forze” entrinoattraversoun potenzialescalareo vettore,enonin termini
in cui compareil quadratodella velocit̀a. Più in generale,per particellalibera si intende
quelsistemala cui lagrangianàe alterataper l’omissionedi termini lineari nellavelocit̀a o
indipendentidaessa.

12 Più in generale,coordinateper cui i termini quadraticinelle velocit̀a in g ( ç�è _ç ) appaiono
concoefficienti costanti.
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casoin cui nonsia presenteun potenzialevettoreo altri termini lineari nella
velocit̀a: t S%U l Ù } \9U l VL]

?
� I U l Ù } ^ÜU l

?
\9U l Ù }

K
� S a f-V

Quindiperil sempliceesempiounidimensionaledi unaparticelladi massab
in unpotenzialeR1S%UoV possiamoporret S0U l Ù } \9U l VL] b

?
a I U l Ù } ^ U l

? K ` ^
?
R1S0U l Ù } V � S a�a V

In questocaso,l’eq. (18)diventa

[ S%U�o Ù } \ Z c
?
Vx] Ú

exp F W
?
-X

G
b a I U o Ù } ^ÜU o? K ` ^ËRTS%U�o Ù } V LUN �

[ S%U o \ Z V r U o � û �
S a { V

PoniamoU o Ù } ] U e U o Ù } ^ U o ] å , cosicch́e U o ]�U ^ å . In tal modo
l’eq. (23)diventa

[ S%Ue\ Z c
?
Vx] Ú

exp 7 W b å `a
?

-X ^ W
?
RTS%UoV
-X

9 [ S%U3^ å \ Z V r åû � S a � V
L’integrazionein å converge se

[ S%U6\ Z V si annulla in modo sufficien-
tementerapidoper grandivalori di U (certamentese

ë [ î S%U;V [ S%U;V r Ud] f ).
Essendo

?
moltopiccolo,nell’integrazionesu å l’esponenzialedi

W b å ` � a -X
?
os-

cilla moltorapidamentetrannechenellaregioneintornoa å ]�y ( å dell’ordine
di S -X

? � b V +! ). Poich́ela funzione
[ S%U�^ å \ Z V haunadipendenzada å piuttosto

“liscia” (datoche

?
può esseresceltoarbitrariamentepiccolo), la regione in

cui l’esponenzialeoscilla rapidamentecontribuirà molto poco,a causadella
quasicompletacancellazionedi contibuti positivi e negativi. Quindi solopic-
coli valori di å sonorilevanti nell’integrazione,il chepermettedi sviluppare[ S%U3^ å \ Z V in seriedi Taylor. Abbiamo

[ S0Ue\ Z c
?
Vh] exp I ^ W

?
R3S0U;V
-X

K Ú
exp I W b å `a -X

? K
�7 [ S0Ue\ Z Vx^ å Y [ S%U6\ Z VY U c å `a Y ` [ S0Ue\ Z VY U ` ^d�����

9 r å � û � S a � V

Ora
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Ù �Ú
k � exp S W b å ` � a -X

?
V r å ]ùS a'& -X

?
W � b V +! \

Ù �Ú
k � exp S W b å ` � a -X

?
V å r å ]zy�\ S a Ñ V

Ù �Ú
k � exp S W b å ` � a -X

?
V å ` r å ]óS -X

?
W � b V�S a'& -X

?
W � b V +! \

mentrel’integralecontenenteå � è zero,in quantoil suointegrandoèunafun-
zionedispari(analogamenteall’integrandochecontieneå ). Inoltre l’integrale
contenenteå � èdi almenounordine

?
più piccolodi quelli consideratisopra}«� .

Sviluppandoil primomembrodell’eq.(25)al prim’ordinein

?
, taleequazione

diventa

[ S0Ue\ Z VÞc
?
Y [ S%Ue\ Z VY	Z ] exp I ^ W

?
R1S0U;V
-X

K
S a'& -X W

? � b V +!û �7 [ S%Ue\ Z Vec -X
?
Wa-b Y ` [ S%U6\ Z VY U ` c �����

9
� S a Ø V

Affinché amboi membripossanocoincidereall’ordine !�
�
 ( in

?
è necessario

chesi abbia

û ]óS a'&;W -X
? � b V +! � S a Û V

Sviluppiamooral’esponenzialecontenenteRTS%U;V . Otteniamo

[ S%U6\ Z VÞc
?
Y [ S%Ue\ Z VY	Z ] I f¨^ W

?
-XQR1S%U;V

K
�I [ S%Ue\ Z Vec -X

?
Wa'b Y ` [ S0Ue\ Z VY U `

K
� S a Ý V

Cancellando
[ S%U6\ Z V daamboi membri,uguagliandoi termini al prim’ordine

in

?
e moltiplicandoper ^ -X � W , si ha

13 In realt̀a, questiintegrali sonooscillantie quindi nonbendefiniti, per̀o adun simile incon-
venientesi può ovviare introducendoun fattoredi convergenza.Nell’eq. (24) tale fattore
è automaticamentefornito da ¶ ( ç[dÕó-è%é ). Sesi desideraun procedimentopiù formale,si
può, adesempio,sostituire -Â con -Â (1 d ï�h ) ove h èunnumeropiccolopositivo,prendendo
successivamenteil limite h _ 0.
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^ -XW Y [
Y	Z ] fa-b I -XW YY U

K ` [ c R8S%UoV [ \ S { y<V
cheè l’equazionedi Schr̈odingerperil problemaconsiderato.

L’equazioneper e î
può essereottenutanello stessomodo,ma aggiun-

gendounfattore,il tempo 2�
 � 
"
*� � 
 di un intervallo, cioè e î
soddisfaun’equa-

zionesimileall’eq. (30)col segnodeltempoinvertito. Prendendoil complesso
coniugatopossiamoconcludereche e soddisfa la stessaequazionedi

[
, cioè

un’esperimentopuò esseredefinitomedianteil particolarestato e a cui esso
corrisponde} � .

Questoesempiomettein evidenzacomela maggiorpartedel contributo
a

[ S%U�o Ù } \ Z c
?
V vengadai valori di U�o in

[ S%U�o�\ Z V chesonomolto vicini aU�o Ù } (lacuidistanzàedell’ordine
% ?

), cosicch́el’equazioneintegrale(23)può
esseresostituitadaun’equazionedifferenzialenel limite

? � y . Le “velocit̀a”S0U�o Ù } ^uU�o�V�� ? chesonoimportantisonomolto grandi– essendodell’ordine
di S -X � b ?

V +! – e divergonoper

? � y . I corrispondenticamminisonopercìo
continuima nondifferenziabili. Essisonodel tipo familiaredallo studiodel
motobrowniano.

Sonoproprio questegrandi velocit̀a che richiedonoattenzionenell’ap-
prossimare

t S%U�o Ù } \9U�o<V datadall’eq. (11) } � . La sostituzionedi R8S%U�o Ù } V
con R1S%U�o�V cambierebbel’esponentenell’eq. (18) di

W
?
s RTS%U�o�VL^ R1SRo Ù } V«vô� -X ,

cheè di ordine

?
S0U o Ù } ^uU o V : ciò introdurrebbetermini irrilevanti di ordine

superiorein

?
nel secondomembrodell’eq. (29). È per questomotivo che

le eq. (20) e (21) sonoapprossimazioniugualmentebuonedi
t S%U�o Ù } \9U�o/V

in assenzadi potenzialevettore. Tuttavia un terminelinearenella velocit̀a
(dovuto al potenzialevettore)come

û uU r Z deveessereconsideratoconpiù at-
tenzione. Un terminein

t S0U�o Ù } \9U�o/V come
û S%U�o Ù } V�S%U�o Ù } ^ U�o�V differisce

da
û S%U�o�V�S%U�o Ù } ^uU�o�V perun terminedi ordine S%U�o Ù } ^uU�o�V ` , valea dire di

ordine

?
: questoterminecambierebbela corrispondenteequazioned’onda.

14 Il dott. HartlandSnydermi hafattoosservare,in conversazioniprivate,la possibilit̀a molto
interessantecheci possaessereunageneralizzazionedellameccanicaquantisticain cui gli
statimisuratisperimentalmentenonpossanoesserepreparati.Non ci sarebbecioè alcuno
statoin cui il sistemahaunvaloredefinitodi (almeno)unaosservabile. La classedi funzioniR non sarebbeidenticaalla classedi stati possibili ¶ . Ciò avverrebbese,ad esempio,R
soddisfacesseadunaequazionediversadaquellaper ¶ .

15 L’eq. (18)è in realt̀aesattaquandol’eq. (11)èusataper � ( ç í +1 è%ç.í ) con b arbitrario,neicasi
in cui il potenzialenoncontieneç a potenzesuperioria due(particellalibera,oscillatore
armonico). È per̀o necessariousareun valore più accuratoper � . Si può definire �
nel modoseguente. Si assumacheparticelleclassichecon i gradi di libertà partanodaç í è�é í condensit̀a uniformenello spaziodell’impulso. Si indichi con T �1jM� 0 (� 0 costante)
il numerodi particellecon unadatacomponentedell’impulso nell’intervallo T � . Allora� = (2k ï -Â jM� 0) � Ã 2 l1m 1 Ã 2, ove l è la densit̀a nello spazio¶ -dimensionaledellecoordinateç í +1 delleparticelleconsiderateal tempoé í +1.
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Per tale motivo l’eq. (21) non è sufficientementeaccuratacome approssi-
mazionedell’eq. (11), percui si rendenecessariousarel’espressione(20) (o
(19) da cui la (20) differisceper termini superiori in

?
). Se A rappresenta

il potenzialevettoree p ] S -X � W V$Ç l’operatoreimpulso,allora l’eq. (20) dà
nell’operatorehamiltonianoun termine S�f � a-b V�S p ^ Swi � � V A VD��S p ^ S�i"� � V A V ,
mentrel’eq. (21) fornisce S9f � a-b V�S p � p ^uS a i"� � V A � p c S�i ` � � ` V A � A V . Queste
dueespressionidifferisconoper S -X i"� a-W�b � V$Ç � A, chepuò nonesserenullo.
La questionèe ancorapiù importanteper i coefficienti di termini quadratici
nellevelocit̀a. In generale,le eq.(19) e (20) nonsonorappresentazionisuffi-
cientementeaccuratedell’eq. (11) perquestitermini. È quandoi coefficienti
sonocostantiche le eq. (19) o (20) possonosostituirel’eq. (11). Sesi usa
un’espressionecomel’eq. (19) ad esempioin coordinatesferiche,si ottiene
un’equazionedi Schr̈odingerin cui l’operatorehamiltonianohaqualcheope-
ratoredellecoordinatee dell’impulsonell’ordinesbagliato.L’eq. (11) allora
risolve l’ambiguità nella usualeregola di sostituire� e Å con operatorinon
commutantiS -X � W V�S Y � Y Å V e Å nellahamiltonianaclassica

÷ S � \ Å V .È chiaroche l’affermazionecontenutanell’eq. (11) è indipendentedal
sistemadi coordinate. Pertanto,al fine di trovare l’equazioned’onda cor-
rispondentein unarbitrariosistemadi coordinate,il procedimentopiùsemplice
consistenel trovaredapprimal’equazioned’ondain coordinatecartesiane,ef-
fettuandopoi il cambiamentodi coordinate. È quindi sufficiente mostrare
la relazionefra i nostri postulatie l’equazionedi Schr̈odingerin coordinate
rettangolari.

La derivazionedataqui in unadimensionepuò essereestesadirettamente
al casodi coordinatecartesianetridimensionaliperunnumeroarbitrario � di
particelleinteragentifra loro edin presenzadi un campomagneticodescritto
daunpotenzialevettore.I terminidipendentidalpotenzialevettorerichiedono
di completareil quadratonell’esponentenel modo usualeper gli integrali
gaussiani.La variabile U deve esseresostituitadall’insieme U ï } ò \������-\9U ï �Hn ò ,
ove U ï } ò ,U ï ` ò ,U ï � ò sonole coordinatedellaprimaparticelladi massa

b } , U ï � ò ,U ï � ò ,U ï � ò della secondadi massa
b ` , etc. Il simbolo

r U vienesostituitodar U ï } ò ����� r U ï �Hn ò el’integrazionesu
r U èsostituitada { � integrali. La costan-

te
û

assumein questocasoil valore
û ]ùS aQ&;W -X

? � b } V1o ! �����'S a'&;W -X
? � b �Hn Vpo ! .

La lagrangianàe quellaclassicae l’equazionedi Schr̈odingerchene risulta
sar̀a quellacorrispondentealla hamiltonianaclassicaassociataalla suddetta
lagrangiana.Le equazioniin ogni altro sistemadi coordinatepossonoessere
ottenutemedianteunatrasformazione.Poich́e quantodettosopracomprende
tutti i casiin cui l’equazionedi Schr̈odingerèstataverificatasperimentalmente
possiamodire chei nostri postulatisonoequivalentiall’usualeformulazione
dellameccanicaquantisticanonrelativisticaquandovengatrascuratolo spin.
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7. DISCUSSIONEDELL’EQUAZIONED’ONDA

Il LimiteClassico

La dimostrazionedell’equivalenzafra la formulazioneusualedellateoria
quantisticaequellapresentataqui èoracompleta.Vorremmoper̀o considerare
in questoparagrafoalcuneosservazioniconcernentil’eq. (18).

Questaequazionespecifical’evoluzionetemporaledellafunzioned’onda
duranteun piccolo intervallo di tempo. Fisicamente,essapuò essereinter-
pretatacomel’espressionedel principio di Huygensper le ondedi materia.
In otticageometrica,i raggi in un mezzoinomogeneosoddisfanoil principio
di Fermatdi minimo ��
���� ( . Possiamoenunciareil principio di Huygens
dell’ottica ondulatorianel modoseguente. Sel’ampiezzadi un’ondaè nota
su una datasuperficie,in un punto vicino l’ampiezzapuò essereconsider-
atacomela sommadi contributi provenientida tutti i punti della superficie.
Ogni contributo è sfasatodi unaquantit̀a proporzionaleal ��
*��� ( chela luce
impiegherebbeperandaredallasuperficieal puntolungo il raggiodi minimo��
���� ( dell’otticageometrica.Possiamoconsiderarel’eq. (22) in modosimile
partendodal primo principio di Hamiltondi minima �E!�� ( ��
 perla meccanica
classicao “geometrica”.Sel’ampiezzadell’onda

[
è notasuunadatasuper-

ficie – in particolarela “superficie”consistentedi tuttele U al tempoZ – il suo
valorein unpuntovicino, al tempoZ c

?
, è la sommadi contributi provenienti

da tutti i punti della superficieal tempo Z . Ogni contributo è sfasatodi una
quantit̀aproporzionaleall’ �-!*� ( ��
 richiestaperandaredallasuperficieal punto
consideratolungoil camminodi minima �E!�� ( ��
 dellameccanicaclassica}w� .

In realt̀a, il pricipio di Huygensdell’ottica non è correttoe va sostituito
dallamodificadi Kirchoff, cherichiedechel’ampiezzae la suaderivatasiano
notesusuperficiadiacenti.Ciò èconseguenzadelfattochel’equazioned’onda
dell’ottica è del secondoordinenel tempo. L’equazioned’ondadellamecca-
nica quantisticaè invecedel primo ordinenel tempo. Quindi il principio di
Huygens Ò
 correttoperle ondedi materia,nel qualcasol’azionesostituisceil
tempo.

L’equazione(18) può ancheessereconfrontatacon grandezzeche ap-
paiononellaformulazioneusuale.Nell’approcciodi Schr̈odingerl’evoluzione
temporaledellafunzioned’ondaèdatoda

^ -XW Y [
Y�Z ] H

[ S { f-V
chehacomesoluzione(per

?
arbitrarioseH è indipendentedal tempo)

[ S%Ue\ Z c
?
VL] exp S9^ W

?
H � -X V [ S%U6\ Z V � S { a V

16 A talepropositosi vedanoleosservazionimoltointeressantidi Schr̈odinger, Ann. d. Physik
79, 489(1926).
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Pertantol’eq. (18) esprimeexp S9^ W
?
H � -X V comeun’operatoreintegrale ap-

prossimatoper

?
piccolo.

Secondoil punto di vista di Heisenberg si considera,ad esempio,la
posizioneal tempo Z comeun operatorex. La posizionex ì ad un tempo
successivo Z c

?
può essereespressain termini di quellaal tempo Z secondo

l’equazioneoperatoriale

x ì	] exp S W
?
H � -X V x exp S9^ W

?
H � -X V � S {�{ V

La teoriadelle trasformazionidi Dirac ci permettedi considerarela funzione
d’onda al tempo Z c

?
,

[ S%U ì \ Z c
?
V , comedescriventeuno statonella rap-

presentazionein cui x ì è diagonale,mentre
[ S%Ue\ Z V descrive lo stessostato

nella rappresentazionein cui x è diagonale. Questefunzioni d’onda sono
quindi connessedalla funzionedi trasformazioneS%U ì Î U;V P checollega le due
rappresentazioni:

[ S%U ì \ Z c
?
Vx] Ú S%U ì Î U;V P [ S%Ue\ Z V r U �

Di conseguenzaseguedall’eq.(18)cheper

?
piccolopossiamoporre

S0U+ì Î U;V P ]óS9f � û V exp S W t S%U+ì \9U;V�� -X V S {�� V
ove

t S%U ì \9U;V è definitadall’eq. (11).
La strettaanalogiafra S%U ì Î U;V P e la grandezzaexp S W t S%U ì \9U;V � -X V è stata

sottolineataripetutamenteda Dirac } . Ora vediamoche,con sufficienteap-
prossimazione,le duegrandezzepossonoessereconsiderateproporzionali.Le
osservazionidi Dirac sonostateil puntodi partenzadel presentelavoro. Gli
argomentidi Dirac riguardantiil limite classico -X � y sonomolto belli, e
forsepossoesserescusatoseli riportoqui brevemente.

Notiamoinnanzituttochela funzioned’ondain U ì�ì al tempoZ ì�ì puòessere
ottenutadaquellain U ì al tempoZ ì come

[ S%U�ì�ì0\ Z ì�ì$VL] limP � �
Ú ����� Ú exp

G
W
-X

� k }�
l íÞ�

t S0U l Ù } \9U l V L �
[ S%U ì \ Z ì V r U �û r U }û ����� r U � k }û \

S {/� V

oveponiamoU � g U ì \9U � g U ì�ì e *
?
g Z ì�ì ^ Z ì (assumiamochefra i tempi Z ì eZ ì�ì nonvi siaalcunarestrizionesullaregioned’integrazione).Ciò può essere

visto sia applicandoripetutamentel’eq. (18) che direttamentedall’eq. (15).
Ci chiediamoora quali valori delle coordinatecontribuiscanomaggiormente
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all’integraleper

? � y . Questisarannoi valori osservabili sperimentalmente
con maggioreprobabilit̀a, e quindi determinerannoil camminoclassicoper

? � y . Se -X è molto piccolo, l’argomentodell’esponenzialesar̀a unafun-
zionerapidamentevariabiledi ognunodeisuoiargomentiU l . Al variaredelleU l , i contributi positivi enegativi all’integraleprovenientidall’esponenzialesi
cancellanoquasicompletamente.La regionedelle U l checontribuiscemag-
giormenteè quella in cui l’argomentodell’esponentevaria con U l il meno
rapidamentepossibile(metododella fasestazionaria). Indichiamocon

t
la

sommanell’esponente t ]
� k }�
l ío�

t S%U l Ù } \9U l V � S {�Ñ V
Allora l’orbita classicapassaapprossimativamenteperqueipunti U l nei qualit

varia di pocoal variaredelle U l : nel limite -X � y la traiettoriaclassica
passaper i punti in cui

t
nonvariaper unapiccolavariazionedelle U l . Ciò

significachel’orbita classicapassaperi punti in cui Y t � Y U l ]�y , perogni U l .
Prendendoil limite

? � y , l’eq. (36)diventa(in virtù dell’eq.(11))t ] n ðñðÚ
n ð

�JS%UÌS Z V.\ uU6S Z V9V r Z � S {/Ø V
Vediamoquindi che il camminoclassicoè quella traiettoriadeformandola
qualenon si induce– al prim’ordine – alcunavariazionein

t
. Questoè il

principio di Hamilton,cheportadirettamentealle equazionidi Lagrange.

8. ALGEBRADEGLI OPERATORI

Elementidi matrice

Datala funzioned’ondae l’equazionedi Schr̈odinger, è possibilenatu-
ralmentesvilupparel’intero formalismodegli operatorio dell’algebradelle
matrici. È tuttavia più interessanteesprimerequesticoncettiin un linguaggio
differente,più simile a quello usatonella formulazionedei nostri postulati.
Ciò nonportaadunapiù profondacomprensionedell’algebradegli operatori,
in quantoi nostri risultati sarannounasemplicetrascrizionedelle equazioni
operatorialiin unanotazionepiù pesante.D’altra parte,il nuovo formalismo
è molto utile in certeapplicazionidescrittenell’introduzione.La formadelle
equazionipermetteinoltreun’estensionenaturaleadunaclassedi operatoripiù
vastadi quellausualmenteconsiderata(adesempiooperatorichesi riferiscono
adueo più tempidiversi). Le formulechesvilupperemogiocherannounruolo
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importantenelcasoin cui siapossibileunageneralizzazioneadunaclassepiù
vastadi integrali d’azione.

Discuteremoquestiargomentinei tre paragrafisuccessivi, mentreil pre-
senteparagrafocontieneprincipalmentealcunedefinizioni. Introdurremouna
grandezzachechiamiamoelementodi transizionetra duestati. Essoè essen-
zialmenteunelementodi matrice.Ma invecedi essereunelementodi matrice
fra duestati

[
e e corrispondentiallo �*��
.��� ( tempo,i duestatisi riferisconoa

tempidiversi. Nel paragrafosuccessivootterremounarelazionefondamentale
fra gli elementidi transizione,dacui possonovenirdedottele usualirelazioni
di commutazionefra coordinateedimpulsi. La stessarelazionefornisceanche
le equazioninewtonianedelmotoin formamatriciale.Discuteremoinfinenel
paragrafo10 la relazionefra hamiltonianaedoperatoredi traslazionetempo-
rale.

Cominciamocoldefinireunelementodi transizionein terminidellaproba-
bilit àdi transizionefra unostatoedunaltro. Più precisamente,supponiamodi
avereunasituazionesimileaquellaconsideratanelladerivazionedell’eq.(17).
La regione

Ó
consistedi unaregione

Ó ì precedentea Z ì , tutto lo spaziofra Z ì
e Z ì�ì e la regione

Ó ì|ì successivaa Z ì�ì . Studieremola probabilit̀a cheunsistema
nellaregione

Ó ì sia trovatosuccessivamentenellaregione
Ó ì�ì . Questàe data

dall’eq.(17). Discuteremoin questoparagrafocomeessavariaal variaredella
formadella lagrangianafra Z ì e Z ì�ì . Nel paragrafo10 studieremoinvececome
essacambiaal variaredellapreparazione

Ó ì o dell’esperimento
Ó ì�ì .

Lo statoal tempoZ ì èdefinitocompletamentedallapreparazione
Ó ì . Esso

può esserespecificatodalla funzioned’onda
[ S%U ì \ Z ì V ottenutadall’eq. (15)

considerandogli integrali estesifino al tempoZ ì . Analogamente,lo statocarat-
teristico dell’esperimento(regione

Ó ì�ì ) può esseredefinito da una funzionee S%U ì|ì \ Z ì|ì V ottenutadall’eq. (16) con integrali calcolatia partiredal tempo Z ì�ì .
La funzioned’onda

[ S%U ì�ì \ Z ì�ì V può ovviamenteessereottenutaancheappli-
candol’eq. (15) o da

[ S%U ì \ Z ì V mediantel’eq. (35). Secondol’eq. (17) conZ ì al postodi Z , la probabilit̀a cheil sistemavengaosservatonello stato e se
preparatoin

[
è il quadratodi ciò che chiamiamoampiezzadi transizioneë e î S%U ì�ì \ Z ì�ì V [ S%U ì�ì \ Z ì�ì V r U ì�ì . Desideriamoesprimerequestagrandezzain ter-

mini di e al tempo Z ì�ì e di
[

al tempo Z ì : possiamofarlo grazieall’eq. (35).
Quindi la probabilit̀a cheun sistemapreparatonello stato

[ n ð al tempo Z ì sia
trovatoaduntempoZ ì�ì nellostatoe n ðñð èil quadratodell’ampiezzadi transizione

Í e n ðñð Î f Î [ n ð Ï ¾ ] limP � �
Ú ����� Ú e î S%U ì�ì \ Z ì�ì V exp S W t � -X V [ S%U ì \ Z ì V*�r U �û ����� r U � k }û r U � \ S {�Û V

ove si è fatto uso dell’abbreviazione(36). Nel linguaggiodella meccanica
quantisticaordinaria,nel casoin cui la hamiltoniana H sia costante,si ha
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[ S%Ue\ Z ì�ì V¨] exp s ^ W S Z ì�ì ^ Z ì V H � -X v [ S%Ue\ Z ì V , cosicch́e l’eq. (38) è l’elementodi
matricedi exp s ^ W S Z ì�ì ^ Z ì V H � -X v fra gli stati e n ðñð e

[ n ð .Se
�

è un’arbitrariafunzionedellecoordinateU l per Z ì � Z � Z ì�ì , defi-
niamol’elementodi transizionedi

�
fra gli stati

[
al tempoZ ì e e al tempoZ ì�ì

perl’azione
t S%U ì�ì g U � \9U ì g U � V come

Í e n ðñð Î � Î [ n ð Ï�¾ ] limP � �
Ú ����� Ú e î S%U+ì�ì%\ Z ì�ì%V � S%U � \9U } \������E\9U � V.�

exp

G
W
-X

� k }�
l ío�

t S%U l Ù } \9U l VTL [ S%U+ì \ Z ì$V r U �û ����� r U � k }û r U � � S {�Ý V

Nel limite

? � y � diventaun funzionaledel camminoUDS Z V .
Vedremooraperch́e tali quantit̀asonoimportanti.Sar̀a più facilecapirlo

seci soffermiamoun momentoa scoprirele corrispondentigrandezzenella
formulazioneconvenzionale.Supponiamoche

�
sia datasemplicementedaU�o , dove V corrispondeaduncertotempoZ ] Z o . Allora nelsecondomembro

dell’eq. (39) gli integrali da U � a U�o k } possonoesserecalcolati, ottenendo[ S%U o \ Z V o exp s ^ W S Z ^ Z ì V H � -X v [ n ð . Analogamente,gli integrali su U l per*�é W c V dannoe î S0U o \ Z V o
n
exp s ^ W S Z ì�ì ^ Z V H � -X v e n ðñð p î . Quindi l’elemento

di transizionedi U o
Í e n ðñð Î � Î [ n ð Ï�¾ ] Ú e î

n ðñð i�kDï#l�p -X ò H ï�n ðñð k	n ò0Uoi�kDï#l�p -X ò H ï�n«k	n ð ò [ n ð r U3]Ú e î S%Ue\ Z V«U [ S%U6\ Z V r U S � y<V

è l’elementodi matricedi x al tempo Z ] Z o fra lo statoal tempo Z chenasce
da

[ n ð al tempo Z ì e lo statoal tempo Z cheevolver̀a in e n ðñð al tempo Z ì�ì . È
pertantol’elementodi matricedi x S Z V fra questiduestati.

Procedendoin modoanalogosi vede(usandol’eq. (39) con
� ]äU�o Ù } )

che l’elementodi transizionedi U�o Ù } è l’elementodi matricedi x S Z c
?
V .

L’elementodi transizionedi
� ] S%U�o Ù } ^ U�o�V�� ? è l’elementodi matricediS x S Z c

?
VQ^ x S Z V"V�� ? o di

W S Hx ^ xH V�� -X , comeè mostratodall’eq. (40): lo
possiamochiamareelementodi matricedellavelocit̀a.

Consideriamounsecondoproblemachedifferiscedalprimo,adesempio,
in quantoil potenzialeè aumentatodi unapiccolaquantit̀a

ß S x \ Z V . Allora
nelnuovo problemala grandezzachesostituisce

t
è
t ì ] t c C l

? ß S%U l \ Z l V .
Sostituendolanell’eq.(38)si ha

Í e n ðñð Î f Î [ n ð Ï ¾ ð ]
q e n ðñð

¤¤¤¤¤ exp
W
?
-X

�
�
l í }

ß S%U l \ Z l V
¤¤¤¤¤ [ n ð]r ¾ � S � f-V



80

Quindielementidi transizionecomequellonell’eq.(39)sonoimportantiogni-
qualvolta

�
puònascerein qualchemododaunavariazioneÐ t di unfunzionale

d’azione. Chiameremofunzionaliosservabili quei funzionali
�

chepossono
esseredefiniti (anchese indirettamente)in termini di variazioni indotte da
possibili cambiamentidell’azione. La condizioneaffinché un funzionalesia
osservabile è abbastanzasimile a quella che un operatoredeve soddisfare
affinché siahermitiano. I funzionali osservabili formanounaclasseristretta,
in quantol’azionedeve restareunafunzionequadraticadellevelocit̀a. Da un
funzionaleosservabilealtri possonoesserededotticome,adesempio,

Í e n ðñð Î f Î [ n ð Ï�¾ ð ]
q e n ðñð

¤¤¤¤¤ � exp
W
?
-X

�
�
l í }

ß S%U l \ Z l V
¤¤¤¤¤ [ n ð r ¾ S � a V

cheseguedall’eq. (39).
Incidentalmente,l’eq. (41) portadirettamenteadun’importanteformula

perturbativa. Sel’effetto di
ß

è piccolo,l’esponenzialepuò esseresviluppato
al prim’ordinein

ß
e troviamo

Í e n ðñð Î f Î [ n ð Ï ¾ ð ]óÍ e n ðñð Î f Î [ n ð Ï�¾ c W
-X Í e n ðñð Î � l

? ß S0U l \ Z l V Î [ n ð Ï � S �/{ V
Di particolareimportanzaè il casoin cui e n ðñð è uno stato in cui

[ n ð non
potrebbevenirtrovato,senonfosseperch́ela perturbazione

ß
èpresente(cioèÍ e n ðñð Î f Î [ n ð Ï�¾ ]zy ). Allora

f
-X+` ¤¤¤bs e n ðñð

¤¤¤¤¤ � l

? ß S%U l \ Z l V
¤¤¤¤¤ [ n ð=t ¤¤¤ ` S ��� V

è la probabilit̀a della transizioneindottadalla perturbazione(al prim’ordine
nellaperturbazione).Nella notazioneusualesi has e n ðñð

¤¤¤ �
l

? ß S0U l \ Z l V
¤¤¤ [ n ð:t ¾ ]

Ú 7 Ú e î
n ðñð i�kDï)l$p -X ò H ï#n ðñð k	n ò U i�kDï)l$p -X ò H ï#nwk+n ð ò [ n ð r U

9 r Z
cosicch́el’eq. (44)si riduceall’espressioneusuale} Ó perla teoriadellepertur-
bazionidipendentidal tempo.

17 P. A. M. Dirac, È<¿'�6Æ+¥« )���²  Ç�¢|�«­D³ ½xáo®-�.�'¬�®�¦ �F���w¿-�.�' &�9­ (TheClarendonPress,Oxford,
1935),secondaedizione,capitolo47,eq.(20).
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9. EQUAZIONIDI NEWTON

Le relazionidi commutazione

In questoparagrafoscopriamochefunzionalidiversipossonodarerisultati
identici quandoconsideratifra un coppia di stati. Questaequivalenzafra
funzionali è l’analogo,nelnuovo linguaggio,delleequazionioperatoriali.

Se
�

dipendedapiù coordinatepossiamonaturalmentedefinireunnuovo
funzionale Y � � Y U�o derivandorispettoad una delle suevariabili, ad esem-
pio U�o�S�y � V � *�V . CalcolandoÍ e n ðñð Î Y � � Y U�o Î [ n ð Ï�¾ mediantel’eq. (39),
l’integralenel secondomembroconterr̀a Y � � Y U�o . L’unico altro postoin cui
comparela variabile U�o è in

t
. Quindi l’integrazionesu U�o può essereef-

fettuataper parti. La parteintegratasi annulla(assumendoche la funzione
d’ondasi annulli all’infinito) e nell’integralefigura ^ � S Y � Y U�o�V exp S W t � -X V .
Ora S Y � Y U o V exp S W t � -X VÜ] S W � -X V�S Y t � Y U o V exp S W t � -X V , quindi il secondo
membrorappresental’elementodi transizionedi ^âS W � -X V � S Y t � Y U o V , cioèu e n ðñð

¤¤¤¤ Y �Y U o ¤¤¤¤ [ n ð:v ¾ ]_^ W
-X
u e n ðñð

¤¤¤¤ � Y tY U o ¤¤¤¤ [ n ð=v ¾ � S �<� V
Questarelazionèemoltoimportantein quantomostracheduediversi funzionali
possonodarelo stessorisultatopergli elementidi transizionefra un’arbitraria
coppiadi stati. Diremocheessisonoequivalenti,e rappresenteremosimboli-
camentetalerelazionecome

^ -XW Y �Y U�o Ú �¾ � Y tY U�o S �/Ñ V
ove il simbolo Ú �¾ sottolineail fatto che funzionali equivalenti secondo

un’azionepossononon essereequivalentiper un’altra azione. Le grandezze
nell’eq.(46)nondevononecessariamenteessereosservabili. Usandol’eq. (36)
si può scrivere

^ -XW Y �Y U o Ú �¾ � 7 Y t S%U o Ù } \9U o VY U o c Y t S%U o \9U o k } VY U o 9
� S �<Ø V

Questaequazionèe correttaagli ordini zeroe primo in

?
, ed ha comecon-

seguenzalerelazionidi commutazionefracoordinateedimpulsoeleequazioni
newtonianedelmotoin formamatriciale.

Nel casodel sempliceproblemaunidimensionaletrattatoin precedenza,t S%U l Ù } \9U l V è datadall’espressione(15),cosicch́eabbiamo

Y t S%U�o Ù } \9U�o/V�� Y U�o�] ^ b S%U�o Ù } ^�U�o�V�� ?
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e

Y t S%U o \9U o k } V�� Y U o ] c b S%U o ^ U o k } V�� ? ^
?
RFì S%U o V.\

oveabbiamoscritto R ì S%U;V perindicareladerivatadelpotenziale(forza).Allora
l’eq. (47)diventa

^ -XW Y �Y U�o Ú �¾ � 7 ^ b I U�o Ù } ^�U�o?
^ U�oB^ÜU�o k }

? K
^

?
R ì S%U;V

9
� S �/Û V

Se
�

nondipendedallavariabileU�o , l’eq. (48)fornisceleequazioninewtoniane
del moto. Ad esempio,se

�
è costante(ugualead uno), l’eq. (48) porta

(dividendoper

?
) a

y Ú �¾ ^ b ? I U o Ù } ^ÜU o?
^ U o ^ U o k }

? K
^ËRFì S%U�o�V �

Pertantol’elementodi transizionedelprodottodellamassaperl’acceleraziones S0U�o Ù } ^�U�o�V�� ? ^ S%U�oe^AU�o k } V�� ? vô� ? fra duestatiarbitrarièugualeall’elemento
di transizionedella forza ^�R ì S0U;V fra gli stessistati. Questaè l’espressione
matricialedellaleggedi Newtonchevalein meccanicaquantistica.

Cosaaccadese
�

dipendeda U�o ? Ad esempio,sia
� ] U�o . Allora

l’eq. (48) fornisce(essendoY � � Y U�oâ]_f )

^ -XW Ú �¾ U�o�7«^ b I U o Ù } ^ÜU o?
^ U o ^�U o k }

? K
^

?
RFì S%U�o�V 9

ossia,trascurandoi terminid’ordine

?
b I U�o Ù } ^�U�o? K

U o ^ b I U�oB^ÜU�o k }
? K

U o Ú �¾ -XW � S �/Ý V
Al finedi tradurreun’equazionecomela (49)nellanotazioneusuale,abbiamo
bisognodi conoscerequalematricecorrispondea grandezzedel tipo U�o-U�o Ù } .
Dallo studiodell’eq.(39) è chiarochese

�
vienescelta,adesempio,ugualeaw S0U�o�V:xoS%U�o Ù } V , il corrispondenteoperatorenell’eq.(40) è

i k6ï)l$p -X òwï�n0ðñð?k	n«k P ò H xoS x V�i k6ï)l$p -X ò P H w S x V�i k6ï)l$p -X òwï#n«k	n0ð#ò H \
con l’elemento di matricepresofra gli stati e n ðñð e

[ n ð . Gli operatoriche
corrispondonoa funzioni di U�o Ù } appaionoa sinistradi quelli corrispondenti
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a funzioni di U�o , cioè �$ã ( 
92��$�;
Ü2<
��F��
*
*�������â������� �;
 ( 2 ( �0� ( 2�� ( ��
�
9�/� ( 
*���( 
*
*�?��� ( �+2<
H�<2:��� ( 
�2�����
���
*��� ( 
�����
H2<
�� �"( 
.
*�$� � ( �+2�
*�	�%� M ���0� ( 
*�Þ�$� ��� M �����!�� ( �+����
 . Cos̀ı se il funzionaleè scritto in modo tale che in ogni terminei
fattori corrispondentia tempisuccessivi appaianoalla sinistradei fattori cor-
rispondentiatempiprecedenti,gli operatoriassociatipossonoesserescritti im-
mediatamentemantenendolo stessoordinamentochesi hanel funzionale }«ë .
È ovvio che in un funzionalel’ordine dei fattori è irrilevantema facilita la
trascrizionenella notazioneoperatorialeconvenzionale. Al fine di scrivere
l’eq. (49) in modotale chela traduzioneoperatorialesia banaleè necessario
invertire l’ordine dei fattori nel secondoterminea primo membro. Vediamo
percìo chetaleequazionecorrispondea

px ^ xp ] -X � W
in cui p ] b _x.

La relazionefra funzionali ed operatoricorrispondentìe statadefinita
in termini dell’ordine temporaledei fattori. È opportunoper̀o sottolineare
il fatto che questaregola deve essereapplicatacon particolareattenzione
ogniqualvolta si consideranograndezzeche contengonovelocit̀a o derivate
d’ordinepiùelevato.Di fatto,il correttofunzionalecherappresental’operatoreS uU;V ` è S%U�o Ù } ^ U�o�V�� ? �@S%U�oâ^ËU�o k } V � ? e non s S%U�o Ù } ^ËU�o�V � ? v ` . La seconda
espressionediverge come f � ? per

? � y . Ciò si può vederesostituendoil
secondoterminedell’eq. (49) col suovalorecalcolatoad un istantespostato
di

?
nel futuro, U�o Ù } � b S%U�o Ù } ^zU�o�V � ? . Tale procedimentonon cambia

l’equazioneall’ordinezeroin

?
. Allora otteniamo(dividendoper

?
)I U�o Ù } ^ÜU�o? K ` Ú �¾ -XW�b

?
� S � y<V

Riotteniamoil risultatogiàvisto,chelaradicequadraticamediadella“velocità”S0U�o Ù } ^ÜU�o�V�� ? fra dueposizionisuccessivedel camminoèdell’ordine

?
k +! .

Non avrà quindi sensoscrivere il funzionaledell’energia cineticanella
forma

fa b s S0U�o Ù } ^ÜU�o�V�� ? v ` S � f-V
in quantotale grandezzàe infinita per

? � y . Di fatto, non si tratta di un
funzionaleosservabile.

È possibileottenerel’energia cineticacomeun funzionaleosservabile
considerandola variazioneal prim’ordinenell’ampiezzadi transizionedovuta

18 Dirac ha studiatoancheoperatoriche contengonograndezzeche si riferisconoa tempi
diversi. Si vedala nota2.
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aduncambiamentodellamassadellaparticella.Si sostituisca
b

con
b S�f;c�Ð�V

perunpiccolotempo

?
, intornoall’istante Z o . Lavariazioneindottanell’azione

è }` Ð
?
b s S0U o Ù } ^jU o V � ? v ` , la cui derivata dà un’espressionecome quella

nell’eq. (51). Ora, la variazionedi
b

altera sia la costantedi normaliz-
zazionef � û relativa a

r U�o chel’azione. La costantevariada S aQ& -X
?
W � b V k +!

a s a'& -X
?
W � b S9fJc�Ð'V«v k +! o, al prim’ordine in Ð , }` Ð�S a'& -X

?
W � b V k +! . L’effetto

totaledellavariazionedellamassanell’eq.(38)al prim’ordinein Ð èu e n ðñð
¤¤¤¤ fa Ð

?
W b s S%U�o Ù } ^ÜU�o�V�� ? v ` � -X c fa Ð ¤¤¤¤ [ n ð v �

Ci aspettiamoche la variazionedi ordine Ð che dura per un tempo

?
sia

di ordine Ð
?
. Quindi, dividendoper Ð

?
W � -X , possiamodefinire il funzionale

energiacineticacome

t � Ø � ] fa b s S%U�o Ù } ^ÜU�o�V�� ? v ` c -X � a ? W � S � a V
Questoè finito per

? � y , grazieall’eq. (50). Usandol’equazioneche si
ottieneinserendo

� ] b S%U�o Ù } ^uU�o/V�� ? nell’eq. (48) si può anchemostrare
chel’espressione(52) èuguale(al prim’ordinein

?
) a

t � Ø � ] fa b I U�o Ù } ^�U�o? K I U�oB^ÜU�o k }
? K

� S ��{ V
Si vedecheil modopiù sempliceperottenerefunzionaliosservabili contenenti
potenzedellavelocit̀aèdi sostituirequestapotenzacol prodottodellevelocit̀a,
calcolandoogni fattorea tempileggermentediversi.

10. LA HAMILTONIANA

L’impulso

L’operatorehamiltonianoha un’importanzacentralenell’usualeformu-
lazionedella meccanicaquantistica. In questoparagrafostudieremoil fun-
zionalecorrispondentea questooperatore. Potremmodefinire immediata-
menteil funzionalehamiltonianosommandoil funzionaledell’energiacinetica
(52) o (53) all’energia potenziale.Tuttavia questometodoè artificialee non
mostral’importanterelazioneesistentefra hamiltonianae tempo.Definiremo
il funzionalehamiltonianomediantela variazioneindottain unostatodauna
traslazionetemporale.
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A talfineènecessarioosservarechelasuddivisionedeltempoin intervalli�����@����� nonè necessaria.Chiaramenteogni suddivisionein istanti Z l è soddis-
facente;i limiti vannopresi richiedendochel’intervallo maggioreZ l Ù } ^ Z l
vadaa zero.L’azionetotaledeveoravenirerappresentatadallasommat ]��

l
t S%U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l V S �'� V

ove t S%U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l VL] n _ )Ï+Ú
n _ �JS0UDS Z V.\ uUDS Z V�V r Z \ S ��� V

in cui l’integraleè calcolatolungo il camminoclassicochecongiungeU l al
tempo Z l con U l Ù } al tempoZ l Ù } . Peril nostroesempiounidimensionalesi ha
consufficienteprecisionet S%U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l VL]

G
b a I U l Ù } ^ÜU lZ l Ù } ^ Z l

K ` ^ËRTS%U l Ù } VTL�S Z l Ù } ^ Z l V S ��Ñ V

e la corrispondentecostantedi normalizzazioneper l’integrazionesu
r U l èû ] s a'& -X W S Z l Ù } ^ Z l V � b v k +! .

Possiamostudiareadessola relazioneesistentefra hamiltonianaedevo-
luzionetemporale.Si consideriunostato

[ S Z V definitoin unaregionespazio-
temporale

Ó ì . Si immaginioradi considerareunaltrostatoal tempoZ , [zy S Z V ,
definitoin un’altraregione

Ó ìy . Supponiamochela regione
Ó ìy siaesattamente

la stessadi
Ó ì trannecheprecede

Ó ì di un tempo Ð , cioè è spostatain blocco
nelpassatodi untempoÐ . L’apparatoassociatoa

Ó ìy perla preparazionedello
statoè identico a quello associatoa

Ó ì , ma operaad un tempoprecedente
dell’intervallo Ð . Se � dipendeesplicitamentedal tempo,anch’essadev’essere
traslatatemporalmente,cioèlo stato

[zy
èottenutoda � usataperlo stato

[
, con

la soladifferenzacheil tempoZ in � y è sostituitocon Z c Ð . Ci chiediamoora
comelo stato

[zy
differiscada

[
. In ognimisurazionela probabilit̀adi trovare

il sistemain unaregioneprefissata
Ó ì�ì è diversaper

Ó ì e
Ó ìy . Si consideri

la variazionenell’elementodi transizioneÍ e Î f Î [ y Ï ¾1{ indottadallatraslazione
temporaleÐ . Possiamoconsiderarequest’ultimacomerealizzatadiminuendo
tutti i valori di Z l di Ð per

W k|V , lasciandoinalterati i valori di Z l per
W c V ,

essendoZ nell’intervallo Z o�\ Z o Ù } } ú . Questavariazionenonavrà alcuneffetto

19 Dal puntodi vista del rigore matematico,se h è finito, il limite b _ 0 è problematicoin
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su
t S0U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l V definitadall’eq. (55) fintantochesia Z l Ù } che Z l ven-

gonovariati dellastessaquantit̀a. D’altro lato,
t S0U o Ù } \ Z o Ù } s U o \ Z o V diventat S%U o Ù } \ Z o Ù } s U o \ Z o ^�Ð'V , mentrelacostanted’integrazionef � û relativaa

r U o
diventa s a'& -X W S Z o Ù } ^ Z oCc Ð�V�� b v k +! . Al prim’ordinein Ð , l’effetto di queste
variazionisull’elementodi transizionèedatoda

Í e Î f Î [ Ï�¾ ^ Í e Î f Î [}y Ï ¾1{ ] W Ð
-X Í e Î ÷ o Î [ Ï�¾ S ��Ø V

in cui la funzionehamiltoniana
÷ o è definitacome

÷ o�] Y t S%U�o Ù } \ Z o Ù } s U�o�\ Z o�VY	Z o c -Xa'W S Z o Ù } ^ Z o V � S ��Û V
L’ultimo termineè indotto dalla variazionedi f � û e mantiene

÷ o finita per

? � y . Ad esempio,perl’espressione(56)si ha

÷ o�] b a I U�o Ù } ^ U�oZ o Ù } ^ Z o K ` c -Xa-W S Z o Ù } ^ Z o V cdRTS%U�o Ù } V
cheè proprio la sommadel funzionaledell’energia cinetica(52) e di quello
dell’energia potenzialeR1S0U�o Ù } V .

La funzioned’onda
[ y S%U6\ Z V rappresentanaturalmentelo stato

[ S%U6\ Z V
traslatotemporalmentedi Ð , cioè

[ S%Ue\ Z c Ð�V . Quindi l’eq. (57) è strettamente
connessaconl’equazioneoperatoriale(31).

Si può ancheconsiderarevariazionidovuteadunatraslazionetemporale
dellostatofinale e . Naturalmente,in questocasononsi ottienealcunrisultato
nuovo, in quantoè solo la traslazionerelativa fra e e

[
checonta. Si ottiene

un’espressionealternativa

÷ o�]_^ Y t S%U�o Ù } \ Z o Ù } s U�o@\ Z o/VY�Z o Ù } c -Xa-W S Z o Ù } ^ Z o�V S ��Ý V
chedifferiscedalla(58)solopertermini di ordine

?
.

La rapidit̀a di variazionetemporaledi un funzionalepuò esserecalco-
lata considerandol’effetto combinatodi una traslazionetemporalesia dello
statoiniziale chedi quellofinale. Ciò equivalea calcolarel’elementodi tran-
sizionedel funzionaleriferito adun temposuccessivo. Il risultatoè l’analogo
dell’equazioneoperatoriale

quanto,ades.,l’intervallo éR� +1 dQéR� èmantenutofinito. A ciò si puòovviareassumendocheh dipendadal tempo,e chesia“acceso”lentamenteprimadi é = é � e “spento” lentamente
dopo é = é � . Tenendofissala dipendenzatemporaledi h , si effettui il limite b�_ 0; quindi
si cerchila variazione(al prim’ordine)per h _ 0. Il risultatoè essenzialmenteidenticoa
quelloottenutocol procedimentopiù sempliceusatosopra.
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-XW _f ] Hf ^ fH �
Il funzionaledell’impulso � o può esseredefinito in modoanalogocon-

siderandole variazioniindottedalletraslazionispaziali:

Í e Î f Î [ Ï ¾ ^�Í e Î f Î [z~ Ï�¾�� ] W
§
-X Í e Î � o Î [ Ï�¾ �

La preparazionedello stato
[z~

è associataadunaregione
Ó ì~ cheè identica

alla regione
Ó

, trannecheper il fatto di esseretraslataspazialmentedi una
distanza

§
. (La lagrangiana– se essadipendeesplicitamenteda U – deve

esseresostituitacon � ~ ] �JS%UT^
§

\ uUÞV pertempiprecedentia Z ). Si trova
` �� o ] Y t S0U�o Ù } \9U�o/VY U�o Ù } ] ^ Y t S%U�o Ù } \9U�o�VY U�o � S Ñ y<V

Poich́e
[ ~ S%U6\ Z V èugualea

[ S%Uâ^
§

\ Z V , neconseguela strettaconnessionefra� o e la derivataspazialedellafunzioned’onda.
Gli operatoridi momentoangolaresonoconnessialle rotazioniin modo

simile.
Ora, la derivata di

t S%U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l V rispetto a Z l Ù } comparenella
definizionedi

÷ l , mentrela derivata rispetto a U l Ù } definisce � l . Ma la
derivatadi

t S%U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l V rispettoa Z l Ù } èconnessaalladerivatarispetto
a U l Ù } , datochela funzione

t S%U l Ù } \ Z l Ù } s U l \ Z l V definitadall’eq.(55)soddisfa
l’equazionedi Hamilton-Jacobi.Quinditaleequazioneesprime

÷ l in funzione
di � l . In altre parole, l’equazionedi Hamilton-Jacobiesprimeil fatto che
stati traslatitemporalmentesonoconnessialla traslazionespazialedegli stati
originali. Questaideaportadirettamenteadunaderivazionedell’equazionedi
Schr̈odingercheè moltopiù elegantedi quellaconsiderataprecedentemente.

11. INADEGUATEZZADELLAPRESENTEFORMULAZIONE

La formulazionedescrittain questolavoro possiedeun serio inconve-
niente: i concettimatematicisucui si basasononuovi. Essarichiedeperora
unasuddivisioneartificiosaedinnaturaledell’intervallo di tempoperchiarire
il significatodelleequazioni.Questasituazionepuò esseremiglioratanotevol-
mentemediantel’uso di notazionie concettidellamatematicadei funzionali.

20 Non abbiamosostituito � í datodall’eq. (60) direttamentenell’eq. (47) perch́e altrimenti
l’eq. (47) nonsarebbepiù statavalidané all’ordine zeroné al prim’ordinein b . Avremmo
potuto derivare le relazioni di commutazionema non le equazionidel moto. Le due
espressioninell’eq.(60) rappresentanogli impulsiai dueestremidell’intervallo [ é í è0éfí +1] –
essidifferisconoper b:�´c ( ç � +1), acausadellaforzaagenteduranteil tempob .
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Abbiamotuttavia ritenutoopportunoevitarequestimetodiin unaprimapre-
sentazione.Ulteriormenteè necessarioaverea disposizioneun’appropriata
misurasullospaziofunzionaledei cammini UÌS Z V } � .

Questaformulazioneè ancheincompletadal puntodi vista fisico. Una
caratteristicafondamentaledellameccanicaquantisticàe l’invarianzapertra-
sformazioniunitarie, checorrispondonoalle trasformazionicanonichedella
meccanicaclassica.Naturalmente,si può dimostrarechela presenteformu-
lazioneè invariantepertrasformazioniunitarie,in virtù dellasuaequivalenza
con la formulazioneusuale. Non è per̀o �x��� � ���1
*�	��
 ovvio chesussistatale
invarianza.Questaincompletezzasi manifestain un modobendefinito. Non
è statodescrittoalcunprocedimentodiretto per misuraregrandezzediverse
dalla posizione. Ad esempio,misuredell’impulso di unaparticellapossono
esseredefinitein terminidi misuredi posizionedi altreparticelle.Analizzando
questasituazionein mododettagliatosi ottienela connessionefra misuredi
impulso e trasformatadi Fourier della funzioned’onda. Questoè per̀o un
metodopiuttostoinvolutoperottenereunrisultatocos̀ı importante.È naturale
attendersichei nostripostulatipossanoesseregeneralizzatisostituendol’idea
dei “cammini in unaregione

Ó
dello spazio-tempo”con quelladi “cammini

dellaclasse
Ó

”, o “cammini chehannola propriet̀a
Ó

”. Non è per̀o chiaroin
generalequalepropriet̀a specificadebbacorrispondereamisurazionifisiche.

12. UNA POSSIBILEGENERALIZZAZIONE

La formulazionecheabbiamoconsideratosuggerisceun’ovviageneraliz-
zazione.Ci sonoproblemiclassiciinteressantichesoddisfanoadunprincipio
d’azione,maperi quali l’azionenonpuò esserescrittacomel’integraledi una
funzionedellaposizionee dellavelocit̀a. L’azionepuò contenereadesempio
l’accelerazione,oppure–sel’interazionenonèistantanea–essapuòcontenere
il prodottodellecoordinateaduetempidiversi,come

ë UDS Z V«UÌS Z c 
 V r Z . Allora
l’azione non può veniresuddivisanella sommadi piccoli contributi, comeè
statofattonell’eq. (10). Di conseguenza,lo statodel sistemanonpuò essere
descrittodaunafunzioned’onda.Ciò nonostantesi può definirela probabilit̀a
di transizioneda unaregione

Ó ì adunaregione
Ó ì�ì . La maggiorpartedella

teoriadegli elementidi transizioneÍ e n ðñð Î � Î [ n ð Ï�¾ può essereestesaa questo
caso. È sufficiente inventareun simbolo del tipo Í Ó ì�ì Î � Î Ó ì Ï�¾ definito da
un’equazionesimile all’eq. (39) in cui noncompaiono

[
e e , edin cui figura

per
t

l’espressionepiù generaledell’azione. L’hamiltonianaedil funzionale
d’impulsopossonoesseredefiniti comenel paragrafo(10). Ulteriori dettagli
sonocontenutinellatesidell’autore

` } .
21 La teoriadell’elettromagnetismodescrittada J. A. Wheelere R. P. Feynman,Rev. Mod.

Phys. 17, 157 (1945)può essereespressain forma di principio di minima azionein cui
compaionosolamentelecoordinatedelleparticelle.È statoil tentativo di quantizzarequesta
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13. APPLICAZIONEALL’ELIMINAZIONE
DEGLI OSCILLATORIDI CAMPO

Un aspettocaratteristicodellapresenteformulazionèecheessaoffre una
visione panoramicadelle relazioni spazio-temporaliin una datasituazione.
Primadi effettuarel’integrazionesulle U l in un’espressionecomel’eq. (39)si
haadisposizioneunaformulain cui vari funzionali

�
possonoessereinseriti.

Si possonoquindi studiarele relazioni esistentifra gli stati quantisticidel
sistemaa tempidiversi. Discuteremooraun esempioperrenderepiù definite
questeosservazionipiuttostovaghe.

In elettrodinamicaclassicai campi che descrivono, ad esempio,l’in-
terazionefra due particelle possonoessererappresentatida un insiemedi
oscillatori. Le equazionidel motodi questioscillatoripossonovenirerisolte,
e gli oscillatori possonoessereeliminati (potenzialidi Lienarde Wiechert).
Le interazionichenerisultanocorrelanoil motodi unaparticellaadun dato
tempoconquellodell’altra particellaadun tempodiverso.In elettrodinamica
quantisticail campoè ancorarappresentatoda un insiemedi oscillatori, in
questocasoper̀o nonsi può calcolareil motodegli oscillatori,cosicch́equesti
nonpossonovenir eliminati. A dire il vero,gli oscillatori cherappresentano
ondelongitudinalipossonoessereeliminati, il chedà luogoadun’interazione
elettrostaticaistantanea. L’eliminazioneelettrostaticàe molto istruttiva, in
quantomostrain modo molto chiaro la difficoltà dell’auto-interazione.Di
fatto, la situazioneè cos̀ı chiarache non c’è alcunaambiguit̀a nel decidere
qualetermineè scorrettoe debbaessereeliminato.Né l’intero procedimento,
né il termineeliminatosonorelativisticamenteinvarianti. Sarebbeauspicabile
cheanchegli oscillatori cherappresentanoondetrasversalipotesseroessere
eliminati. Ciò rappresentaun problemapressoch́e insormontabilenellamec-
canicaquantisticaconvenzionale.Ci aspettiamocheil motodi unaparticella

û
adundatoistantedipendadalmotodi

ü
adunistanteprecedentee ,�� � 
B,'
*
.��� .

Una funzioned’onda
[ S%U / \9U 2 s Z V può invecedescriveresolo la dinamicadi

entrambele particelleallo stessotempo. Non c’è alcunmododi tenerconto
di ciò che

ü
hafattonelpassatoal finedi determinareil comportamentodi

û
.

L’unica possibilit̀a consistenello specificarelo stato,al tempo Z , dell’insieme
di oscillatori,cheservonoper“ricordare” ciò che

ü
(ed

û
) hannofatto.

Lapresenteformulazionepermettedi determinareil motodi tutti gli oscil-
latori, e di eliminarli completamentedalleequazionidel motochedescrivono
le particelle.Tuttociò è facile. Si devonosolorisolverele equazionidelmoto
degli oscillatoriprimadi integraresullevariabili U l delleparticelle.È proprio
l’integrazionesulle U l checercadi condensarela storiapassatain un’unica

teoria– senzaalcunriferimentoai campi– chehaportatol’autoreastudiarela formulazione
dellameccanicaquantisticaconsiderataqui. L’estensionedi tali ideeal casodi funzionali
d’azionepiù generaliè statasviluppatanella suatesi di Ph. D. “Il principio di minima
azionein meccanicaquantistica”(tesipresentataall’universit̀a di Princeton,1942).
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funzioned’onda. Questoè ciò chevogliamoevitare. Naturalmente,il risul-
tato dipendedagli stati iniziale e finale dell’oscillatore. Qualoraessisiano
specificati,il risultatoèun’equazioneper Í e n ðñð Î f Î [ n ð Ï simileall’eq. (38),in cui
apparecomefattore– oltrecheexp S W t � -X V –unaltrofunzionale� chedipende
soltantodallecoordinatechedescrivonole traiettoriedelleparticelle.

Illustriamobrevementecomeciòavvengain uncasomoltosemplice.Sup-
poniamocheunaparticella(coordinataUÌS Z V , lagrangiana�JS%U6\ uUoV ) interagisca
con un oscillatore(coordinataÅ S Z V , lagrangiana}` S uÅ ` ^�� ` Å ` V ) medianteun
termine �ÌS%U6\ Z V Å S Z V nella lagrangianaper il sistemacomplessivo. Qui �ÌS%U6\ Z V
è unafunzionearbitrariadellacoordinataUÌS Z V dellaparticellae del tempo

`"`
.

Supponiamodi voler conoscerela probabilit̀a di unatransizionedaunostato
al tempo Z ì , in cui la funzioned’ondadella particellaè

[ n ð e l’oscillatore è
nel livello energetico ø , ad uno statoal tempo Z ì�ì con la particellain e n ðñð e
l’oscillatorenel livello

b
. La probabilit̀a cercatàe il quadratodi

Í e n ðñð \
q # Î f Î [ n ð \

q � Ï�¾.� Ù ¾1� Ù ¾1�
] Ú ����� Ú qhî# S Å � V e î

n ðñð S%U � V exp 7 W
-X S t � c t�� c t�� V 9 [ n ð S%U � V q � S Å � V.�r U �û r Å �6 ����� r U � k }û r Å � k }6 r U � r Å � � S Ñ f-V

Qui
q � S Å V è la funzioned’ondadell’oscillatorenello statoø ,

t � è l’azione� k }�
l ío�

t � S%U l Ù } \9U l V
calcolataperla particellaimmaginandochel’oscillatoresiaassente,t�� ]

� k }�
l ío�

G ?
a I Å l Ù } ^ Å l? K ` ^

?
� `a Å l Ù } ` L

è l’azionedelsolooscillatore,et � ]
� k }�
l ío� � l Å l

(ove � l ]��xS%U l \ Z l V ) è l’azione per l’interazionefra particellaed oscillatore.
La costantedi normalizzazioneper l’oscillatore,

6
, vale S a'& ?

W � -X V k +! . Ora

22 La generalizzazioneal casoin cui � dipendedallavelocit̀a _ç dellaparticellanonpresenta
problemi.
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l’esponenzialedipendequadraticamentedatuttele Å l , quindi l’integrazionesu
tutte le variabili Å l ( y � W � * ) può essereeffettuatafacilmente- si trattadi
unasequenzadi integrali gaussiani.

Pertantoscrivendo

 ] Z ì�ì ^ Z ì , si trovacheil risultatodi taleintegrazione

è S a'& -X W
sin � 
 ���§V k +! exp s S W � -X V�S t � c Þ S Å � \ Å � V�Vwv , ove

Þ S Å � \ Å � V risultaessere
propriol’azioneclassicaperl’oscillatorearmonicoforzato(vedasila nota15).
Esplicitamentesi haÞ S Å � \ Å � VL] �a

sin � 
 G
cos� 
 S Å `� c Å `� VÌ^ a Å � Å � c

a Å �� n0ðñðÚ
n ð
�ÌS Z V sin �JS Z ^ Z ì?V r Z c

a Å �� n ðñðÚ
n ð
�xS Z V sin �JS Z ì�ì ^ Z V r Z ^

a� ` n ðñðÚ
n ð

nÚ
n ð
�ÌS Z VB�ÌSB�-V sin �JS Z ì�ì ^ Z V sin �JSB�¨^ Z ì V r � r Z LD\

ove �ÌS Z V èstatatrattatacomefunzionecontinuadel tempo. Gli integralidovreb-
bero in realt̀a esseresostituiti da sommedi Riemanne le quantit̀a �xS%U l \ Z l V
andrebberoscritteal postodi �xS Z l V . Quindi

Þ
dipendedallecoordinatedella

particellaa tutti i tempiattraverso�ÌS%U l \ Z l V , e daquelladell’oscillatoreai soli
tempi Z ì e Z ì�ì . Corrispondentementel’eq. (61)diventa

Í e n ðñð \
q # Î f Î [ n ð \

q � Ï�¾.� Ù ¾1� Ù ¾1� ]Ú ����� Ú e î
n ðñð S%U � V]� # � exp I W t �-X K

[ n ð S0U9��V r U �û ����� r U � k }û r U � ]
Í e n ðñð Î � # � Î [ n ð Ï�¾ �

cheoracontienesolamentele coordinatedellaparticella. La quantit̀a � # � è
datada

� # � ]ùS a'&;W -X sin � 
 ���§V k +! Ú Ú qhî# S Å � V.�
exp s S W � -X V Þ S Å � \ Å � Vwv q � S Å � V r Å � r Å � �
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Procedendoin modoanalogosi trova chetutti gli oscillatori del campo
elettromagneticopossonoessereeliminati da unadescrizionedel moto delle
cariche.

14. MECCANICASTATISTICA

Spine relatività

Spessoi problemidella teoriadella misurazionee della meccanicasta-
tisticaquantisticasi semplificanoquandovengonoformulati secondoil punto
di vista descritto in questolavoro. Ad esempio,la perturbazionedovuta
all’influenza di uno strumentodi misura può – in linea di principio – es-
sereeliminataper integrazionenello stessomodo in cui si è procedutoper
l’oscillatore. La matrice densit̀a statisticaha una generalizzazioneutile e
piuttosto ovvia, che si ottiene considerandoil quadratodell’eq. (38). È
un’espressionesimile all’eq. (38), contenenteper̀o l’integrazionesui duein-
siemi di variabili �p�9� e �p�9�� . L’esponenzialèe sostituitoda exp �O���=� -�9� �B����}� �:� , ove �0� dipendefunzionalmentedalle variabili �9�� nello stessomodo
in cui � dipendedalle variabili �9� . Essadescrive, ad esempio,il risultato
dell’eliminazionedegli oscillatoridi campoquandolo statofinaledegli oscil-
latori nonè specificatoe si considerasoltantola sommasututti gli statifinalib

.
Lo spin può essereinclusonella nostradiscussionein modoformalee

l’equazionedi Pauli per lo spin può essereottenutanel modoseguente. Si
sostituiscein �����9� �¢¡Y£)�9� � il terminedi interazionecol potenzialevettore¤a1¥ � x � �¢¡ � x � �¢¦ A � x � ��§ ¤a1¥ � x � �¢¡ � x � �¢¦ A � x � �¢¡ �
datodall’espressione(13)con¤a1¥ � ¨ ¦ � x � �¢¡©� x � �:� � ¨ ¦ A � x � �:�ª§ ¤a1¥ � ¨ ¦ A � x � �¢¡ �:� � ¨ ¦ � x � �¢¡d� x � �:�¬«
Qui A è il potenzialevettore,x � �¢¡ e x � sonoi vettoriposizionedellaparticella
ai tempi ­Q� �¢¡ e ­Q� e ¨ è il vettore formato dalle matrici di spin di Pauli.
La grandezza� deve oraessereespressacome ® � exp �O�$�=� -�9� ���$�<� �¢¡¯£)�9� �:� , in
quantoessadifferiscedall’esponenzialedellasommadi �����9� �¢¡Y£)�9� � . Quindi� è qui unamatricedi spin.

Anchel’equazionerelativisticadi Klein-Gordonpuò essereottenutafor-
malmente,aggiungendounaquartacoordinataper specificarei cammini. Si
consideraun “cammino” comeindividuatoda quattrofunzioni �9°��$± � di un



93

parametro± . Tale parametrovienetrattatonello stessomodoin cui si con-
siderava la variabile ­ : essovienesuddiviso in intervalli di lunghezza² . Le
grandezze� ¡ �$± � £)� ` �$± � £)��³p�$± � sonole coordinatespazialidi unaparticella,
mentre�<´µ�¬± � è il tempocorrispondente.Si usala lagrangiana´¶°p· ¡ �O�¬�p� ° �p�µ± � ` § � ¤ � ¥ � �¬�µ� ° �p�µ± �Q¸ ° � £
in cui

¸ ° è il quadrivettorepotenzialeenellasommai termini con ¹»º|¼1£ a £H½
sonopresiconsegnoopposto.Si può dimostrarecheunafunzioned’ondache
dipendeperiodicamenteda ± soddisfa necessariamentel’equazionedi Klein-
Gordon. L’equazionedi Dirac si ottienemodificandola lagrangianausata
per l’equazionedi Klein-Gordon– modificacheè simile a quellanecessaria
nella lagrangiananonrelativistica perderivarel’equazionedi Pauli. Ciò che
si ottieneè il quadratodell’usualeoperatoredi Dirac.

Questirisultati per lo spine la relatività sonopuramenteformali, e nulla
aggiungonoalla nostracomprensionedi tali equazioni.Ci sonoaltri modi di
ottenerel’equazionedi Dirac cheappaionopiù promettential fine di ottenere
unamigliore interpretazionefisicadi questabellaedimportanteequazione.

L’autoreapprezzasinceramentegli utili consiglidelprofessorH. C. Cor-
benesignoraedelprofessorH. A. Bethe.Egli desideraringraziareil professor
J. A. Wheelerpermoltissimediscussionidurantele fasi iniziali di questola-
voro.
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5. Nuova formulazionedella meccanicaquantistica

5.1 – VogliamoconcluderequestoQuadernocon la discussionedi una
formulazionedella meccanicaquantistica(non relativistica) ottenutamolto
recentementedaunodegli autori(M. R.)

` ³ . Questasceltahaunaduplicemo-
tivazione.Vedremoinfatti (comeanticipatonel paragrafo2.8) chei cammini
di Feynman ¿ªÀ�Á9À¯Â]Ã1ÄÆÅOÇKÇYÃpÈ�Å hannouna É9Â]Ê]Ë�ÊpÁ<ÌµÃ»ÍHÊpÁSÁ9ÀUÎKÎKÅ$Ê1Á9À con le traietto-
rie dinamicheclassiche.E nell’ambito del nuovo approccio,essiacquistano
unacaratterizzazioneÀ�Î¬É�ÄZÅ$Í¯Å�È¬Ã come Î�Ê1ÄÆÏµÇ�Å$Ê1ÁSÅ di un’ À]Ð¯ÏSÃ.Ç�Å$Ê1Á9À�Ì1Å ÑÒÀ¯Â]À¯ÁªÇ�Å$Ã1Ä�ÀÎ�È¬Ê\ÍKÃ�ÎUÈ�Å$ÍHÃ ` ´ . D’altro lato, la formulazionechedescriveremoemergein modo
completamenteÁ9ÃpÈ�ÏÓÂ]Ã1Ä�À dall’analogiafra meccanicaquantisticae processi
stocasticiclassici(su cui ci siamosoffermati a lungo nel capitolo 3): essa
nonèaltrochela ÍKÊ1ÁFÈ�Â]Ê�ÉJÃ1Â¯ÈBÀ!Ð¯ÏSÃ1ÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÃ delladescrizionedi Langevin di un
PSMC.Scriviamosimbolicamente

ÔÖÕ�×�ØÚÙÜÛ ¸ÞÝ&ß Õ�à»áâ ß Û ¸ à�ãÞáÖä ß à åçæ è ×Þá � áéàëêÒáÔ�Õ!×�ØÚÙÒÛ ¸ÜÝ
ß Õ!à»á « �Bì « ¼ �
Ci sembraquindi sorprendentechequestonuovo approccionon sia già

notodaalcunidecenni!

5.2 – Abbiamovisto cheun PSMCpuò esseredescrittoin duemodi e-
quivalenti,anchesemoltodifferentifra di loro: l’uno basatosull’equazionedi
Fokker-Planck,l’altro sull’integraledi Wiener. Ma esisteun’ ÏªÄíÈBÀ�Â�Å$Ê1ÂHÀ formu-
lazionedi unPSMC(alquantodiversadalleprecedenti)dovutaaLangevin îHï .

L’approcciodi Langevin è in un certosensoil più profondo,in quanto
si consideranoÀUÎ¬É�ÄZÅ$Í¯Å�È¬Ã1ðñÀ¯ÁFÈBÀ le traiettoriefisichedel processo– comeve-
dremo, ÊK¿1ÁSÅÞÃ1ÄíÈ�Â]ÃòÅóÁYË�ÊpÂ�ðôÃ�Ç�Å$Ê1Á�À vienederivatada queste. Ricordiamoche
esseÁ<ÊpÁ figuranonell’approcciodi Fokker-Planck,mentrecompaionoÎ¯Ê1ÄOÊ in
forma ÅóðÒÉ9ÄÆÅ�ÍYÅóÈ¬Ã nella formulazionedi Wiener. Ulteriormentel’effetto delle

23 M. Roncadelli, õzö=÷ùøµúUû=üþý�ÿ�� ��� ú��ôú��
	�ý���� � ý�ü
�éö�������� � ��� , Pavia preprint(1991)(in
corsodi pubblicazione);�������¯úUü���� � ��	�ý���� ����� � ��� ú��ëú��þõ}ú���û¬ö)ÿ�� ������� � ��� �! �"�� � ö=ü#� ,
Pavia preprint(1991)(in corsodi pubblicazione);�������¯úUü$��� � �%	�ý���� �&��� � ��� ú�� � �(')�+*��� ú�� , Pavia preprint(1991)(in corsodi pubblicazione).

24 Questoconcettoverr̀a discussonel prossimoparagrafo.
25 P. Langevin, Compt.Rend.Acad. Sci. (Paris)146, 530(1908).
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fluttuazioni è qui rappresentatoin modo ÀUÎBÉ9ÄÆÅ�ÍYÅóÈ¬Ê , contrariamentea quanto
avvienenell’equazionedi Fokker-Planck.

Al fine di semplificarela trattazionesfruttiamol’osservazionefattanel
paragrafo3.6supponendo– peril momento– cheil numerodi particellerestiÍKÊ�Î�È¬Ã1ÁFÈBÀ , cosicch̀eponiamo, ����£)­ � º.- (effetti di emissioneedi assorbimento
verrannoconsideratiin unsecondotempo).

Sappiamoche un PSMC può essereimmaginatocome un’evoluzione
temporaledeterministicaperturbatada fluttuazionigaussianedi fondo. Ab-
biamoanchevisto che– in assenzadi fluttuazioni– le traiettoriefisichedel
processosonodatedall’eq. (3.22). Ora, l’ Å�ÌªÀ]ÃñË¯Ê1Á<Ì Ã1ðñÀ�Á<È¬Ã1Ä�À di Langevin
consistenel supporrechel’effetto delle /þÏJÈ$È�ÏSÃ�Ç¯Å�ÊpÁSÅ sulle traiettoriedel pro-
cessopossaveniredescritto Ã\¿\¿pÅ ÏÓÁ ¿ªÀ�Á<Ì Ê semplicementeunterminedi ÂUÏÓðôÊ�ÂHÀ
nell’eq. (3.22),cioèmodificandotaleequazionenel modoseguente��µ­ 0 �H�$­ � º ä �H� 0 ��­ � £)­ ��§21 �]��­ �U« �Bì «43p�

Questàe la celebre À]Ð¯ÏSÃ.Ç�Å$Ê1Á9ÀñÌ1Å65 ÃpÁ ¿ À87\ÅóÁ î�9 . È essenzialenotareche
nell’eq. (5.2) la ÌpÂ�Å Ë�È è rimasta ÅóÁ<Ã1ÄíÈBÀ�Â]ÃµÈ¬Ã , in perfettoaccordocol fattochein
un PSMCle fluttuazioni Á<ÊpÁ interferisconocongli effetti deterministici.

Discutiamoora il significatodell’eq. (5.2). L’aspettopiù caratteristico
dell’equazionedi Langevin èchele variabili

1 ��­ � Á<ÊpÁ sonofunzioni Ã1ÎHÎ¯ÀB¿1Á<ÃµÈBÀ
deltempo,bens̀ı rappresentanounopportunoprocessostocastico.Pertantotali
variabili vengonodefinite Î�ÊpÄíÊ»ÅóÁ�Î¯À¯ÁJÎ�ÊñÉ�Â]Ê;:]Ã<:�ÅóÄZÅ ÎUÈ�Å$ÍHÊ , specificandola loroÌpÅbÎ�È�Â�Å=:¯ÏpÇ¯Å�ÊpÁ9À�ÌpÅJÉ�Â)Ê<:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>Ã è � 1 � ¦Z�:� . ?þÏSÃpÄOÀ ? Al finedi determinareè � 1 � ¦Z�:� è
convenientelimitarsi al caso

ä ����£)­ � º
- – ciò Á9Ê1Á comportaalcunaperditadi
generalit̀a, in quantoè � 1 � ¦Z�=� è ÅóÁ<Ì1Å[ÉSÀ¯Á<Ì À¯ÁFÈBÀ da

ä ��� £)­ � îA@ . Quindi l’eq. (5.2)
diventaora ��µ­ 0CBEDAF� ��­ � º 1 �H��­ � �Bì « ½ �
echiaramentelesuesoluzionirappresentanole È�Â]Ã1Å¬À¯È$È¬ÊpÂ�Å$ÀHG}ÎKÅ$ÍJISÀ del É9Â]Ê\ÍUÀUÎKÎ�ÊÌpÅLK Å¬À�Á�À�Â . Sappiamoperaltro(si ricordi quantodettoalla fine del paragrafo
3.9)chela distribuzionedi probabilit̀a pertali traiettorieè î�M

26 Essaè l’esempiopiù noto fra le öONQý�� �+� ú�� � � � P öQû¬ö�� �+� ��ÿ � � � ú��O��� ��� ����ö , su cui esisteuna
vastaletteraturamatematica(si vedalabibliografia).Vaosservatochei matematiciscrivono
l’eq. (5.2)nellaformapiù rigorosaQJRAS ( T ) = U�S ( R ( T ) V�T ) Q8T + Q8W)S ( T ), ove WXS è il Y1û¬ú��:öZ���=ú[� �\ � ö��pöQû (ciò verr̀a ulteriormentechiaritonellanota115). Preferiamoper̀o attenerciqui al
formalismo(menorigoroso)chevieneusatocomunementenelleapplicazionifisiche.

27 Ancora una volta, questofatto è conseguenzadell’indipendenzadelle fluttuazioni dagli
effetti deterministici.

28 È ovvio chetutte le distribuzioni di probabilit̀a devonoesserenormalizzate.D’altra parte,
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è � 0 BEDAF � ¦Z�=��] exp

^_a` �é�)¼���b â � �dcef c �p­�g0hBEDAF� ��­ � g0CBEDAF� ��­ ��iajk « �Bì « b �
Poich́e siamointeressatia determinareè � 1 � ¦Z�:� , notiamoche – facendouso
dell’eq. (5.3)– l’eq. (5.4)può venireriscrittacome

è � 0 BEDAF � ¦Z�:�l] exp

^_a` �!�)¼���b â � �mcef c �µ­ 1 �H��­ �Z1 �]��­ � i jk « �Bì « ì �
A questopuntosfruttiamoil fatto chead ÊH¿pÁSÅ valoredi

1 ��­ � corrispondeÏÓÁ
valoredi

0 BEDAF ��­ � î�n , percui la É9Â]Ê;:HÃ;:¯Å ÄÆÅóÈ<>Ã ³ D perun datoinsieme(continuo!)
di valori di

1 ��­ � è Ïp¿1ÏSÃ1Ä�À alla É9Â]Ê;:HÃ;:¯Å ÄÆÅóÈ<>Ã ¡H¡ î per i corrispondentivalori di0 BEDAF ��­ � . Evidentementeciò implicao 0 BEDAF ��­ � è � 0 BEDAF � ¦Z�:� º o 1 ��­ � è � 1 � ¦Z�:�¬« �Bì «�pµ�
Ma l’eq. (5.3) è ÄÆÅ Á�À]Ã1ÂHÀ , quindi il determinante(funzionale ³ ¡ ) jacobiano
che connette

o 0 BEDAF ��­ � a
o 1 ��­ � è ÍKÊ�Î�È¬Ã1ÁFÈBÀ . Di conseguenzadall’eq. (5.6)

deduciamo³]î è � 0 BEDAF � ¦Z�:�l] è � 1 � ¦Z�:� �Bì «4qp�
percui dall’eq. (5.5)otteniamoinfine

è � 1 � ¦Z�=��] exp

^_a` �é�)¼���b â � �dcef c �p­ 1 �]��­ ��1 �]��­ � i jk �Bì «�rµ�
chehala bennotaforma ¿ Ã1ÏªÎHÎUÅ�ÃpÁ<Ã .

quandosi è interessatial calcolodei
� ��ÿ úUû � ü&ö�� � (comein questocaso)è più economico

ignoraremomentaneamentetale richiesta,salvo poi normalizzareopportunamentei valori
medi(ritorneremosuquestopuntopiù avanti).

29 Ciò seguesemplicementedall’ipotesiche R (0)( T ) e s ( T ) sianoconnessidall’eq.(5.3). Si noti
chesottoopportunecondizionidi regolarit̀a per U ( thV=T ) (chesupporremosoddisfatte)ab-
biamopiù in generalechead úOuJ� � valoredi s ( T ) corrispondeýv� valoredi R ( T ) soddisfacente
all’eq. (5.2).

30 Contrariamentealla praticaseguita in questoQuaderno,intendiamoNQý � realmentela Y1û¬úJ*w � w � ÿ ���yx� e �pú�� la �YöZ��� ���yx� di probabilit̀a!
31 Questoperch́e stiamoeffettuandouncambiamentodi variabili fra �¬ýv� ��� ú�����ÿ � .
32 Dato checonsideriamodistribuzioni di probabilit̀a �pú�� normalizzatèe superfluoindicare

esplicitamentetalecostante.
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Un processostocasticodefinito dall’eq. (5.8) è detto Â�ÏªðôÊpÂHÀz:�Å$Ã1Á9ÍHÊ¿ Ã1ÏªÎHÎUÅ�ÃpÁ<Ê (RBG) ³H³�{Z³ ´ .
Ritorniamoall’eq. (5.2). È chiarochele suesoluzionisonoËUÏªÁÓÇ�Å$Ê1ÁSÅ di­ e della posizione� � fissataad un (arbitrario)istanteiniziale ­ � ( ÍKÊ1Á<ÌpÅOÇ¯Å�ÊpÁ9ÀÅóÁSÅ�Ç�Å$Ã1Ä�À 0 �$­ � � º � � ) oltre adessereËUÏªÁÓÇ�Å$Ê1Á<ÃpÄZÅ del RBG

1 ��­ � : le indicheremo
come

0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� . Essegodonodell’importantepropriet̀a, 0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�6] �O,Ö­ � ¡Z~ î �Bì «��µ�
cheseguedirettamentedal fattoche

1 ��­ � èunRBG ³]ï . Vediamochele È�Â)ÃpÅ$ÀYÈ��È¬ÊpÂ�Å$À
G}ÎUÅ�Í8IJÀ di un PSMCsonoËKÂ]ÃpÈ$È¬ÃpÄZÅ con dimensionedi Hausdorff uguale
a ÌpÏFÀ , ritrovandocos̀ı un risultatogià ottenutonell’ambito dell’approcciodi
Wiener(ritorneremosuquestopuntoin seguito).

Va notatochela descrizionedi Langevin di un PSMCpuò Ã1Á<Í8IJÀ essere
vista comeun ÍHÃpð�:�Å$Ã1ðñÀ¯ÁFÈ¬Ê"ÌpÅ[7�Ã1Â�Å�Ã<:�ÅóÄZÅ 1 ��­ � æ 0 ��­�|)�<�¬£)­=�O|\� 1 � ¦Z�=�ó� definito
dall’eq. (5.2) ³�9 : il carattere Á9Ê1Á banaledi questatrasformazionèe pura
conseguenzadegli effetti Ì À¯ÈBÀ¯Â�ð Å ÁSÅ ÎUÈ�Å$Í¯Å .

Quantoappenaosservatosuggeriscespontaneamentela domanda:qual’è
la ÌpÅbÎ�È�ÂUÅ�:�ÏµÇ¯Å�ÊpÁ9À�Ì1ÅÜÉ�Â)Ê<:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>Ã è � 0 � ¦Z�:� per le soluzioni dell’equazionedi
Langevin? L’argomentousatoprecedentementeper ottenerel’eq. (5.6) ha
validità generale³A@ , percui oraabbiamoo 0 ��­ � è � 0 � ¦Z�:���=�a�� � º o 1 ��­ � è � 1 � ¦Z�:���=�a�� � « �Bì « ¼y- �
Si noti cheadessopreferiamoconsiderare(permaggiorechiarezza)un inter-
vallo di tempoGzÁFÅóÈ¬ÊÒ­ ��� ­ � ­ � � , supponendochealle soluzioniconsiderate
siaimpostala condizioneiniziale

0 �$­ � � º � � . Dall’eq. (5.10)segue ³�M
33 Strettamenteparlando,il RBG è unagrandezzamatematicamentepatologica.È perquesto

motivo chei matematiciscrivono l’equazionedi Langevin comeindicatonella nota108.
Ulteriormentenella notazionequi usatasi ha W)S ( T ) = R (0)S ( T ). Tuttavia è statodimostrato
chel’uso del RBG portaa risultati �BúUû=û¬ö ����� . (Perunatrattazionematematicamenterigo-
rosadel RBG si veda: L. Arnold,  � ú�������� ��� ��� � P ö=ûBöZ� ��� ��ÿ��HNQý�� ��� ú��������;��ö¬úUûZ"������'HY8Ypÿ � ��� ��� ú���� (Wiley, New York, 1973)).

34 Si osservichelevariabili s ( T ) �pú�� appartengonoallaparticellaconsiderataepossonoanche
venireinterpretatefisicamentecomedescriventi un “campoesternofluttuante”agentesudi
essa:eccoperch́e abbiamousatol’espressione“ �9ý ��� ý�� ��� ú�� � � � �=ú����¯ú ”!

35 Più precisamente,̀e facile dimostrareche∆ W ( T ) � (∆ T )1 � 2. Quindi l’equazioneQJR ( T ) =U ( R ( T ) V=T ) Q8T + Q8W ( T ) implica l’eq. (5.9).
36 Ciò nondevestupire:l’intera teoriadelleprobabilit̀aè,in ultimaanalisi,unatrasformazione

di variabili (si vedaal propositoil testodi VanKampencitatonellanota75)!
37 Si tengapresentequantodettonellanota111.
38 Unicamentepermotivi tipograficiscriviamoqui semplicemente� [ R ( � )] anzich́epiù corret-

tamente� [ R ( T ; t���V�T�� ; [ s ( � )])].
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è � 0 � ¦Z�:� � �a�� � º��d��­ � � £)­ � � è � 1 � ¦Z�:� � �a�� � �Bì « ¼p¼ �
ove �d��­=�[��£)­=� � è il determinante(funzionale¡]¡ ³ ) jacobianocorrispondente,cioè�d�$­=� ��£)­Q� ��� det� � 1 �H�$­ � ��� 0�� ��­}� � � . Naturalmentel’eq. (5.2)nonè più lineare(in
generale),cosicch́e �d��­ � � £)­ � � Á<ÊpÁ ècostante.Grazieall’eq. (5.2), �d��­ � � £)­ � � può
essereriscritto in modopiù eloquentecome

�d��­ � � £)­ � � º det �����
� ��p­ �¯� � �    � � ä �H��� £)­ �Z¡h¢ ·H£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B�§aF&¨©F �Ó��­0��­ � � ����� « �Bì « ¼ 3µ�

Il calcoloesplicitodi �d��­Q� �ó£)­=� � può venireeffettuatoconmanipolazioniformali
partendodall’eq.(5.12). Si ottiene³�n

�d��­ � � £)­ � ��] exp

^_a` �!�)¼�� 3µ� � �a�e� � �p­ª   � � ä �]����£)­ � � ¢ ·�£ B ��¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F i jk �Bì « ¼\½ �
quindi la distribuzionedi probabilit̀a per le È�Â]Ã1Å¬À¯È$È¬ÊpÂ�Å$À�GzÎKÅ$ÍJIJÀ di un PSMCÏªÎ¯ÍKÀ�Á<È�Å da ���9��£)­=� � è ¡ î D
è � 0 � ¦Z�:� � �a�� � ] exp

^_ ` �é�)¼�� 3p� �=�a�e� � �p­¬   �<� ä �K����£)­ � � ¢ ·H£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B�§aF&¨©F i jk è � 1 � ¦Z�=� � �a�� � «�Bì « ¼­b �
È evidentechein questoapproccioÈ�ÏJÈ$ÈBÀ le quantit̀afisichemisurabilinascono
come ðñÀ]ÌpÅ$À sulRBGdi opportunifunzionalidellesoluzionidell’equazionedi
Langevin. La ðñÀ]ÌpÅ�Ã di unacertaquantit̀a � ¦¯¦¯¦Æ� è ovviamentedefinitacome® � ¦¯¦¯¦Æ�8¯ ¦ � à e o 1 ��­ � è � 1 � ¦Z�=� � ¦¯¦¯¦Æ� �Bì « ¼�ì �
ove la costantedi normalizzazione

à
deveesserefissatain modochesi abbia° ¼v± ¦ º|¼ ´ D .

39 Si vedaad es.: J. Zinn-Justin, 	�ý���� � ý�üÚø � öQÿ��²�;��ö¬úUûZ"�������³Fû ����� �O��ÿm�´��ö��1úUü&öZ���
(ClarendonPress,Oxford,1989).

40 Questàe la normalizzazionea cui abbiamoaccennatonellanota110.
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Mostriamoora comela probabilit̀a di transizioneè ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � di un
PSMC possavenire espressain termini delle soluzioni dell’equazionedi
Langevin ´ ¡ . A tal fine consideriamoancoral’evento µ “ ¶·7�Ã Ì Ãë��� � £)­ � �Ã���� � � £)­ �[� � ” la cui É�Â)Ê<:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>Ã (totale)è proprio è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � . Nel presente
contestotuttelealternativedisgiunté î secondolequali µ può realizzarsisono
descrittedaquellesoluzioni

0 ��­�|)�<�B£)­=��|\� 1 � ¦Z�=�ó� chesoddisfanola condizione0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� º � � � �Bì « ¼ p �
per È�ÏJÈ$ÈBÀ le possibili configurazioni

1 ��­ � del RBG. ¸KÁ�ÂHÀ]ÃpÄÆÈ<>Ã abbiamoper̀o a
chefareconsoluzioni ¿ À¯Á9À�Â�Å$ÍJIJÀ , che Á9Ê1Á soddisfanoin generalelacondizione
(5.16). Si può superarequestoostacoloassociandoadogni

0 ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó�
la seguenteÉ�Â]Ê;:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>Ã�Ì1Å©È�Â]ÃpÁJÎKÅ�Ç�Å$Ê1Á9À

è � ��� �[� £)­ �[� � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�=�l�¹
probabilit̀a che Σ si muova lungo0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� ¤ vada da ��� � £)­ � � a ��� �[� £)­ �[� �hº « �Bì « ¼ qµ�

Evidentemente,quandoaccadeche
0 ��­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� soddisfa l’eq. (5.16),è � ���<� ��£)­Q� ��� �<�$£)­Q� � � 0 � ¦Z�:� è proprio la probabilit̀a relativa ad unagenericaalter-

nativa disgiuntaassociataall’evento µ . Ma sappiamochesecondoil ÍKÃ1ÄOÍHÊ1ÄOÊÍYÄíÃ1ÎHÎUÅ�ÍKÊ ÌªÀ�ÄóÄOÀ É9Â]Ê;:HÃ;:¯Å ÄÆÅóÈ<>Ã la probabilit̀a (totale) di un evento è data dalla
sommadelle probabilit̀a relative alle possibili alternative disgiuntesecondo
cui essopuò realizzarsi.Abbiamopertanto

è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � º eB ï8» ¡ 9 F o 0 ��­ � è � ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�:� �Bì « ¼ r �
ove il suffisso �Bì « ¼ pµ� al segno di integrazionestaad indicarechel’integrale
va estesoÎ�ÊpÄíÊ all’insiemedi soluzioni dell’eq. (5.2) che soddisfano la con-
dizione (5.16). Procediamoosservandoche è � ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�:� è di fatto
unaprobabilit̀a ÍKÊ1Á ¿pÅ ÏÓÁFÈ¬Ã , percui possiamoriscriverel’eq. (5.17)nellaforma

è � ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�:� º¹
probabilit̀a che Σ vada da �$�<��£)­Q� �
a ���9� �$£)­Q� � � lungo

0 ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� ���� ¶ si muove
lungo

0 ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó�´º ¦
41 Abbiamovolutopresentarequi unadiscussionepiù dettagliatadi quantousualmentevenga

fatto.
42 Si ricordi l’osservazionefattanellanota28.
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probabilit̀a che Σ si muova

lungo
0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� º « �Bì « ¼ � �

Ulteriormenteèevidenteche¹
probabilit̀a che Σ si muova

lungo
0 ��­�|)�<�¬£)­=�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� º º è � 0 � ¦Z�:� ���a�� � « �Bì «43 - �

Pertanto,ponendo

è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:���¹
probabilit̀a che Σ vada da��� � £)­ � �
a ���<�[��£)­=� � � lungo

0 �$­}|)�9�$£)­=��|\� 1 � ¦Z�=�ó� ���� ¶ si muove
lungo

0 ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� º £ �Bì «43 ¼ �
otteniamoè � ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�:� º è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� è � 0 � ¦Z�:� ���a�� � �Bì «43�3µ�
in virtù delle eq. (5.19), (5.20) e (5.21). Corrispondentementel’eq. (5.18)
assumela forma

è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � º eB ïJ» ¡ 9 F o 0 �$­ � è � 0 � ¦Z�:� � �a�� � è �$� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:�¬« �Bì «43 ½ �
Ma grazieall’eq. (5.10)abbiamo

è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � º eB ïJ» ¡ 9 F o 1 ��­ � è � 1 � ¦Z�=� � �a�� � è �$� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:�¬« �Bì «43 b �
A questopuntoè necessarioconoscerel’espressionedi è ���<�[��£)­=� �Z� �<�¬£)­Q� � � 1 � ¦Z�:�
in funzionedi

0 ��­}|)�9�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� . Abbiamosuppostofinora che il numerodi
particellefosse ÍKÊ�ÎUÈ¬ÃpÁFÈBÀ . È chiarochein talesituazionesi ha

è D ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� º.�ª�$� � � � 0 �$­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]�U« �Bì «43 ì �
Tuttavia è facile estenderel’eq. (5.25) al caso ¿ªÀ�Á9À¯Â)ÃpÄOÀ in cui ,ë�$��£)­ �½¼º¾- .
Ponendoperconvenienza
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¿ � 1 � ¦Z�:� � �a�� � � ¹
probabilit̀a di sopravvivenza lungo0 ��­�|)�<�¬£)­=�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� nell� intervallo ­Q� � ­ � ­Q� � º �Bì «43�p �

sempliciargomentiprobabilistici ´ ³ forniscono¿ � 1 � ¦Z�:���=�a�� � º exp

^_ ` � ���a�e� � �µ­),ÁÀ 0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� £)­�Â i jk �Bì «43�qµ�
cosicch́eal postodell’eq.(5.25)otteniamoora

è �$� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� º.�Ó��� � � � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]� ¿ � 1 � ¦Z�=� � �a�� � �Bì «43�r �
in quantoi processidi emissioneed assorbimentoÁ<ÊpÁ interferisconocon
gli effetti deterministicie delle fluttuazioni (quindi le relative probabilit̀a siðôÊpÄÆÈ�Å[É9ÄÆÅ$ÍHÃ1Á9Ê ). Ma seinseriamol’eq. (5.28)nell’eq.(5.24)scopriamounfatto
molto importante: la forma particolaredi è ���9� ��£)­Q� ��� �<�¬£)­=� � � 1 � ¦Z�:� tiene contoÃpÏJÈ¬Ê1ðôÃpÈ�Å$ÍHÃpðñÀ�ÁFÈBÀ del vincolo che la condizione(5.16) debbaesseresoddi-
sfatta! Concludiamo(in virtù delleeq.(5.15)e(5.24))chenellaformulazione
di Langevin la É�Â)Ê<:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>Ã�Ì1ÅzÈ�Â]Ã1ÁJÎUÅOÇ¯Å�ÊpÁ9À è datada ´]´

è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � º ® è ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� ¯ ¦ « �Bì «43�� �
Possiamoancheriscriverel’eq. (5.29)in formapiù À�Î¬É�ÄZÅ$Í¯Å�È¬Ã , facendousodelle
eq.(5.27)e (5.28). Otteniamocos̀ı

è ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � ºÄÃ��Ó��� � � � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]�U¦
exp

^_ ` � � �a�e� � �p­m,zÀ 0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� £)­+Â iajkÆÅ 1 « �Bì « ½�- �
Un vantaggiodell’approcciodi Langevin è permettereunaderivazione

della formulazionedi Wiener in modo ðôÊ1ÄíÈ¬Ê�ÎYÀ�ðÒÉ9ÄÆÅ$ÍKÀ ´ ï . Consideriamo

43 Si vedaades.:F. W. Wiegel, ÇO� � û¬ú��Uý�� ��� ú�� � úÈ�H� � �ÉÇO� � ö&u�û=��ÿ��éö � �.ú���� � ���Ê�y"�� � ���Ë�������ú�ÿ "Kü&ö=û� �� � ö����=ö (World Scientific,Singapore,1986).
44 Vediamoche � ( t��a��V=T=�a�=Ì t���V=T=� ) è effettivamentenormalizzata.
45 È anchepossibilederivare l’equazionedi Fokker-Planck. Il metodo“classico” (basato

sullacosiddettaö��&Yv����� � ú��µöÉ� �HÍ û��Uü&ö=ûZ��*��!ú�"J��ÿ ) è riportatoades. in: H. Risken, �;��öøµúAÎ�Î¯öQûZ*��9ÿ��8�ZÎ��HNQý�� ��� ú�� (Springer, Berlin, 1984). Un metodoalternativo è descrittonel
testodi Zinn-Justincitatonellanota121.
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nuovamentel’insieme Ïz��� � £)­ � |)� � � £)­ � � � delle funzioni continue�¢�$­ � conestre-
mi fissi �¢�$­ � � º � � , �¢��­ � � � º � � � . Analogamentea quantofatto nel para-
grafo3.9,fissiamol’attenzionesullaprobabilit̀a è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � �0� ¦Z�:� definita
dall’eq. (3.42). Essenzialmente,ciò checi proponiamodi fare è derivare ilÉSÊ�Î�È�ÏªÄOÃpÈ¬Ê W2. Vanotatocheoratutti i cammini �¢��­ � congiungono�$�<��£)­Q� � con�$�<� �$£)­Q� � � , percui sela particellasi muove lungoun certo �¢�$­ � essaraggiunge�$�<� �$£)­Q� � � con ÍKÀ�Â¯ÈBÀKÇHÇYÃ – la situazioneera Ì1Å«7�À¯ÂKÎ¯Ã quandoconsideravamole
soluzionidell’eq. (5.2). Pertantòe evidenteche,nel casoin cui �0��­ � coincida
con

0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� per È�ÏJÈ$È�Å i valori di ­ compresinell’intervallo ­ �m� ­ � ­ � � ,
abbiamoè ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � �¢� ¦Z�=� º è � ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�=� . Questaosservazione
piuttostoovvia può essereformalizzatanel modoseguente

è ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � � �¢� ¦Z�:� º e o 0 �$­ � �Ó� �0��­ � � 0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó�:� � �a�� � ¦è � ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 0 � ¦Z�:� �Bì « ½J¼ �
ove �Ó� ¦¯¦¯¦ � èunadeltaËUÏÓÁªÇ�Å$Ê1Á9Ã1Ä�À di Dirac,cioè il prodottocontinuodi funzioni
deltadi Diracpertutti i valoridi ­ compresinell’intervallo ­ �d� ­ � ­ � � . Usando
le eq.(5.10),(5.15)e (5.22),l’eq. (5.31)assumela forma

è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � �0� ¦Z�:� º® �ª� �0��­ � � 0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�:���=�a�� � è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:�O¯ ¦ « �Bì « ½ 3µ�
Siamocos̀ı riusciti ad esprimerela probabilit̀a per un camminodi Wiener
nell’ambitodell’approcciodi Langevin. Nonsolo,mainserendonell’eq.(5.32)
l’espressionedi è ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�=� datadalleeq.(5.27)e (5.28)è possibile
calcolareÀ�Î¬É9ÄÆÅ$Í¯Å�È¬Ã1ðñÀ�Á<ÈBÀ è �$� � � £)­ � � � � � £)­ � � � �¢� ¦Z�=� . Si trovaperquestavia proprio
quantostabilitodal ÉJÊ1ÎUÈ�ÏÓÄíÃµÈ¬Ê W2. Ma è anchepossibilederivareil ÉJÊ1ÎUÈ�ÏÓÄOÃpÈ¬Ê
W3! Infatti, integrandol’eq. (5.32)su Ï}��� � £)­ � |)� � � £)­ � � � si hae o �¢��­ � è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � �¢� ¦Z�:� º ® è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:�O¯ ¦ �Bì « ½p½ �
in quantol’operazionedi integrazionenon fa altro che eliminare �Ó� ¦¯¦¯¦ � dal
secondomembrodell’eq.(5.32).E grazieall’eq. (5.29)otteniamol’eq. (3.47).

Vogliamoconcludereconun’importanteosservazione.Comeseguedalle
eq.(3.49)e (5.9), ÎKÅ$Ã i camminidi Wiener ÍJISÀ le soluzionidell’equazionedi
Langevin sonoËUÂ)ÃµÈ$È¬Ã1ÄÆÅ con dimensionedi Hausdorff ugualea ÌpÏFÀ . Ciò Á<Ê1Á
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è casuale.La derivazionedei postulatiW2 e W3 mostrachiaramenteche ÅÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅ Ì1ÅÆK Å¬À�Á9À¯Â Í8IJÀñÍHÊpÁ ¿1ÅóÏÓÁ ¿µÊpÁ<Êù�$� � £)­ � � ÍHÊpÁ���� � � £)­ � � � ÉSÊ�ÎKÎ�Ê1Á9Ê�7�À¯ÁSÅóÂÅóÁFÈBÀ¯ÂBÉ�ÂHÀ¯È¬ÃpÈ�Å}ÍHÊpðñÀÒÎ¯Ê1ÄÆÏpÇ¯Å�ÊpÁSÅ 0 ��­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� Í8IJÀ
Î¯Ê\ÌµÌpÅbÎóË�ÃpÁ<Ê ÄOÃôÍKÊ1Á<ÌpÅOÇ¯Å�ÊpÁ9À0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� º � �[� – dopotutto, gli uni e gli altri descrivono le Î�ÈBÀUÎHÎYÀ
traiettoriefisichedi un PSMC!

Quest’ultimoè un risultatodi granderilevanza,percui ci sembraoppor-
tunodarneunadimostrazionealternativa (chepuò forseapparirepiù esplicita
dellaprecedente).Chiediamociqualesiala distribuzionedi probabilit̀a perle
traiettoriefisichedi un PSMCuscentida ���9��£)­=� � . Si osservichenel casoin
cui il numerodi particelleè ÍHÊ1ÎUÈ¬Ã1Á<ÈBÀ la rispostagià la conosciamo:̀e fornita
dall’eq. (5.14). È per̀o molto facile considerareil ÍKÃ�Î�Ê ¿ À�Á�À�Â]Ã1Ä�À , in quanto
bastacombinarel’eq. (5.14) con l’eq. (5.27) (quest’ultimatiene conto dei
processidi emissioneeassorbimento)´ 9 . Otteniamo¡ î D
è � 0 � ¦Z�:� � �a�� � ] exp Ð�� � �a�e� � �µ­ � ¼3Ñ   �<� ä �K����£)­ � § ,ë�$��£)­ ��¡ ���� ¢ ·�£ B ��¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F}Ò ¦è � 1 � ¦Z�=� ���a�� � �Bì « ½�b �

in cui compareesplicitamenteil RBG. Tuttavia è � 0 � ¦Z�:� può venireespressaÍKÊ1ðÒÉ�ÄOÀYÈ¬Ã1ðñÀ�Á<ÈBÀ in terminidi
0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� . A talfineèsufficienteeliminare1 ��­ � dall’eq.(5.8) facendousodell’eq.(5.2). Abbiamoquindi

è � 0 � ¦Z�:� � �a�� � ] exp Ðþ� � �a�e� � �p­ � ¼b â � g� � � ä � ��� £)­ �]� î §¼3    �9� ä �]����£)­ � § ,ë����£)­ ��¡ ���� ¢ ·�£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F�Ò «
�Bì « ½µì �

Ma l’eq. (5.35) ÍHÊ1ÅóÁ<ÍYÅ�ÌªÀ con la distribuzione di probabilit̀a è � �¢� ¦Z�=� per iÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅçÌ1ÅÓK Å¬À�Á9À¯Â ´ @ (si vedanole eq. (3.43), (3.44), (3.45) e (3.46)),
dimostrandocos̀ı la ÍHÊ1ðÒÉ�ÄOÀYÈ¬Ã�À]ÐYÏÓÅ�7�Ã1Ä�À�ÁªÇ\Ã fra questi ultimi e le soluzioni0 ��­�|)�<�¬£)­=�O|\� 1 � ¦Z�=�ó� chepassanoper ���<� �¬£)­=� � � .

5.3 – Nel casodellaparticellaÔ descrittadall’azioneclassica(2.33)èun
giocofin troppofacileottenereunaformulazionedellameccanicaquantistica

46 Procediamonellostessomodoin cui abbiamoderivatol’eq. (5.28)partendodall’eq.(5.25).
47 Naturalmentequesti ultimi soddisfano la condizione t ( T �a� ) = t �a� mentre le soluzioni

dell’eq.(5.2)chefiguranonell’eq.(5.35) �pú�� soddisfano(in generale)la condizione(5.16).
Ma questofattoè qui del tutto

� û=û � ÿ[ö � ��� � ö .
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comeÍKÊ1ÁFÈ�Â]ÊUÉSÃ1Â¯ÈBÀþÌ À¯Ä ÄOÃ�ÌªÀUÎ�ÍYÂ�ÅOÇ¯Å�ÊpÁ9À�Ì1ÅC5 ÃpÁ ¿ À87\ÅóÁ di unPSMC:bastaricordare
l’eq. (3.1)e far usodella ÍHÊpðÒÉ9Ä�À¯È¬ÃùÍHÊ1Â�Â�Å Î¬ÉJÊpÁ<Ì À¯ÁªÇYÃ fra le dueteoriestabilita
dalle eq. (3.39), (3.40) e (3.41) unitamentealle definizioni (3.35), (3.36) e
(3.37)!

Cominciamodall’equazionedi Langevin (5.2). Graziealle eq. (3.40)e
(3.36)essadiventa ��µ­ 0 �]��­ � º|� ¼Õ ���H� 0 �$­ � £)­ ��§Ö1 �H�$­ � �Bì « ½ p �
che è l’ À]ÐYÏSÃ�Ç�Å$Ê1Á�À ÌpÅ×5�Ã1Á ¿ªÀJ7\ÅóÁ su cui è basatoil presenteapproccio. Ora,
nel casodi un PSMC le /þÏÓÈ$È�ÏSÃ.Ç�Å$Ê1ÁSÅ sono simulateda un RBG definito
dall’eq.(5.8). Analogamente– almenodaun puntodi vista formale– le /þÏJÈ��È�ÏSÃ.Ç�Å$Ê1ÁSÅþÐ¯ÏSÃ1ÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍJISÀ ´ M sonosimulatequi daun Â�ÏªðôÊpÂHÀØ:¯Å�ÃpÁ<ÍHÊ ÌpÅXÙ Â]À�ÎKÁ9À¯Ä
(RBF) ´ n , chesi ottienedall’eq. (5.8) in virtù delleeq.(3.39)e (3.35). Natu-
ralmenteadessole É�Â]Ê;:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>Ã vannosostituitedallecorrispondentiÃ1ðÒÉ�Å$ÀKÇHÇ�À .
Quindi il RBF èdefinitodalladistribuzionedi Ã1ðÒÉ�Å$ÀKÇHÇ\Ã�ï D

¸ � 1 � ¦Z�=�H] exp

^_ ` ���=� 3p� � Õ � -�9� �dcef c �µ­ 1 �H��­ �Z1 �)��­ � iajk « �Bì « ½ qµ�
Un concettochiave nella formulazionedi Langevin di un PSMCè la É9Â]Ê;:HÃ��:¯Å ÄÆÅ�È<>Ã�ÌpÅ�È�Â)ÃpÁJÎKÅ�Ç�Å$Ê1Á�À (condizionata)è � � � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� ÄÆÏÓÁ ¿µÊ 0 � ­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� �ó�
definitadall’eq. (5.21).Ponendoora° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:���¹

ampiezzache Ô vada da �$� � £)­ � �
a ���<�[��£)­=� � � lungo

0 �$­}|)�9�¬£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� ���� Ô si muove
lungo

0 ��­�|)�<�$£)­Q��|\� 1 � ¦Z�:�ó� º �Bì « ½ r �
l’eq. (3.1) implica evidentemente

è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�=� åçæ ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:�¬« �Bì « ½ � �
48 L’espressione“ ��ý ��� ý�� ��� ú�� � NQý���� ��� � �&� �Z��ö ” vieneusatacon significati spessodifferenti.

Ritorneremosuquestoargomentonel paragrafo5.7.
49 Questadenominazionetraeoriginedal fattochenell’eq. (5.37)figural’analogofunzionale

di un integraledi Fresnel.Si noti cheformalmenteil RBF può esserevisto comeun RBG
concostantedi diffusione

� ü üÉ��u � ���Uû � � ( Ú = Û -Ü�Ý 2Þ ), quindi alcunepropriet̀a del RBG
valgonoancheperil RBF(questopuntoverr̀a precisatonelladiscussioneseguente).

50 Anchequi nonci preoccupiamodi normalizzarele distribuzionidi ampiezze.'ßY.ú�� � ö=û � úUû �
si scopre(discutendoesempifisici espliciti) che la correttacostantedi normalizzazione
nell’eq. (5.37)è proprio ýy�pú !
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Sfruttandol’eq. (5.39),la formaesplicitadi
° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:� seguediretta-

mentedalleeq.( 5.27)e(5.28)facendousodelleeq.(3.41)e(3.37).Otteniamo° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:� ºà�Ó��� � � � 0 ��­ �[� |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]��¦
exp

^_a` �é�)¼�� 3 Õ � � �a�e� � �p­ª   �<� ���]��� £)­ � � ¢ ·�£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F i jk ¦
exp

^_ ` �!���Q� -�<� �=�a�e� � �µ­ ¹ ¼3 Õ � � ����£)­ � � � �$��£)­ � § �Þ��� £)­ � º ���� ¢ ·H£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B�§aF&¨©F i jk «�Bì « bá- �
Concludiamo– graziealleeq.(5.29),(3.19)e (5.39)– cheil propagatore

quantisticoemergequi come ðñÀHÌ1Å$Ã sul RBF ï ¡° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±zº ® ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:� ¯ ¦ « �Bì « bS¼ �
Inserendol’eq. (5.40)nell’eq.(5.41)abbiamoesplicitamente° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±zºÄÃË�Ó��� � � � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó�]�U¦

exp

^_a` �!�)¼�� 3 Õ � � �a�e� � �µ­    �<� � �]����£)­ � � ¢ ·�£ B ��¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B�§aF&¨©F iajk ¦
exp

^_a` �!���Q� -�<� � �a�e� � �µ­ ¹ ¼3 Õ � �]����£)­ � ���H�$��£)­ � § �Þ��� £)­ � º ���� ¢ ·�£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§aF�¨�F iajkXÅ 1�Bì « b 3µ�
checostituisceessenzialmenteil nostroÂ�ÅbÎUÏªÄíÈ¬ÃpÈ¬ÊÈG©Á<Ã1Ä�À : il É�Â)Ê�ÉJÃ�¿µÃpÈ¬ÊpÂHÀ Ð¯ÏSÃpÁ´�È�Å ÎUÈ�Å$ÍHÊ espressoin terminidelle Î�ÊpÄZÏµÇ¯Å�ÊpÁSÅ0ÌªÀ�ÄóÄ�â À]ÐYÏSÃ�Ç�Å$Ê1Á�ÀÞÌ1ÅH5 Ã1Áª¿ ÀJ7�Å Á (5.36).
Tuttavia l’eq. (5.42)può veniresemplificataunpo’ definendo,ë��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó�6� det �����    � �� 0 �]��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� ����� « �Bì « bµ½ �

51 L’operazionedi mediasul RBF è definitacomenel casodel RBG,cioè dall’eq. (5.15)con� [ s ( � )] sostituitoovviamenteda ã [ s ( � )] e ä = 1.
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Un semplicecalcolodà ï]î
, ��­ �[� |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� º exp

^_a` �!�]¼�� Õ � � �a�e� � �µ­Ñ   �<� ���]����£)­ � � ¢ ·�£ B ��¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F i jk�Bì « b�b �
chepermettedi riscriverel’eq. (5.42)nellaforma° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ±}ºåÃË�Ó��� � � � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]� ,ë�$­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� ¡�~ î ¦

exp

^_ ` �!���Q� -�<� � �a�e� � �µ­ ¹ ¼3 Õ � � ����£)­ � � � ��� £)­ � § �Þ��� £)­ � º ���� ¢ ·�£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§aF�¨�F iajkæÅ 1 «�Bì « b ì �
È importantesottolineareche– bench́e l’eq. (5.45)siastatadedottain modo
abbastanzaconvincente–gli argomenticheabbiamousatosonoessenzialmenteÀ¯ÏÓÂUÅ ÎUÈ�Å$Í¯Å , percui ènecessarioverificare( Ã�ÉSÊ�Î�ÈBÀ�Â�Å�ÊpÂ�Å ) chel’eq. (5.45)fornisceÂHÀHÃ1ÄÆðñÀ�ÁFÈBÀ il propagatoredell’equazionedi Schr̈odinger(naturalmentèe stato
dimostratochele cosestannoeffettivamentecos̀ı).

Un vantaggiodi questaformulazioneè fornire la derivazionedell’ap-
procciodi Feynmanin modo ÐYÏJÃpÁFÈ¬Ê»ðôÃ1Å Î¯À�ðÒÉ�ÄZÅ$ÍKÀ (è sufficienteseguire la
stessastrategia sviluppatanel paragrafoprecedente)ï]³ . Consideriamoquindi
lo spaziodei cammini Ïz��� � £)­ � |)� � � £)­ � � � e fissiamol’attenzionesull’ampiezza° �<� �$£)­Q� ��� �9�$£)­Q��±¯� �¢� ¦Z�:� definita dall’eq. (2.34). È immediatoesprimerequesta
ampiezzacome ðñÀ]Ì1Å$Ã sulRBF(in cui compaionole soluzionidell’eq.(5.36)):
bastainfatti usarele eq.(3.53)e (5.39)perotteneredall’eq.(5.32)° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ±�� �0� ¦Z�:� º ® �Ó� �¢��­ � � 0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�=� ���a�� � ¦° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:� ¯ ¦ « �Bì « b p �

52 Senell’eq. (5.36) �1ú�� comparisseil terminedi rumore,l’eq. (5.44)manterrebbela � � ö��O�Z��=úUû:üÉ� : avremmoallora un risultatobennoto a chi si occupadi sistemidinamici classici
(si vedaades.: R. Kurth, 'mç � úUüÉ� ��� ���þú��
³Fÿ����O� � ����ÿh � � ��� � ��� ����ÿh�éö�������� � ��� (Pergamon
Press,Oxford,1960)).Si può per̀o dimostrarechel’eq. (5.44)vale �����Z��ö in presenzadi unû=ý\ü úUûBö#�8�8� �©�&�©� ú (qualeè il casodell’eq.(5.36)).

53 È anchepossibilederivarel’equazionedi Schr̈odingerpartendodall’equazionedi Langevin
in modomolto simile a comesi ottienel’equazionedi Fokker-Plancksecondola strategia
discussadaZinn-Justin(si vedala nota127).
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Inoltre, sesi inseriscenell’eq. (5.46)l’espressionedi
° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:� data

dall’eq. (5.40) è possibilecalcolare ÀUÎBÉ9ÄÆÅ�ÍYÅóÈ¬ÃpðñÀ�ÁFÈBÀ ° � �[� £)­ �[� � � � £)­ � ±¯� �0� ¦Z�:� . Si
ritrova per questavia proprio quantostabilito dal ÉJÊ1ÎUÈ�ÏÓÄOÃpÈ¬Ê F2. (Questoè
un modo per 7�À¯Â�Å GdÍKÃ1ÂHÀ la correttezzadell’eq. (5.45)). Ancora, integrando
l’eq. (5.46)su Ï}���9��£)­=�O|)�<� �¬£)­=� � � , si hae o �0��­ � ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� �¢� ¦Z�:� º ® ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z�:� ¯ ¦ �Bì « b qµ�
dato che l’operazionedi integrazioneelimina �ª� ¦¯¦¯¦[� dal secondomembro
dell’eq. (5.46). Infine l’eq. (2.37) – cioè il ÉJÊ1ÎUÈ�ÏÓÄíÃµÈ¬Ê F3 – emerge combi-
nandol’eq. (5.47)conl’eq. (5.41).

Analogamenteaquantosi hanelladescrizionedi Langevin di unPSMC,
anchele soluzionidell’equazionedi Langevin (5.36)sonoËUÂ]ÃpÈ$È¬Ã1ÄÆÅ condimen-
sionedi Hausdorff ugualea ÌpÏFÀÞï ´ . Non stupisceche questapropriet̀a sia
condivisa dai camminidi Feynman. Infatti le eq. (5.46) e (5.47) implicano
che ÅzÍHÃpð ð Å ÁSÅ}Ì1ÅdÙ¢ÀJè�ÁSðôÃ1ÁòÍJISÀ�ÍHÊpÁ ¿1ÅóÏÓÁ ¿µÊpÁ<Ê���� � £)­ � � ÍKÊ1Áò��� � � £)­ � � � ÉJÊ1ÎHÎ�ÊpÁ<Ê71À�ÁSÅóÂHÀ
Å Á<ÈBÀ�Â:É9ÂHÀ¯È¬ÃµÈ�Å�ÍHÊpðñÀ�Î¯Ê1ÄÆÏµÇ�Å$Ê1ÁSÅ 0 ��­�|)�<�¬£)­=�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� Í8IJÀ Î�Ê�ÌµÌ1Å Î Ë¯Ã1Á9Ê!ÄOÃÖÍHÊpÁ´�ÌpÅOÇ¯Å�ÊpÁ9À 0 ��­Q� ��|)�<�B£)­=�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� º �9� � !

Alternativamente,si può giungerea questofondamentalerisultato ÌªÀJ�G©Á9À�Á<Ì Ê unadistribuzionedi Ã1ðÒÉ9Å¬ÀHÇKÇYÃ ¸ � 0 � ¦Z� � ï]ï perlesoluzionidell’eq.(5.36)
uscentida ���<��£)­Q� � (considerandol’intervallo di tempo­=� � ­ � ­Q� � ). La Ë�ÊpÂUðôÃÀ�Î¬É�ÄZÅ$Í¯Å�È¬Ã di

¸ � 0 � ¦Z�:� può essereottenuta– ancoraunavolta grazieall’eq. (3.1)
– da è � 0 � ¦Z�:� data dall’eq. (5.35), usandola corrispondenzastabilita dalle
eq. (3.39), (3.40) e (3.41) congiuntamentealle definizioni (3.35), (3.36) e
(3.37). Ricordandol’ampiezza

¸ � �0� ¦Z�:� per i cammini di Feynmandefinita
dall’eq. (2.35)e le eq.(2.33)e (2.36),si trova É9Â]ÊUÉ�ÂUÅ$Ê ¸ � 0 � ¦Z�:� º ¸ � �0� ¦Z�:� .

È evidentechel’eq. (5.36)– Î¯À¯ÁªÇYÃ il terminedi rumore– Á9Ê1Á possiede
alcunsignificatospecificoin meccanicaclassica. Ciò comportache Á<ÊpÁ vi
siaalcunaÂHÀ¯ÄíÃ.Ç�Å$Ê1Á9À fra le soluzioni

0 ��­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� ele traiettoriedinamiche
classichenellospaziodelleconfigurazioni.Pertantofraquesteultimeedi cam-
mini di Feynman Á<ÊpÁ�ÎKÏªÎKÎKÅ ÎUÈBÀñÃ1ÄOÍ¯ÏÓÁ�Ä�À¬¿µÃpðñÀ (comeanticipatonel paragrafo
2.8) (si vedaanchequantoverr̀adettonelparagrafo5.6).

5.4– Vogliamomostrarechela formulazionedellameccanicaquantistica
descrittanel paragrafoprecedentepuò esserepostain unaforma Ã1ÄíÈBÀ�Â�Á<ÃpÈ�Å«7.Ã ,
chepossiedeun ÄOÀB¿µÃpðñÀ�ðôÊpÄÆÈ¬ÊñÎ�È�ÂHÀ¯È$È¬Ê ÍHÊpÁòÄíÃ ðñÀHÍHÍHÃpÁSÅ$ÍHÃ Í¯ÄOÃ�ÎKÎKÅ$ÍHÃ .

Abbiamo consideratol’azione classica��� �0� ¦Z�:� definita dall’eq. (2.33):
ciò presupponela sceltadi un insiemedi potenziali é �Ñê ������£)­ � £ �Þ�$��£)­ ��ë .
Consideriamoancoral’equazionedi Hamilton-Jacobiassociataa ��� �¢� ¦Z�:�

54 Sipossonoripeterequi lestesseconsiderazionifattenelparagrafo5.2perottenerel’eq. (5.9).
55 Unicamenteper motivi tipografici, scriviamo qui semplicementeã [ R ( � )] anzich́e più cor-

rettamenteã [ R ( T ; t���V=T=� ; [ s ( � )])].
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   ­ � ����£)­ � § ¼3 Õ ¹    �9� ����� £)­ � �l� � ��� £)­ � º î § �Þ����£)­ � º
- �Bì « b r �
edinterpretiamoÊK¿1ÁSÅ suasoluzione������£)­ � comela generatricedi unatrasfor-
mazionedi gaugeé æ �é �àê3��Þ��� £)­ � £ ������ £)­ ��ë ï�9 . Esplicitamente����H��� £)­ �6� ���]��� £)­ � �    � � � ����£)­ � £ �Bì « b � ���Þ��� £)­ ��� �Þ��� £)­ � §    ­ � ����£)­ �U« �Bì « ì�- �
Questatrasformazioneinducenell’azioneclassicail cambiamento��� �0� ¦Z�:� æ��&� �¢� ¦Z�=� , con���� �0� ¦Z�:� � �a�� � � ��� �0� ¦Z�:� � �a�� � ��� �����0��­ �[� � £)­ � � � ��� ���¢��­ � � £)­ � �:�¬« �Bì « ìÓ¼ �
Corrispondentementeil propagatorequantisticoassociatoa

���� �¢� ¦Z�:� èconnesso
a quelloassociatoa ��� �¢� ¦Z�=� dallarelazioneïA@° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ±©º ¤ f B ��~ -� F ¥ ì B ¢ �a� { � �a� F f ì B ¢ � { � � F&¨ ° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ± « �Bì « ì 3µ�
Quantizziamoadessol’azioneclassica

��0� �0� ¦Z�:� secondolo schemadelparagrafo
precedente.L’equazionedi Langevin (5.36)è ora��µ­ �0 �]��­ � º|� ¼Õ ����H� �0 ��­ � £)­ � §Ö1 �H�$­ � �Bì « ì1½ �
che– in virtù dell’eq.(5.49)– può venireriscrittacome

��µ­ �0 �]��­ � º ¼Õ ¹    �9� ���$��£)­ � �Ä���]�$��£)­ � º ���� ¢ ·#í£ B � F §21 �H�$­ �U« �Bì « ì�b �
56 Ricordiamochenel presenteQuadernoignoriamo(persemplicit̀a) i problemidovuti all’e-

sistenzadi Y1ýy� ��� �=ú��O��ÿ � e �O�Uýv� ��� ����ö nello spaziodelleconfigurazioni.
57 Il modopiù faciledi derivarel’eq. (5.52)èdi esprimeresia îEt �a� V�T �a� Ì t � V«T �Eï che îEt �a� V«T �a� Ì t � V�T � ï

in funzionedi ð [ t ( � )] e ¯ð [ t ( � )] (rispettivamente)secondol’eq. (2.31),paragonandopoi i
duerisultati.
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È proprio nella ÌpÅ ÑÒÀ¯ÂHÀ�ÁªÇ\Ã fra le equazionidi Langevin (5.36) e (5.54) che
consistela ÌpÅ�71À�ÂUÎKÅ�È<>Ã di questaformulazionerispettoa quella del paragrafo
precedente.L’espressione(5.42)delpropagatorequantisticodiventa° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±©º·Ã6�ª�$� � � � �0 �$­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]�U¦

exp

^_a` �!�)¼�� 3 Õ � � �a�e� � �p­ª   �9� ����H�$��£)­ � � ¢ · í£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§aF�¨�F i jk ¦
exp

^_a` �!���=� -�<� � �a�e� � �p­ ¹ ¼3 Õ ����H��� £)­ �À����]����£)­ � §S�������£)­ � º ���� ¢ · í£ B ��¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F i jk Å 1 «�Bì « ìpì �
Ma le eq.(5.48),(5.49)e (5.50)implicano¼3 Õ �� �]����£)­ � ����]��� £)­ � § ��Þ��� £)­ � º
- « �Bì « ì p �
Comein precedenza,definiamo�,ë��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó�6� det �����    � �� �0 �]��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� ����� �Bì « ì qµ�
ottenendo

�, ��­ �[� |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� º exp

^_a` �!�]¼�� Õ � � �a�e� � �µ­    �<� ����]����£)­ � � ¢ ·×ñ£ B ��¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F&¨©F i jk «�Bì « ì r �
Graziealle eq. (5.56) e (5.58), l’eq. (5.55) si semplificanotevolmente,as-
sumendola forma° � �[� £)­ �[� � � � £)­ � ±zº ® �Ó��� � � � �0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]���, ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� ¡Z~ î ¯ ¦ «�Bì « ì � �
Paragonandoinfine l’eq. (5.59)all’eq. (5.52)otteniamoun’espressioneÃ1ÄíÈBÀ�ÂJ�Á9ÃpÈ�Å«7.Ã per il propagatorequantisticoassociatoall’ ÊpÂUÅO¿1ÅóÁ<ÃpÂUÅ$Ã azioneclassica� � �¢� ¦Z�:� in cui compaionoÊ1Â]Ã le soluzionidell’equazionedi Langevin (5.54)
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° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±zº ¤ B ��~ -� F ¥ ì B ¢ �a� { � �a� F f ì B ¢ � { � � F&¨ ¦® �ª�$� � � � �0 �$­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�]���,ù��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó� ¡�~ î ¯ ¦ « �Bì «�p - �
Sottolineiamochequantodettovaleperun’ Ã<:�Å�È�Â]Ã1Â�Å�Ã soluzione����� £)­ � dell’e-
quazione(5.48) ï�M .

5.5 – La Ë¯Ê1Â�ð ÏÓÄíÃ.Ç�Å$Ê1Á9ÀÖÃ ÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅ©Ã1Ä�À]ÃµÈ¬Ê1Â�Å ¡ D ï dellameccanicaquanti-
sticaè stataottenutaÌpÅSË¯ÃpÈ$È¬Ê nel paragrafo5.4. Tuttavia ci sembraopportuno
riassumernegli aspettifondamentaliseguendounordinelogico.

Diversamentedaquantoavvienenellealtreformulazionidellateoriaquan-
tistica, si assumeÐYÏÓÅ comepuntodi partenzaproprio la ðñÀ]ÍKÍHÃ1ÁFÅ�ÍKÃ�Í¯ÄOÃ�ÎHÎUÅ�ÍKÃ
(approcciodi Hamilton-Jacobi).Ricordiamoche,nel casodella particella Ô
descrittadall’azioneclassica(2.33),l’equazionedi Hamilton-Jacobìe

   ­ ����� £)­ � § ¼3 Õ ¹    �<� � ����£)­ � �Ä� �]����£)­ � º î § �Þ��� £)­ � º
- « �Bì «�p ¼ �
Supponiamodi conoscereun integrale ÉSÃ1Â¯È�Å$ÍHÊ1ÄOÃ1ÂHÀ0����� £)­ � dell’eq.(5.61).Al-
lora la traiettoriadinamicaclassicaòÓ� ­�|)�<�$£)­Q�=|\� ��� ¦Z�=�ó� ÍHÊ1Á<È�Â)ÊpÄ ÄOÃpÈ¬Ã da ����� £)­ � è
soluzionedell’equazione��p­ ò¯�H��­ � º ¼Õ ¹    �<� ����� £)­ � �Ë���]��� £)­ � º ���� ¢ ·Hó B � F « �Bì «�pá3µ�
Ricordiamoancheche òÓ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� ��� ¦Z�:�ó� corrispondealla condizioneinizialeòÓ��­Q� � º �<� , ô �$­=� � ºÚ��õô� � ���<�ó£)­Q� � .

La ÐYÏJÃpÁFÈ�Å�ÇHÇYÃ.Ç�Å$Ê1Á9À si effettuatrasformandol’eq. (5.62)in un’ ÀHÐ¯ÏSÃ�Ç¯Å�ÊpÁ9ÀÌpÅX5 ÃpÁ ¿ À87\ÅóÁ
��µ­ 0 �]�$­ � º ¼Õ ¹    � � ���$��£)­ � �Ä���H�$��£)­ � º ���� ¢ ·H£ B � F § ¹ -�Õ º ¡�~ î 1 �K��­ � �Bì «�p ½ �

nellaquale
1 ��­ � è unRBF definitodalladistribuzionedi ÃpðÒÉ9Å¬ÀHÇHÇ\Ã ¡ ³]î�{pï�n

58 Infatti il secondomembrodell’eq. (5.60) è (globalmente)
� ��� � Y�öZ���YöZ� � ö dalla sceltadið (thV=T )ö

59 Si noti che le eq. (5.63) e (5.64) sonostateriscritte in modo leggermentediverso(ma
equivalentealleeq.(5.54)e (5.37)).
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¸ � 1 � ¦Z�:�d] exp

^_ ` �$�=� 3p� �mcef c �µ­ 1 �H��­ �Z1 �]��­ ��iajk « �Bì «�p b �
È evidentechenel limite -� æ - e/o Õ æø÷ si ritrova la meccanicaclassica.
Ulteriormenteil RBF possiedeÊ1Â]Ã un significato ÏÓÁSÅ«7�À�ÂUÎ¯Ã1Ä�À 9 D . Indichiamo
con

0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� la soluzionedell’eq. (5.63)concondizioneiniziale0 ��­ � � º � � e ÍHÊpÁFÈ�Â]Ê1ÄóÄíÃµÈ¬Ã dall’integrale ����� £)­ � dell’eq.(5.61).Questesoluzioni
descrivono i ÍHÃpð ð Å ÁSÅ�Ã1Ä�À]ÃµÈ¬Ê1Â�Å Ð¯ÏSÃ1Á<È�ÅbÎ�È�Å�ÍYÅ (CAQ), chesonogli oggettifon-
damentalisucui si basala presenteformulazione.È chiarochei CAQ sonoËUÂ]ÃpÈ$È¬ÃpÄZÅ condimensionedi Hausdorff ugualea Ì1ÏFÀ ¡ ³�9 . Abbiamovisto cheè
convenientedefinire

,ë��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó��� det �����    � �� 0 �H��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� ����� �Bì «�p ì �
e sappiamoanchechevalela relazione,ë�$­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�=�ó� º

exp

^_a` �)¼�� Õ � � �a�e� � �µ­ª   �<� ¹    �<� ����� £)­ � �Ë���]��� £)­ � º ���� ¢ ·�£ B �Z¤ ¢ � { � � ¤�¥ ¦ B«§ F { ì B«§ F&¨©F i jk «
�Bì «�p�p �

Si trattaora di esprimereil propagatorequantistico
° � � � £)­ � � � � � £)­ � ± in termini

dei CAQ. La strategia cheseguiremoconsistenell’analizzarel’evento
¸

“ Ô7�Ã�Ì Ã����9��£)­=� � Ã��$�<� ��£)­Q� � � ” facendouso dei CAQ (anzich́e dei cammini di
Feynman come nel paragrafo2.4). Ma questomodo di procederenon è
altro che l’ ÃpÁ<Ã1ÄOÊH¿ Ê Ð¯ÏSÃ1ÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÊ dell’analisi fatta per un simile evento nel
casodi un PSMCal fine di ottenereè �$� � � £)­ � � � � � £)­ � � in termini dellesoluzioni
dell’equazionedi Langevin. Ancora una volta l’eq. (3.1) e le sue forme
più specificheci permettonodi raggiungereil nostroobiettivo in modoquasi
banale.

RicordiamocheperunPSMCunconcettofondamentalèe la É�Â]Ê;:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>ÃÌpÅ È�Â]ÃpÁJÎKÅ�Ç�Å$Ê1Á9À (condizionata) è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:�ó� ÄÆÏÓÁ ¿µÊ ÏÓÁ<Ã Î�ÊpÄZÏµÇ¯Å�ÊpÁ9À0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�=�ó� dell’equazionedi Langevin (5.2)

60 Conciò intendiamodirecheil RBFè �BúUüæYpÿ[ö � �Uü&öZ� � ö � ��� � Y.öZ���YöZ� � ö dalsistemadinamico
considerato.
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è ��� �[� £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:���¹
probabilit̀a che Σ vada da���<��£)­Q� �
a ���<�[��£)­=� � � lungo

0 �$­}|)�9�$£)­=��|\� 1 � ¦Z�=�ó� ���� ¶ si muove
lungo

0 ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z�:�ó� º « �Bì «�páqµ�
È statoquindi dimostratonel paragrafo5.2che è ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � emergecomeðñÀHÌ1Å$Ã di è ���9� �ó£)­=� �Z� �<�¬£)­Q� � � 1 � ¦Z�:� sulRBG

è ��� � � £)­ � � � � � £)­ � � º ® è ��� � � £)­ �[� � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� ¯ ¦ « �Bì «�p�r �
Ritornandoalcasoquantistico,̀enaturaledefinireun’ Ã1ðÒÉ9Å¬ÀHÇKÇYÃéÌ1Å�È�Â]Ã1ÁJÎUÅOÇ¯Å�ÊpÁ9À
(condizionata)

° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� ÄÆÏÓÁ ¿µÊ ÏÓÁ (generico)CAQ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:���¹
ampiezzache Ô vada da ��� � £)­ � � a���<�[�$£)­=�[� � lungo

0 ��­}|)�9�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� ���� Ô si muove lungo0 ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� º « �Bì «�p�� �
È alloraovvio chel’eq. (3.1) implicaè �$� � � £)­ � � � � � £)­ � � � 1 � ¦Z�:� åçæ ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�¬« �Bì «4q - �
Ma in virtù delle eq. (3.19)e (5.70)concludiamodall’eq. (5.68)cheil É�Â]Ê��ÉSÃ\¿ ÃpÈ¬Ê1ÂHÀÖÐYÏJÃpÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÊ emergequi come ðñÀ]ÌpÅ�Ã di

° �9� �$£)­Q� ��� �<�¬£)­=��±Y� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� sul
RBF ¡ ³]³ ° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±zº ® ° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:�O¯ ¦ « �Bì «4q ¼ �
A questopuntoènecessariospecificarecome

° � �[� £)­ �[� � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:� dipenda
funzionalmenteda

0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� . Notiamo preliminarmenteche la
strutturadi

° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:� è° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� º�Ó��� �[� � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:�ó�]�Zù � 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�=� �Bì «4q�3µ�
in quanto– in virtù del suo significatofisico – essadeve esserenulla per0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó�ú¼º � � � . Osserviamoche avremmo potuto derivare
l’eq. (5.72) dall’eq. (5.28) usandol’eq. (5.70). Potremmoanchecercaredi
determinareper questavia la Ë�ÊpÂ�ðôÃ"ÀUÎBÉ9ÄÆÅ�ÍYÅóÈ¬Ã di

ù � 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� , facendouso
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della corrispondenzadefinita dalle eq. (3.39), (3.40) e (3.41) 9 ¡ . Ci sem-
bra tuttavia un fatto notevole chesi possapervenirea questaespressionein
modoancorapiù sempliceetotalmenteÌpÅ�71À�ÂUÎ�Ê . Supponiamoinfatti di inserire
l’eq. (5.72)nell’eq. (5.71). È evidenteche

° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� Ì1Å[ÉSÀ�Á9Ì À
dalparticolareintegrale � ����£)­ � dell’eq.(5.61)cheèstatoscelto.Pertantotale
dipendenzadovrebbemanifestarsiÃ1Á<Í8IJÀ nel propagatorequantistico.Ma ciò
è Ã1ÎHÎKÏÓÂ]ÌµÊ : ° �<� �$£)­Q� ��� �9�$£)­Q��± dipende Î�ÊpÄíÊ da ���9�$£)­Q� � e ���9� ��£)­Q� � � . Siamoquindi
indotti a richiedereche la ðñÀ]Ì1Å$Ã di

° �<�[��£)­=� �Z� �<�$£)­Q�«±¯� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:� sul RBF Á<Ê1Á
dipendada ����� £)­ � 9]î . Si può alloradimostrarechequestorequisitodeterminaÍKÊ1ðÒÉ�ÄOÀYÈ¬Ã1ðñÀ�Á<ÈBÀ ù � 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� ! Otteniamoin tal modo° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ±Y� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� º ¤ B ��~ -� F ¥ ì B ¢ �a� { � �a� F f ì B ¢ � { � � F&¨ ¦�Ó��� � � � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó�H� ,ë��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� ¡Z~ î « �Bì «4q ½ �
Bastaorainserirel’eq. (5.73)nell’eq.(5.71)perconcluderechela Â]ÃUÉµÉ�ÂHÀUÎ¯À¯Á´�È¬Ã.Ç�Å$Ê1Á9ÀçÃ ÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅ©Ã1Ä�À]ÃµÈ¬Ê1Â�Å delpropagatorequantisticorisultaessere° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±}º ¤ B �«~ -� F ¥ ì B ¢ �a� { � �a� F f ì B ¢ � { � � F&¨ ¦® �Ó��� �[� � 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:�ó�]� , ��­ �[� |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� ¡Z~ î ¯ ¦ « �Bì «4q b �
Questaespressionevaleperun’ Ã1Ây:�Å�È�Â]Ã1Â�Å�Ã soluzione���$��£)­ � dell’equazionedi
Hamilton-Jacobi(5.61) ¡ ´ D , conferendocos̀ı una notevole “flessibilità” alla
presenteformulazione9]³ .

L’approcciodi Feynmanemerge in modo ðôÊpÄÆÈ¬Ê»ÎYÀ�ðÒÉ�ÄZÅ$ÍKÀ nel presente
contesto,e la discussionefattaa tale propositonel paragrafo5.3 può essere
ripetutaqui alla lettera 9 ´ . Ovviamentel’eq. (5.46)diventaora° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� �¢� ¦Z�=� º ® �Ó� �¢��­ � � 0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó�:� � �a�� � ¦° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� ¯ ¦ �Bì «4q ì �
e similmentel’eq. (5.47)assumela forma

61 Tuttavia questastrategia èoramenoimmediatarispettoaquantosi èvistonelparagrafo5.3.
62 Ovviamenteð ( thV=T ) devesempresoddisfarel’eq. (5.61).
63 Quantodettonellanota55 circala validità dell’eq. (2.52)vale �����Z��ö perl’eq. (5.74).
64 Valeanchequi l’affermazionefattanellanota135.
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e o �¢��­ � ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±Y� �¢� ¦Z�:� º ® ° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ±Y� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�O¯ ¦ « �Bì «4q�p �
Vediamocheil ÉJÊ1ÎUÈ�ÏÓÄíÃµÈ¬Ê F2 può esserederivato calcolandoÀ�Î¬É�ÄZÅ$Í¯Å�È¬Ã1ðñÀ¯ÁFÈBÀ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� �¢� ¦Z�:� in terminideiCAQ secondol’eq. (5.75). (Perquestavia si71À�Â�Å GdÍHÃ anchela correttezzadell’eq. (5.74)). Ulteriormenteil ÉJÊ1ÎUÈ�ÏÓÄOÃpÈ¬Ê F3 si
ottienecombinandol’eq. (5.71)conl’eq. (5.76).

5.6–Mostriamoorachela Ë¯Ê1Â�ð ÏÓÄOÃ�Ç�Å$Ê1Á�À&Ã ÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅ�Ã1Ä�À]ÃµÈ¬Ê1Â�Å dellamec-
canicaquantisticaÍ8I Å$Ã1Â�Å Î�ÍKÀ la naturadei camminidi Feynman¿ À�Á�À�Â]Ã1ÄÆÅOÇKÇYÃµÈ�Å .

Probabilmenteil lettoresar̀ameravigliato dalfattocheabbiamointerrotto
la discussionedel paragrafoprecedenteproprioquandoeravamosul puntodi
faredelleaffermazionisullarelazionefra camminidi Feynmane CAQ, nello
spirito dell’analisibasatasulleeq.(5.46)e (5.47) (fine del paragrafo5.3). Il
motivo è semplice:un talerisultato Á<Ê1Á sarebbeÍHÊpÂ�Â]ÀYÈ$È¬Ê ! A causadel fattore
esponenzialeÅóÁ<ÌpÅ ÉFÀ�Á<ÌªÀ�ÁFÈBÀÜÌ Ã1ÄSÂ�ÏÓðôÊ1ÂHÀ presentenell’eq.(5.73)sarebbeinfattiÀ¯Â�Â)ÃµÈ¬Ê trarreconclusionisimili dalleeq.(5.75)e (5.76) 9]ï .

Unamanierapiuttostoovvia di evitarequestadifficoltà consistenel con-
siderare– al postodi

° � � � £)­ � � � � � £)­ � ±¯� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� – la ÁSÏSÊ�7.Ã ampiezza° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ± � � 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�d� �Ó��� � � � 0 ��­ �[� |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó�]�U¦,ë�$­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�=�ó� ¡Z~ î « �Bì «4q�qµ�
Corrispondentementedefiniamosu Ï}��� � £)­ � |)� � � £)­ � � � una ÁSÏSÊ�7.Ã ampiezzanel
modoseguente° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ± � � �¢� ¦Z�=��� ® �Ó� �¢�$­ � � 0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó�=� � �a�� � ¦° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ± � � 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�O¯ ¦ « �Bì «4q�r �
L’analogiafra le eq.(5.75)e (5.78)èevidente.Procediamoquindi integrando
l’eq. (5.78)su Ï}���9��£)­=�O|)�<� �¬£)­=� � � . Analogamenteaquantogià visto,otteniamo

65 La connessionefra camminidi Feynmanesoluzionidell’eq.(5.36)ricavatadalleeq.(5.46)
e (5.47) è �BúUû=ûBö ��� � proprio perch́e � � � sottoil segno di

� � � ö&uUû�� ��� ú��µö nel primo membro
dell’eq. (5.47) �Z��ö sotto il segno di ü&öO� � � nel secondomembro �1ú�� compaionofun-
zioni

w ������ÿ � rispettoa
� ��ÿ � úZY.öQû=� �+� ú�� � . Ora invecesottoil segno di ü&öO� � � nel secondo

membrodell’eq. (5.76) è presenteun esponenziale
� ��� � Y.ö����Yö�� � ö!�8��ÿ<û=ý\ü úUûBö , in virtù

dell’eq. (5.73).
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e o �0��­ � ° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ± � � �¢� ¦Z�:� º ® ° � � � £)­ �[� � � � £)­ � ± � � 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:� ¯ ¦ « �Bì «4q�� �
Ci siamoricondotti in tal modoalla situazionediscussanel paragrafo5.3 (si
vedanola eq.(5.46)e (5.47)).

OsserviamocheèpossibilecalcolareÀUÎ¬É�ÄZÅ$Í¯Å�È¬Ã1ðñÀ¯ÁFÈBÀ ° �<� �¬£)­=� �Z� �<�$£)­Q��± � � �¢� ¦Z�:�
inserendol’eq. (5.77)nell’eq. (5.78). Conalcunemanipolazioniformali (pe-
raltro abbastanzastandard)si trova° � �[� £)­ � � � � � £)­ � ± � � �¢� ¦Z�:� º
�Ó��� � � ���¢��­ � � �H� �Ó��� � ���0��­ � �]�U¦

exp

^_ ` ���Q� -�9� � Õ � 3µ� � �a�e� � �p­üû g�9�]��­ � � ¼Õ ¹    �<� ������£)­ � �Ä� �H����£)­ � º ���� ¢ · ¢ B � F ý î iajk�Bì «�r - �
maciò implicae o �0��­ � ° � � � £)­ � � � � � £)­ � ± � � �0� ¦Z�:� º e o �0��­ � �Ó��� � � ���¢��­ � � �]� �ª�$� � ���0��­ � �H�U¦

exp

^_ ` ���=� -�<� � Õ � 3p� �=�a�e� � �p­üû g�9�]��­ � � ¼Õ ¹    �<� � ����£)­ � �Ä� �]����£)­ � º ���� ¢ · ¢ B � F ý î i jk «�Bì «�r ¼ �
Ricordandol’eq. (2.52)vediamo–grazieall’eq.(5.81)–chei camminichecon-
tribuisconoÀ�ÑÜÀ¯È$È�Å«7.Ã1ðñÀ¯ÁFÈBÀ nell’integraleaprimomembrodell’eq.(5.79)sono
proprioi ÍHÃ1ð ð ÅóÁSÅ Ì1Å´Ù¢ÀJè�ÁSðôÃ1ÁÖ¿ À¯Á9À�Â]Ã1ÄÆÅ�ÇHÇYÃµÈ�Å definitinelparagrafo2.8. Giun-
giamocos̀ı (sullabasedelleeq.(5.78)e (5.79))alla conclusione:ÅþÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅÌpÅËÙ¢ÀJè�ÁSðôÃpÁ»¿ªÀ�Á9À¯Â)ÃpÄZÅ�ÇHÇ\ÃpÈ�Å ÍHÊpÁFÈ�Â]Ê1ÄóÄíÃµÈ�Å ÌµÃñ� ����£)­ � ÍJISÀçÍKÊ1Á ¿pÅ ÏÓÁ ¿ Ê1Á<Ê»��� � £)­ � �ÍKÊ1Á �$� � � £)­ � � � ÉSÊ�ÎKÎ�Ê1Á9Ê�7�À¯ÁSÅóÂ]À Å Á<ÈBÀ�Â:É9ÂHÀ¯È¬ÃµÈ�Å ÍKÊ1ðñÀ½þdÿ�? 0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:�ó�Î¯Ê\Ì Ì1Å Î Ë¯ÃµÍKÀ¯ÁFÈ�Å ÃpÄ ÄOÃ�ÍHÊpÁ<Ì1Å�Ç�Å$Ê1Á9À 0 ��­ � � |)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� º � � � 9�9 .

66 Avevamoosservato(paragrafo3.9)che �1ú�� esistonocamminidi WieneruYöZ�µö=û���ÿ ���O� � �&� . Ora
il motivodi taleaffermazionedovrebbeesserechiaro.Infatti, seessiesistessero,dovrebbero
essereinterpretabilicomesoluzionidi un’equazionedi Langevin � ��� öQû���� dall’eq.(5.2)ma� � � �O�Uü&öZ� � ö equivalenteadessa.A differenzadel potenzialevettoreΩ( thV«T ) checompare
nell’eq. (5.36), la drift U ( thV�T ) chefiguranell’eq. (5.2) è unagrandezzaú��O�QöQû � � w � ÿ[ö : ciò
precludela possibilit̀a di effettuaresu di essatrasformazionisimili all’eq. (5.49) �QöZ� � �
alterarele descrizionefisica. Questacircostanzàeconseguenzadel fattoche– in assenzadi
fluttuazioni– un PSMCubbidisceadunadinamica �Uû � � � ú � öQÿ � �O� anzich́e �µö=÷ � ú�� � ����� (si
ricordi l’eq. (3.22)).
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Avevamoconclusonel paragrafo5.3 che Á<ÊpÁ sussistealcunlegamefra
camminidi Feynmanetraiettoriedinamicheclassichenellospaziodelleconfi-
gurazioni. D’altra parte,la rappresentazionedel propagatorequantisticopre-
sentatanelparagrafo2.8suggeriscecheperi camminidi Feynman¿ À�Á�À�Â]Ã1ÄÆÅOÇ8�Ç\ÃpÈ�Å le cosevadanodiversamente.Siamoora in gradodi discuterecompiuta-
mentequestopunto.Contrariamenteaquantosi haperl’eq. (5.36),l’eq. (5.63)
– ÎYÀ�ÁªÇ\Ã il terminedi rumore– possiedeun profondosignificatoin meccanica
classica,in quantoessacoincideconl’eq. (5.62). Ciò comportachel’insieme
dei CAQ

0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:�ó� controllati da ����� £)­ � nascadalla traiettoria
dinamicaclassicaòÓ��­�|)� � £)­ � |\� ��� ¦Z�=�ó� per effetto del terminedi RBF presente
nell’eq. (5.63). Quest’ultimo è la sorgentedegli effetti quantistici, che si
manifestanonellapropriet̀a , 0 ��­ ��] ��,Ö­ � ¡Z~ î . PertantoÅ CAQ ÍHÊpÁFÈ�Â]Ê1ÄóÄíÃµÈ�ÅdÌµÃ� ����£)­ � ÃUÉ ÉJÃpÅ�ÊpÁ<Ê�ÍHÊ1ðñÀçÍ¯ÏÓÂJ7�À�/þÏJÈ$È�ÏJÃpÁFÈ�Å©ÅóÁFÈ¬ÊpÂUÁ9ÊëÃÉòÓ��­�|)� � £)­ � |\� ��� ¦Z�=�ó� . Com-
binandoquestorisultatocon quantoottenutosopraabbiamoche i ÍKÃ1ð ð ÅóÁSÅÌpÅæÙ¢ÀJè�ÁSðôÃpÁ ¿ À�Á�À�Â]Ã1ÄÆÅOÇKÇYÃµÈ�ÅþÍKÊ1ÁFÈ�Â]Ê1ÄóÄOÃpÈ�Å Ì Ã&����� £)­ � ÉSÊ�ÎKÎ�Ê1Á9Ê ÀUÎKÎ¯À�ÂHÀ�7\Å ÎUÈ�Å��ëÅ ÁðôÊ�ÌµÊ ÍKÊ1ðÒÉ9Ä�À¯È¬ÃpðñÀ�ÁFÈBÀÖÁ<ÃpÈ�ÏÓÂ]Ã1Ä�À��ëÍHÊpðñÀÖÍ¯ÏÓÂJ7�À�/þÏJÈ$È�ÏSÃ1ÁFÈ�Å Å Á<È¬Ê1Â�Á<Ê Ã1ÄóÄOÃ È�Â]Ã��Å¬À¯È$È¬ÊpÂ�Å�Ã�Ì1ÅóÁ<Ãpð Å�ÍKÃñÍYÄíÃ1ÎHÎKÅ$ÍHÃ#òÓ��­�|)�<�$£)­Q�=|\� ��� ¦Z�:�ó� . Questolegame– già sospettato
nelparagrafo2.8– haunanotevolerilevanzaconcettuale,perch́emostrachela
teoriaquantisticapossiedeuna Â]Ã Ì1Å$ÍKÀÖÍ¯ÄOÃ�ÎKÎKÅ$ÍHÃ più profondadi quantoappaia
dalla formulazioneoperatoriale(ritorneremosu questopunto nel paragrafo
successivo).

Vogliamoconcluderequestoparagrafoosservandocheabbiamoverificato
implicitamentechel’eq. (5.74) fornisce À�ÑÒÀYÈ$È�Å�7�Ã1ðñÀ¯ÁFÈBÀ il propagatorequan-
tistico. Al fine di rendereÀ�Î¬É9ÄÆÅ$Í¯Å�È¬Ê questoargomento,combiniamodapprima
l’eq. (5.79) con l’eq. (5.81), moltiplicandopoi per exp

ê ���=� -�<� � � ��� � � £)­ � � � �� ��� � £)­ � �:��ë amboi membridell’equazioneottenuta.Unmembrodi quest’ultima
equazionerisultaessere– grazieall’eq. (2.52)– proprio

° � � � £)­ � � � � � £)­ � ± , men-
tre l’altro membrocoincide– in virtù dell’eq. (5.77)– col secondomembro
dell’eq. (5.74).

5.7– Bench́ela discussionepresentatanegli ultimi quattroparagrafiabbia
un carattereessenzialmenteformale,l’approccioa camminialeatorioffre una
rappresentazioneÅóÁFÈ�ÏÓÅóÈ�Å«7.Ã della meccanicaquantistica,checi sembramolto
sempliceesuggestiva.

Ancoraunavolta l’analogiacon i PSMCè illuminante. Abbiamovisto
cheil RBG descrive /þÏJÈ$È�ÏJÃ.Ç�Å$Ê1ÁSÅþÍ¯ÄOÃ�ÎKÎKÅ$ÍJIJÀçÌ1ÅSË¯Ê1Á<Ì Ê . Possiamocitare,come
esempio,il casodelmotobrownianomacroscopico9A@ , nelqualetali fluttuazioni
sonole ben note /þÏJÈ$È�ÏSÃ�Ç¯Å�ÊpÁSÅ�ÈBÀ�Â�ð Å$ÍJIJÀ dell’ambiente. Ritornandoal caso
generale,le fluttuazioni (classiche)di fondo modificanoil comportamento
deterministicodellaparticella¶ (che“materializza”il PSMCconsiderato):una

67 Tutti i PSMCconsideratinel presenteQuadernosonodefiniti nello spaziodelle �:ú�� � uUý�*û�� ��� ú�� � . Quindi intendiamoin realt̀a il motobrownianomacroscopiconell’ �ZY8Y1û¬ú��O� � ü×�J*��� ú��µö#� � � � ��� � ö � ��*� .ü ú�ÿ ý����.úU÷Ê��Î � (si ricordi la nota75).



118ÎUÅ Áª¿µÊ1ÄOÃ traiettoriaòÓ��­�|)� � £)­ � � – ottenutaignorandol’esistenzadellafluttuazioni
di fondo– è sostituitadaunaË�Ãpð Åí¿pÄZÅ$Ã di traiettoriealeatorie

0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z�:�ó�
(unaperogni possibileconfigurazione

1 ��­ � del RBG).Abbiamoanchenotato
chequestetraiettoriedescrivonole Ã1ÄíÈBÀ�Â�Á<ÃpÈ�Å«7�À�ÌpÅbÎ)¿1ÅóÏªÁ<ÈBÀ associateall’eventoµ “ ¶ 7�Ã ÌµÃÞ���9�$£)­=� � Ã!���<� �¬£)­=� � � ”. E conargomentiprobabilisticila É�Â]Ê;:]Ã<:�ÅóÄZÅ�È<>ÃÌpÅÒÈ�Â]ÃpÁJÎKÅ�Ç�Å$Ê1Á9À è ���9� ��£)­=�[��� �<�$£)­Q� � è stataderivatacomemediasul RBG in cui
compaionole traiettorie aleatorie

0 ��­�|)�<�$£)­Q��|\� 1 � ¦Z�:�ó� . Ma c’è un punto che
vogliamosottolineare(vedremoin seguito cheessoci permetter̀a di chiarire
alcuniaspettidellateoriaquantistica).Al fine di tenercontodell’effetto delle
fluttuazionisu ¶ , la dinamica ÅóÁFÈ�Â�Å ÁSÎ¯À]ÍKÃ del sistemaÁ9Ê1Á è statamodificata.
Si èsuppostoinvecechela ÎUÈBÀUÎKÎ�Ã dinamica– cheèdeterministicaquandola si
consideranel “vuoto” – avvengain realt̀a in un ambientein cui sonopresenti
fluttuazioniclassichedi fondo.

Seguendol’analogiaconquantoappenavisto,ci sembramoltosuggestivo
immaginarecheil RBFdescriva /þÏJÈ$È�ÏSÃ�Ç�Å$Ê1ÁFÅ¢Ð¯ÏSÃpÁFÈ�ÅbÎ�È�Å�Í8IJÀ!Ì1ÅµË¯Ê1Á9ÌµÊ (che Á<Ê1Á
interferisconocon alcun effetto deterministico). Supponiamonaturalmente
che questo ÁSÏSÊ�7.Ê tipo di fluttuazioni ÏÓÁSÅ«7�À¯ÂKÎ¯Ã1ÄÆÅ 9�M modifichi il comporta-
mentodeterministicodellaparticellaÔ . Esplicitamente,ciò significache ÏÓÁ<Ã
genericatraiettoriadinamicaclassicaòÓ��­�|)� � £)­ � |\� � � ¦Z�:�ó� viene sostituita– in
presenzadelle fluttuazioniquantistichedi fondo – da una famiglia di CAQ0 ��­�|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� (unoperognipossibileconfigurazione

1 ��­ � delRBF).A
questopuntoènaturalesupporrechei CAQ

0 �$­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� descrivano
le Ã1ÄíÈBÀ�Â�Á<ÃµÈ�Å�71ÀçÌ1Å ÎQ¿pÅ ÏÓÁFÈBÀ associateall’evento

¸
“ Ô 7.ÃùÌµÃé��� � £)­ � � Ã���� �[� £)­ � � � ”.

Allora – procedendoparallelamentea quantoè statofatto per i PSMC– si
ottieneil É9Â]Ê�ÉJÃ\¿ ÃpÈ¬ÊpÂ]ÀçÐ¯ÏSÃ1ÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÊ ° �<� ��£)­Q� ��� �9�¬£)­Q��± comemediasul RBF in cui
compaionoi CAQ

0 ��­�|)�<�¬£)­=�=|\� 1 � ¦Z� £K� � ¦Z�:�ó� . Vediamoquindi chegli ÏªÎKÏSÃ1ÄÆÅ ef-
fetti quantisticinel comportamentodi Ô nasconodalla combinazionedelle
fluttuazioniquantistichedi fondoconla dinamicaclassica.

Vienespontaneochiedersiqualesoluzione������£)­ � dell’equazionedi Ha-
milton-Jacobidebbaessereusatapercontrollarei CAQ

0 ��­}|)� � £)­ � |\� 1 � ¦Z� £K��� ¦Z�:�ó� .
Comeè statodiscussonel paragrafo5.5, il risultatofinale è Å Á<ÌpÅ ÉFÀ�Á<ÌªÀ�ÁFÈBÀ da
questascelta. Ma ciò implica chei CAQ abbianounicamenteun significatoðôÃµÈBÀ�ðôÃµÈ�Å�ÍKÊ . Nonci si devemeravigliaredi questacircostanza:analogamente
a quantoavvieneper i camminidi Feynman, Á<Ê1Á esistealcunadistribuzioneÍYÄíÃ1ÎHÎUÅ�ÍKÃ di É9Â]Ê;:HÃ;:�ÅóÄÆÅóÈ<>Ã peri CAQ, chequindi Á<ÊpÁ sarebberoÍKÊ1ð ÏÓÁ<Ð¯ÏFÀ inter-
pretabili cometraiettorieseguite da Ô in sensoÍYÄíÃ1ÎHÎKÅ$ÍHÊL9�n . Ciò nonostante,
ragionarein termini di CAQ è statomolto utile sul piano À�ÏÓÂ�ÅbÎ�È�Å�ÍKÊ : ci ha

68 � � ��� öQû�����ÿ � nelsensocheessesono �:úUüæYpÿ[ö � �Uü&öZ� � ö � ��� � Y�öZ���YöZ� ��� dalsistemadinamico
chesi considera.Questapropriet̀a seguedirettamentedall’eq. (5.64)(si tengacontodella
nota142).

69 Infatti l’eq. (5.69)definisceunadistribuzionedi �UüæY � ö �O� � sui CAQ. Ragionandoin modo
simileacomeèstatofattonelparagrafo2.5peri camminidi Feynman,è facileconvincersi
dellacorrettezzadi quantoaffermato.
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permessodi ottenereunanuovaformulazionedellameccanicaquantistica@ D .
Vogliamomostrareoracomela circostanzachei CAQ sianocurve flut-

tuantiintornoadunatraiettoriadinamicaclassica(nelsensospiegatonelpara-
grafo precedente)pongala relazionefra meccanicaclassicae quantisticain
una ÁFÏJÊ�7.Ã prospettiva.

Ricordandoquanto è stato osservato a propositodella descrizionedi
Langevin di un PSMC(fine delladiscussionedei PSMCcontenutain questo
paragrafo),siamoindottiadaffermarecheladinamicaquantistica Á<Ê1Á è Å ÁFÈ�Â�ÅóÁ´�ÎYÀ]ÍKÃ1ðñÀ�Á<ÈBÀñÌpÅ�71À�ÂUÎ�Ã daquellaclassica.È facilecapireil perch́e. Lo scenario
che emerge in modo Á<ÃµÈ�ÏÓÂ)ÃpÄOÀ dalla formulazionea cammini aleatori è cheÔ ubbidisce Î¯À¯ðÒÉ9ÂHÀ alla ÎUÈBÀUÎKÎ�Ã dinamica,definitadalle eq. (5.61) e (5.62).
Evidentemente– quandoquestadinamicaha luogonello spazio“vuoto” – il
comportamentodi Ô è deterministicoe si ottienela meccanicaclassica.Ma
questasituazionerisulta esseresoltantoun’ ÃUÉ É9Â]Ê�ÎKÎKÅóðôÃ�Ç�Å$Ê1Á�À . Al fine di ot-
tenereunadescrizionepiù accuratàe necessariosupporrechenell’ambiente
sianopresenti/þÏÓÈ$È�ÏSÃ.Ç�Å$Ê1ÁSÅ�ÐYÏJÃpÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍJIJÀÜÌpÅ1Ë�ÊpÁ<ÌµÊ . A causadi tali fluttuazioni,
l’eq. (5.62)viene ðôÊ�Ì1Å GdÍHÃµÈ¬Ã e va sostituitacon l’eq. (5.63)– proprio come
nel casodei PSMC– mentrel’eq. (5.61) resta Å Á<ÃpÄÆÈBÀ¯Â]ÃpÈ¬Ã . Ed il fatto chele
eq.(5.62)e(5.63)differiscanoÎ�ÊpÄÆÈ¬ÃpÁFÈ¬Ê perl’aggiuntadelRBF ÅóðÒÉ9ÄÆÅ�ÍKÃ quanto
affermatosopra.Possiamoschematizzaretuttociò nel modoseguente:

â ß à ¸ Ø ß��Þ¸�� Ù ¸ àëê ß � ê ß	�Þ¸ º â ß à ¸ Ø ß���¸�� Û ¸ �z� ß	�Þ¸ §Ô!Û Ù&ê ê!Ù ¸ÞÝ&ß Õ�à ß
� Ù ¸ à ê ß � ê ß�� ÷»á â ß ÔÖÕ�à»âëÕ « �Bì «�rá3µ�
QuestoscenariofornisceunarappresentazioneÅóÁFÈ�ÏÓÅóÈ�Å«7.Ã della teoriaquanti-
stica, che ha, se non altro, il pregio della semplicit̀a. Essomostraanche
in modo ÀUÎBÉ9ÄÆÅ�ÍYÅóÈ¬Ê comela meccanicaclassicadebbaessereðôÊ\Ì1Å GdÍKÃpÈ¬Ã per
ottenerela meccanicaquantistica,ÎYÀ�ÁªÇ\Ã chesianecessariointrodurrevettori
di statoedoperatori. Restadavederesela schematizzazione(5.82)fornisce
unacomprensioneÉ�Å<>ÏçÉ9Â]Ê)Ë¯Ê1Á9ÌµÃ dellanaturastessadellaquantizzazione.

È per̀o opinionecomunechela dinamicaquantisticasia ÅóÁFÈ�Â�Å ÁJÎYÀ]ÍKÃ1ðñÀ�Á<ÈBÀÌpÅ�71À�ÂUÎ�Ã daquellaclassica!Vediamoneil motivo. Sesi pone

� ����£)­ �6�
�è ����£)­ � ¡Z~ î ¤ B �«~ -� F ñì B ¢ { � F �Bì «�r ½ �
nell’equazionedi Schr̈odinger

70 In realt̀a, i CAQ sono �Bú����:ö �&� ý���ÿ ü&öZ� � ö sullo � � öZ���=ú pianodei camminidi Feynman(ciò
valenaturalmenteancheperi camminidi Feynman uYöZ�µö=û���ÿ ���O� � ��� ).
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� -�    ­ � ����£)­ � º ¼3 Õ � ��� -�    �<� ��� � ��� £)­ ���¢¦� ��� -�    �9� �����]����£)­ � � � �$��£)­ ��§ ������£)­ ��� �$��£)­ � �Bì «�r b �
questadiventa ÀHÐ¯ÏÓÅ«7.Ã1Ä�À�Á<ÈBÀ allacoppiadi equazioni@ ¡
   ­ �� ����£)­ �H§ ¼3 Õ ¹    �9� ������ £)­ � ��� � ��� £)­ � º î § �Þ��� £)­ �K§ ä�� ����£)­ � º
-J£é�Bì «�r ì �

   ­ �è ��� £)­ � §    �9��� ¼Õ �    �<� �� ��� £)­ � ��� � ��� £)­ � ���è ����£)­ ��� º.-Ó£ �Bì «�r�p �
in cui

ä � ��� £)­ � è il cosiddettoÉSÊpÈBÀ�ÁÓÇ�Å$Ã1Ä�ÀÖÐ¯ÏSÃ1ÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÊ @)îä � ��� £)­ ��� � -� î3 Õ �è ����£)­ � f ¡Z~ î   î  � î �è ����£)­ � ¡Z~ î « �Bì «�ráqµ�
Sappiamoperaltrochela meccanicaÍYÄíÃ1ÎHÎKÅ$ÍHÃ può essereespressadallacoppia
di equazioni

   ­ ����� £)­ � § ¼3 Õ ¹    �<� � ����£)­ � ��� �]����£)­ � º î § �Þ��� £)­ � º
-Ó£ �Bì «�r�r �
   ­ è ��� £)­ ��§    � � � ¼Õ �    � � ����� £)­ � �����]��� £)­ ��� è ����£)­ � � º.-Ó£ �Bì «�r�� �

in quantol’eq. (5.89)èmatematicamenteÀ]ÐYÏªÅ«7.ÃpÄOÀ¯ÁFÈBÀ all’equazione��p­ ò � ��­ � º ¼Õ �    �<� � ����£)­ � ��� � ����£)­ ��� ��� ¢ ·Hó B � F �Bì «�� - �
chesi ottieneponendoè ��� £)­ � º.�ª�$�!�½òÓ��­ �H� @)³ . È evidentechele eq.(5.86)e
(5.89)coincidonoformalmente,mentrel’equazioneÐYÏJÃpÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÃ di Hamilton-
Jacobi(5.85)differisceda quellaclassica(5.88)per la presenzadi

ä�� �$��£)­ � .
71 Questacircostanzàe statanotataper la primavolta in: E. Madelung,Zeit. Phys. 40, 322

(1926).
72 D. Bohm,Phys.Rev. 85, 166(1952).
73 Naturalmente� ( thV�T ) è la distribuzione(classica)di probabilit̀a sullo spaziodelleconfigu-

razionidi � (si tengapresentequantoosservatonellanota79).
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Ciò implica che (in questocontesto)la ÌpÅ ÑÒÀ¯ÂHÀ�ÁªÇ\Ã fra dinamicaclassicae
quantisticaè dovuta unicamentea

ä�� �$��£)­ � nell’eq. (5.85) @ ´ . Ma
ä�� ��� £)­ �ÌpÅ ÉFÀ�Á<ÌªÀ dallo Î�È¬ÃpÈ¬Ê dinamicodi Ô (in virtù dell’eq.(5.87)),quindi la dinamica

quantisticadifferisce ÅóÁFÈ�Â�Å ÁSÎ¯À]ÍKÃ1ðñÀ¯ÁFÈBÀ daquellaclassica.
Non ci nascondiamoche,a questopunto,il lettore(checi abbiaseguito

fin qui!) possaprovareun certosensodi disagio,e perdiversimotivi. Quanto
appenavisto sembraesserein contraddizionecon ciò che è schematizato
dall’eq. (5.82). Non solo,mala formulazionea camminialeatoripretendedi
descriverela dinamica Ð¯ÏSÃpÁFÈ�ÅbÎ�È�Å�ÍKÃ facendousodi un’equazionedi Hamilton-
Jacobi ÍYÄíÃ1ÎHÎKÅ$ÍHÃ ; per̀o dalle eq. (5.85)e (5.88)seguechetale equazioneÁ<Ê1Á
sembraesserevalidain meccanicaÐ¯ÏSÃ1Á<È�ÅbÎ�È�Å�ÍKÃ . Ed infine,abbiamointrodotto
il concettodi fluttuazioniquantistichesenzapreoccuparcidi discutereil loro
significatofisico.

È un fatto notevole che l’eq. (5.61) – se usataper controllarei CAQ
attraversol’eq. (5.63)– è perfettamenteÍHÊpÁJÎKÅ ÎUÈBÀ¯ÁFÈBÀ conl’eq. (5.85). Al fine
di comprenderecomeciò siapossibileè convenienteconsiderarel’eq. (5.74).
Seindichiamocon

������ £)­ � la Ë¯Ã�Î¯À di
° � £)­8� � � £)­ � ± , è evidentechesi ha @)ï

������ £)­ � º ����� £)­ � § � ��� ����£)­ � �Bì «�� ¼ �
ove � ��� ����£)­ � è la Ë�Ã1Î¯À dell’espressione

° ¦¯¦¯¦ ± ¦ . Sappiamoche
�� ��� £)­ � soddisfa

l’eq. (5.85),mentre����� £)­ � è soluzionedell’eq. (5.61). Pertantola comparsa
di
ä � ����£)­ � nell’eq. (5.85)può esserevista qui comeuna ÍKÊ1ÁJÎYÀ¬¿pÏSÀ¯ÁªÇYÃ della

presenzadi � � � ����£)­ � nell’eq. (5.91)– si noti che � � � ����£)­ � ¼º - perch́e la
distribuzionedi ampiezza̧ � 1 � ¦Z�:� per il RBF è unagrandezzaÍKÊ1ðÒÉ�ÄOÀ�ÎHÎ�Ã @�9 .
Concludiamochela differenzafra le eq. (5.61)e (5.85)– cioè la correzione
quantistica

ä � ����£)­ � – nascepropriodal fattochel’evoluzionedinamicaclas-
sicaè perturbatadallefluttuazioniquantistichedi fondo. Si osservicheritro-
viamo per questavia proprio l’eq. (5.82) (ciò prova la suaconsistenzacon
l’eq. (5.85)).

Ma allora, la dinamicaquantisticaè Å ÁFÈ�Â�ÅóÁJÎ¯ÀHÍHÃpðñÀ�ÁFÈBÀ diversada quelle
classicaoppureno?

74 L’usodel Y.ú � öZ� ��� ��ÿ[ödN)ý���� ��� � ��� �:ú perdiscuterealcuniproblemiconcettualidellameccanica
quantisticàestatosuggeritodaL. DeBroglie(si vedail Quadernodi FisicaTeorica:S.Boffi,! ���Yö
� � �(� � ö=û � �Öö ! ���Yö[� � �<û¬ú w � w � ÿ ���yx� (1989)). Questastrategia è statasviluppata
successivamentedaD. BohmeJ.S.Bell: D. Bohm,B. J.Hiley andP. N. Kaloyerou,Phys.
Rep.144, 321(1987);J.S.Bell,  JY.öO�AÎJ� w ÿ[öX����� � ���&Y.öO�AÎJ� w ÿ[ö � �(	�ý���� � ý\üz�éöO������� � ���
(CambridgeUniversityPress,Cambridge,1987).

75 Omettiamoper semplicit̀a la dipendenzadalle variabili t � V�T � perch́e irrilevantein questa
discussione.

76 È gratificanteconstatareche,seavessimocercatodi simularele fluttuazioniquantistichedi
fondo con un RBG, avremmoottenuto ð#"%$ ( thV�T ) = 0. Ciò implica che �pú�� si avrebbe
alcunacorrezionequantisticaalla dinamicaclassica!
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È unmeritodellaformulazioneacamminialeatorimostrarel’ ÅóÁFÈ�Â�Å ÁJÎYÀ]ÍKÃÅ$Ì À¯ÁFÈ�Å�È<>Ã delleduedinamiche.Si noti chequestacircostanzàepropriola ÍHÊpÁ´�È�Â]Ê�ÉJÃ1Â¯ÈBÀ ÐYÏSÃ1ÁFÈ�Å ÎUÈ�Å$ÍHÃ del fattochela dinamica ÅóÁFÈ�Â�Å ÁJÎYÀ]ÍKÃ di un PSMC Á9Ê1Á è
alteratadallapresenzadellefluttuazioniclassichedi fondo. LasituazioneÎ¯À¯ð��:¯Â]Ã esserediversasesi ragionanell’ambitodellaformulazionedi Schr̈odinger,
nellaqualeci si limita aconsiderareÎ�Ê1ÄíÈ¬Ã1Á<È¬Ê l’effetto ðñÀ]ÌpÅ�Ê dellefluttuazioni
quantistichedi fondosulladistribuzionedi ampiezza

� �$��£)­ � (funzioned’onda).
Infatti – nonessendocipiù variabili delRBF in gioco– l’ ÏÓÁSÅ$ÍHÊ modoin cui le
fluttuazioniquantistichedi fondopossonomodificarel’evoluzionetemporale
classicadi

� ����£)­ � è attraversoun termineche ÍHÊ1ÅóÁ´7�Ê1Ä ¿ À � ����£)­ � stessa.Ma
ciò significachela correzionequantisticaÌ1Å[ÉSÀ¯Á<Ì À dallo Î�È¬ÃpÈ¬Ê dinamicodi Ô ,
suggerendocos̀ı Ã�ÉµÉJÃpÂHÀ�ÁFÈBÀ¯ðñÀ�ÁFÈBÀ chela dinamicaquantisticasia Å ÁFÈ�Â�ÅóÁJÎ¯ÀHÍHÃ��ðñÀ¯ÁFÈBÀ diversadaquellaclassica@�@ . Si può giungerealla ÎUÈBÀUÎKÎ�Ã conclusione
anchesfruttando(ancora!) l’analogiacon i PSMC(in particolarel’analogia
fra equazionedi Schr̈odingeredequazionedi Fokker-Planck).Sesi paragona
l’equazionedi Fokker-Planck(3.20) all’eq. (3.24) si è indotti a pensareche
le fluttuazioniclassichedi fondoalterinoin modo ÅóÁFÈ�Â�ÅóÁJÎ¯ÀHÍHÊ la dinamicadel
processo.Ma sappiamocheciò è Ë¯Ã1ÄZÎ�Ê : il terminediffusivo nell’eq. (3.20)
rappresentaÎ�ÊpÄÆÈ¬ÃpÁFÈ¬Ê l’effetto ðñÀ]Ì1Å$Ê dellefluttuazioniclassichedi fondosulla
distribuzionedi probabilit̀a è ��� £)­ � .

Osserviamoinfine che le fluttuazioni quantistichedi fondo sonostate
introdottesullabasedell’analogiaË¯Ê1Â�ðôÃ1Ä�À fra meccanicaquantisticae teoria
dei processistocasticiclassici. È spontaneochiedersise esseabbianoun
significato G}ÎKÅ$ÍHÊ . Purtroppo,non sappiamorisponderea questadomanda!
Osserviamoper̀o che la formulazionea cammini aleatorie quantoesposto
in questoparagrafosono ÅóÁ<Ì1Å[ÉSÀ¯Á<Ì À¯ÁFÈ�Å dall’ Å ÁFÈBÀ¯Â:É9ÂHÀ¯È¬Ã.Ç�Å$Ê1Á9À dellefluttuazioni
quantistichedi fondo @+M .

ConcludendoquestoQuadernoci vengonoalla mentele parolefinali del
libro di H. Weyl, &�ÉSÃµÍKÀ('*) ÅóðñÀÖÃ1Á<Ì,+"ÃpÈ$ÈBÀ¯Â (Dover, New York, 1922),maun
minimo di modestiaci suggeriscedi parlaresottovoce!¾
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77 Grazieall’equivalenzafra l’eq. (5.84) e le dueeq. (5.85) e (5.86), è possibileragionare
in termini della coppiadi funzioni ˜� ( t<V�T ), ˜ð ( thV�T ) anzich́e di - ( thV�T ). In questomodoil
ragionamentoappenafattodiventapiù chiaro.

78 Anche se risulta impossibileattribuire un significato
� � � �Bú a tali fluttuazioni, essesono

pur sempreun utile espedientematematicoper quantizzareun sistemadinamicoclassico
(in questocaso �pú�� ci sarebbealcuna � � P ö=ûBöZ� � � fra fluttuazioniquantistichedi fondo e
RBF). Sottolineiamochel’essereriusciti a schematizzarela dinamicaquantisticasecondo
l’eq. (5.82) ci sembraun fatto notevole, che chiariscela strutturaconcettualedella teo-
ria quantistica

� ��� � Y.öZ���YöZ� � ö=ü&öZ� � ö dall’interpretazionedelle fluttuazioniquantistichedi
fondo.
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