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PREMESSA

Un fondamentaleambiamentali prospettva nell'impostazionelei pro-
blemidi meccanicajuantisticasieavutoadi inizi degli anni’50 principdmente
ad operadi RichardFeynman,al qualesi deve unaformulazionedellateoria
quantisticadiversadaquellausualedi Heisenbegy, Schiddingere Dirac.

La formulazionedi Feynman e basatasul concettodi “integrale sui
cammini’ € permettedi esprimerd’ ampiezza (Quantistica)di transizionera
duepunti spazio-temporalsenzafar ricorsoa vettori di statoed operatoriin
unospaziodi Hilbert. Questaapproccidfornisceinoltre unarappresentazione
intuitivadel limite classico dellameccanicajuantistica.

L'importanzapraticadellastrat@iadi Feynmane dovutaal fattocheessa
rappresentan’alternativa alle tecnichedi soluzionedei problemiquantisti-
ci basatesull’equazionedi Schibdinger Naturalmentenei casiin cui tale
equazionssiarisolubile esattamente, il nuovo metodononaggiungenulla di
nuovo. Tuttavia € bennotochesi trattadi pureeccezioni:perla maggiorparte
dei problemifisicamenterilevanti risultaimpossibilerisolverel'equazionedi
Schibdinger E proprioin questesircostanzeheunnuovo approcciallateoria
quantisticadiventamolto importante,in quantoessopermettedi sviluppare
nuovi metodidi soluzioneapprossimate.

Ora, nell’'ambitopiu ristrettodellameccanicajuantisticanon relatvisti-
ca,i vantaggiderivanti dallaformulazionedi Feynmansi manifestangrinci-
palmentein alcunitipi di problemi,comequelli basatisull’'approssimazione
semiclassica sulla trattazionedei fenomeniquantisticinei sistemimacro-
scopici.

La situazionecambiaradicalmentesesi considerd’estensioneelativisti-
ca, cioe la teoriaquantisticadei campi. Il motivo di fondo & molto semplice.
La quantizzazioneanonicae basatasul formalismohamiltoniano,in cui il
tempogioca un ruolo diverso dalle coordinatespaziali: la teoria non pud
quindiesserécovarianteavista” rispettoa trasformaziondi Lorentz. Questo
serioincornvenientee ovviato nell’approcciodi Feynman,poiche il tempoe le
coordinatespazialivengon@ostesullo stesso piano. Un ulterioreimportantis-
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simovantaggiarispettoal metodocanonicoe di permetterda quantizzazione
delle teorie di gaugein modo notevolmentepiu semplice. Si noti chele
“regole di Feynman” pertali teoriesonostatederivate proprio facendouso
dell integrale sui cammini’.
Scopadelpresent®uadern@fornireun’introduzione allaformulazione
di Feynmandellateoriaquantistica.Ci limiteremoquindi a consideraresolo
la meccanicajuantisticanonrelativistica(percio checoncernda teoriaquan-
tistica dei campi verra datasoltantounatracciabibliografica). Com’e con-
suetudinadei Quadernidi FisicaTeorica,presentiaman traduziond’articolo
fondamentalesull’argomentochee statopubblicatodaFeynmannel 1948.
Desideriamosottolineareche questolavoro e oggigiornopiu un docu-
mentostorico che non un’esposizioneconsigliabilea chi voglia imparareil
metododi quantizzazionei Feynman.Pensiamgero chela sualetturacosti-
tuiscaunanotevole esperienzintellettuale— anchepergli studentidi Fisica—
secorredatalaun’opportundntroduzionen chiave modernae daalcunicom-
menticheillustrino il contestastoricoin cui si collocail lavorodi Feynman.
Il presenteQuadernosi articola nel modo seguente. Dopo un breve
richiamo del concettodi propagatore quantistico (capitolo 1), discutiamo
gli aspettipiu importantidella stratgjia di Feynman(capitolo2). Segueuna
trattazioneschematicalella teoriadei processistocasticiclassici,che mette
in particolareevidenzail parallelismostrutturale fra questae la meccanica
guantisticg/capitolo3). In effetti, taleanalogiacostituiscal puntodi partenza
del lavoro di Feynmane chiariscenotevolmentela naturadell™ integrale sui
cammini’. Sottolineiamoche non ci stiamoriferendoal fatto che la mec-
canicaquantisticaa tempo immaginario diventa (formalmente)una teoria
probabilisticaclassica (sfortunatamentei siamotrovati costrettiad ignorare
questulteriore analogigoerragionidi spazioe di semplicify; tuttavia il lettore
interessat@ questoargomentopuod trovare unadiscussioneli facile lettura
in: M. Roncadelli,Nuovo Cimento11D, 73 (1989)). Primadi presentarda
traduzionedel lavoro originale, consideriamdorevemente(capitolo4) quali
sianostatein realt le motivazioni che hannoindotto Feynmana riformulare
la teoriaquantisticadifficilmenteil lettoredi oggi potrebbe@mmaginarle!).
La nostraesposizionalifferiscedalle (molte) altre per unamaggioreat-
tenzioneal concettodi “cammini di Feynman”. Mostreremo(capitolo5)
cheil desideriodi interpretaretali camminicomesoluzionidi un’opportuna
equazione differenziale stocastica —secondain puntodi vistasuggeritgoro-
prio dall'analogiaformalefra teoriaquantisticae teoriadei processstocastici
classici- permettedi giungeran mododeltutto naturaleadunanuova formu-
lazionedellameccanicajuantisticgottenutamolto recentementdaunodegli
autori),cheappareguindi comeun ulterioresviluppodelleideedi Feynman.
Concludal present®uadernainabibliografiasull'integraledi Feynman
e guestioniconnesseche puod fornire utili suggerimental lettore che voglia
approfondirealcunidegli agomentitrattatineltesto.
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L’articolo originale di Feynman, pubblicato su Reviews of Modern
Physics, etradottoconil permessalell’AmericanPhysicalSociety

DesideriamaingraziareSaraDalpra, Antonia Frangipanied ElenaGiu-
dici perun attentaletturadel testoe Italo Guarnerie Alberto Rimini per utili
discussioni.Un particolareringraziamentova a Sigfrido Boffi peril costante
incoraggiamentoicevuto, senzdl qualequestoQuadernaonsarebberoba-
bilmentemai statoscritto.






§1. Concettodi propagatore quantistico

1.1 - Consideriamg@ersemplicifil moto unidimensionale di unapar
ticella nonrelatiisticain presenzali un potenzialescalarestazionarioV ()
(situazionipill generaliverrannodiscussén seguito). E bennotochela cor
rispondenteequazionali Schibdingerhala forma

9 h? 92
ihﬁiﬁ(a:,t) = —%wiﬁ(%t) +V(z)y(z,1). (1.1)

Ora,unfisicodegli anni’30 non avrebbecercatdi risolveredirettamente tale
equazione! Egli avrebbeinveceosserato che— essendd’ (z) indipendente
daltempo— e corvenienteporre

$(z,1) = e p(a) (1.2)
cosicctel'eq. (1.1)diventa

(@) + TR B~ V()le() =0, (13)

A questostadio, E & ovviamenteun parametrqreale)indeterminato'. Sup-
poniamoulteriormentecheV (x) soddisfila condizione?

lim V(z) = +o. (1.4)

T—r00

Si puo alloradimostrarechel’eq. (1.3) ammettesoluzionip(z) soddishcenti
alle usualicondizionidi regolarita® solo percertivalori discreti del parametro
E (li indicheremacon Ey, E1, Es, - - - e supporremahesi abbiaEy < Fy <

E5 - -+). Quindi,in corrispondenzadognunadeisuddettivalori E,, siavrauna

1 Naturalmente® hail significatdfisicodi enegiadellaparticella. Tuttavia questaircostanza
eirrilevanteperle considerazionesposten questoparagrafo.

2 Sel'eq. (1.4) non valessesi avrebbein generaleuno spettrocontinuodi autosalori per
I'eq. (1.3),mail ragionamenteheseguerimarrebbdnalterato.

3 Questecondizioniseguonodirettamentedal significatofisico dellafunzioned’ondagil suo
moduloquadratdornisceladensiadi probabilify) e sonodiscussén tutti i testidi meccanica
quantistica.
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soluzione* dell’eq. (1.3): esseverrannoindicatecomey,, (z). Sottoipotesi
molto generalilinsieme delle o, () € completo in L2, percui I’ integrale
generale dell’'eq. (1.1) pud essergappresentatoome

P(z,t) = che_iE"t/ hgon(w) (1.5)

ove ¢, sonocoeficienti (complessiarbitrari.

Possiamoschematizzard suddettoprocedimentonel modo seguente.
L'originariaequazionali Schibdingerallederivateparziali (1.1)estaaridotta—
mediantd’introduzionedi un parametrarbitrario—adun’equaziondaifferen-
zialeordinaria.La richiestadi regolaritaimpostaalla funzioned’ondaportaa
considerarél problema agli autovalori associat@a quest’ultimaequazione.
L' integrale generale dell'equazionedi Schibdingerdi partenzapud allora
esserenttenutocome opportunacombinaziondinearedelle autofunzioni in
guestione.

Vogliamoosserarechequestoe proprioil modoin cui Schiddingere ar
rivatoallasuaequazione-nonacasail titolo deisuoilavori € “Quantizzazione
comeproblemaagli autosalori” °.

1.2 — L’approcciodi Feynman® all'equazionedi Schiodinger(1.1) &
radicalmente diverso. Lasuapropostaonsistenelconsiderarelirettamente

4 Supponiamdpersemplicit) chenessunalegli autovalori dell’eq. (1.3) siadegenere.
5 Sivedail Quaderndli FisicaTeorica:S.Boffi, La Meccanica delle Onde (1991).

6 RichardPhillips Feynman(1918-1988 consideratoper consens@ressoch unanimejl
piu granddfisicoteoricodeldopoguerraA lui sidevonorisultatifondamentalin vari settori
dellafisicateorica,il pit importantedei quali & la rappresentaziondiagrammaticali una
genericaespansionperturbawa, chesemplificaenormementecalcoliin teoriaquantistica
dei campi (si tratta dei famosi diagrammi di Feynman). Sottolineiamoche egli &
giuntoaquestaisultatoproprioapplicandd™ integrale sui cammini” all’elettrodinamica
guantistica.Liberta e anticonformismocombinateconunagrandecreatvita, hannospinto
Feynmana ripensarein modo autonomogran partedella fisica teorica. Egli possedea
anchenotevoli doti di “attore”, chelo rende/anoun eccezionalalidatta: sonogiustamente
famosde suelezionidi fisica(R. P. Feynman,La Fisica di Feynman (Addison-W\ésley,
Reading,1968)). Si narranoinnumereoli aneddotiin cui Feynman e protagonistadi
situazionicurioseo impensabili;alcunili raccontaegli stessaei suoilibri autobiografici:
R.P. Feynman, “Surely you’re joking, Mr. Feynman!” Adventures of a Curious
Character, Norton, New York (1985) (trad. it., “Sta scherzando Mr. Feynman!”
Vita e Avventure di uno scienziato curioso, Zanichelli, Bologna(1988)); “What
Do You Care What Other People Think?” Further Adventures of A Curious
Character, Norton, New York (1988) (trad. it., “Che t’importa di cio che dice la
gente?” Altre avventure di uno scienziato curioso, Zanichelli, Bologna(1989)).
Ne riportiamoqui soltantouno,cheriguardadirettamentd’argomentadtrattatonel presente
Quaderno. L'idea dell integrale sui cammini’ vennea Feynmanda unaprecedente
osserazionedi Dirac, in cui si affermava che unacertagrandezzajuantisticae analoga
adun’altraclassica. Egli riusd a dimostrare- cosadi fondamentalémportanza— chein
realfitali grandezzeonoproporzionali. Successiamenteebbd’occasionedi parlarecon
Diracdi questequestionie nonresistettealla tentazioneli dirgli: “Sai chequellegrandezze
sonoproporzionali?”. Dirac, stupito, chiese: “Davvero?”. “Si”, risposeFeynman,al che
I'unico commentadi Diracfu: “Oh, interessante!”ll lettorepud trovaremolteinformazioni
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I'eq. (1.1)fissandd’attenzionesul cosiddettopropagatore quantistico —che
indicheremaon(x, t|xo, to) — valeadire suquellaparticolaresoluziongnelle
variabili z, t) chee definitadallacondizioneiniziale

<$,t0|$0,t0> = (5(.’1) - fl?()) (16)

ove d(z — zo) €lafunzionedeltadi Dirac. Fisicamentgz, t|zg, t) fornisce
I ampiezza di transizione da(z,to) a(z,t) elacorrispondent@robabilita ”
(quantistica) di transizione € datada

PQ(x7t|x07t0) = |<$,t|$0,t0>‘2. (17)

Osserviamehelanotaziongz, |z, to) €estremamentepportunain quanto
il propagatorejuantisticoda (zo, to) a (x,t) € proprioil prodottoscalaredi
due autostatidell'operatoreposizionein descrizionedi Heisenbeg (uno a
to e l'altro at). Limportanzadel concettodi propagatoreisiede nel fatto
cheun’arbitraria soluzionadell'eq.(1.1)individuatadallacondiziondniziale
P(x,ty) = o(x) pud essergappresentataome

+o00

(1) = / do(z, 30, 1o )b (o). (1.8)

-0

E facile verificarequest'ultimaaffermazionesesi tienecontoche(z, t|zo, )
soddish per definizionel'eq. (1.1) nelle variabili z, ¢. Inoltre dall'eq. (1.6)
segue

+o0o
Y(z,t0) = /d$0<$at0|$0,to>¢o($0) =
. (1.9)
/ do 8(x — 500 (0) = 1o ().

sull’'operadi Feynmanin: R.P. Feynman,The Development of the Space-Time View
of Quantum Electrodynamics, Sciencel53 699 (1966); S. S. Schweber Feynman
and the Visualization of Space-Time Processes, Rev. Mod. Phys. 58, 449 (1986).
Sivedainoltreil fascicolodi PhysicsToday(febbraio1989)dedicatoa Feynman.

7 Considereremsempredistribuzioni di ampiezzeo di probabilita relative a variabili con-
tinue (Usualmentda posizionedi unaparticella),percui nonhasensgarlaredi ampiezza
o di probabilita di ottenereun singolo valore (essae semprenullal). In real, le
ampiezze probabilitdi cui ci occuperemsonodelle densita; adesempiaPy (z, t|zo, to)
nell’'eq. (1.7) &€ unadensia nellavariabilexz. Questaosserazioneci permettedi omettere
(per semplicia di linguaggio)I'attributo densita. Ci auguriamoche cido non traggain
ingannail lettore!
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Pertantola conoscenzalel propagatorgpermettedi calcolareun’arbitraria

soluzionedell’equazionali Schibdinger Questofatto— non sempreapprez-
zatoappieno- costituiscel presupposto fondamentale allaformulazionedi

Feynmandellateoriaquantistica.E opportuncosserareche,bencle'uso del

propagatoreper risolvere 'equazionedi Schibdingernon sia certo operadi

Feynman?, egli & statoindubbiamentél primo a capireil ruolo crucialeche
essaogiocain meccanicajuantistica.

1.3 — Sussisteunanotevole relazionefra il propagatoredell’equazione
di Schibdinger(1.1) ed il problemaagli autovalori associataall’eq. (1.3).
Abbiamoinfatti

o0

@) = 3 pn(aen(a)e BTN (110)

n=0

Vogliamodimostrard’eq. (1.10). Usandda bennotaleggedi trasformazione
frale descrizionidi Heisenbeg e di Schiddinger possiamascrivere

<£E”,t”|$l,tl> _ <$/I‘e—iH(t"—t’)/ h|$/> (1.11)

ove |z) € l'autovettore (associatcall'autovalore ) dell’'operatoreposizione
in descrizionedi Schibdingere H I'operatorehamiltonianocorrispondente
all'eq. (1.1). Scriviamoil problemaagli autovaloriper H nellaforma

Hln) = E,|n) (1.12)

supponendahe I'insieme degli autostati|n) sia ortonormalee completo.
Naturalmenteproiettandd’eq. (1.12) sullarappresentaziondelle coordinate
si deveritrovarel’eq. (1.3),il cheimplicay,,(z) = (z|n). Allora segue

<£C”,t”|:1:l,t’> _ <$//|e—i1:1(t”—t’)/ h|$/> _
00

> (@l HE O R (jaf) =

3
Il
<)

. ” ’ 1.13
<.’1}”|n><n‘.’1}l>€_ZE"(t —t")/ h — ( )

NE

3
Il
<)

e~ iBn(t"—t")/ h

NE

on(z")r (')

3
Il
<)

8 Essoeranotodamolto temponellateoriadelle equazioniifferenzialilineari. Si noti chei
matematicparlanodi soluzione fondamentale anzicte di propagatore.
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chee propriol’eq. (1.10).
Notiamoinfine cheil propagatoresoddistla condizione di unitarieta

(2" "' ') = (@, b2, 7). (1.14)

Essaé consguenzadiretta dell’hermiticita dell’hamiltoniana,comesi vede
facilmenteusandd’eq. (1.11).

§2. Aspetti dell'integrale di Feynman

2.1—Laformulazionedi Feynmanfornisceil propagatorelell’equazione
di Schibdingercomeintegrale sui cammini (integrale di Feynman). Risulta
quindi possibilecalcolareil propagatorejuantisticosenza chesianecessario
risolverel’equazionedi Schiddinger Sottolineiamahee proprioquest’ultima
circostanzacherendequestoapprocciocos importanteda un puntodi vista
applicatvo. Infatti, anchenei casiin cui non si riescaa calcolareesatta-
mentel'integraledi Feynman,e peraltropossibilesvilupparenuovi metodidi
soluzioneapprossimatf.

2.2 —Pensiamali farecosautile al lettoremaostrande- nel semplicecaso
dell’equazionedi Schibdinger(1.1) — comelintegrale di Feynmanemega
in modo naturalepartendodalla usualeformulazioneoperatorialedella teo-
ria quantistica. Questomodo di procedereg, in un certo senso,opposto a
guello originario di Feynman(si vedail paragrafo2.4 e I'articolo tradotto):
egli hainfatti derivato 'equazionedi Schibdingere I'algebradegli operatori
assumendd suointegralesuicamminicomepostulato (acui giungeconcon-
sideraziongeuristiche).Sfortunatamentequasimpossibilerenderd’integrale
di Feynmanun concettomatematicamentegoroso'® e la definizionedatane
daFeynmanstess@uo apparirgpensiamaragione!)troppo‘ingenua”! —ci
sembracheil procedimentespostajui sottosiaun compromessaccettabile
fra rigoreformalee sempliciticoncettualé?.

ConsideriamareliminarmentedueoperatoriA e B definiti suun certo
spaziodi Hilbert. Supponiamahe A e B non commutino cosiccte si avra

9 Oltre ai testicitati nellabibliografia,si vedain particolareil libro: L. S. Schulman,Tech-
niques and Applications of Path Integration (Wiley, New York, 1981).

Non vogliamo addentrarcin questedifficili questioniche— di fatto — non condizionano
minimamentele applicazionifisiche. Il lettore interessatoa questi aspettimatematici
pud consultarei segguentilavori di rassgna: S. A. Albeverio and R. J. Hoegh-Krohn,
Mathematical Theory of Feynman Path Integrals (Springer Berlin, 1976); C. De
Witt-Morette, A. Maheshvari andB. Nelson,Phys.Rep.50, 255(1979).

11 11 vantaggiodi derivarel'integraledi Feynmandall’approcciocoperatoriales di ragionaren
modomatematicamentgiu soddisicente.

Seguiamo(in modosemplificato)Jun metodopropostan: E. Nelson,J. Math. Phys.5, 332
(1964). Rimandiamal lettorea questoarticolo per maggioridettagliriguardoal presente
paragrafo.La formula di Trotter & discussadn: H. Trotter Proc. Am. Math. Soc. 10,
545(1959).

10

12
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eAtB #+ edeB. (2.1)

E pertantoun fatto notevole che — sottoipotesipiuttostogenerali— si abbia
invece

eAB — Jim (eA/NeB/N)N (2.2)
N—o00
che e essenzialment®& formula di Trotter. Comevedremo,lintegraledi
Feynmanaltro non e che una consguenzadi tale formula, combinatacon
un’ossenrazionedovutaa Dirac!
Fissiamooral’attenzionesul propagatoréz” , t"|z’, ¢') del’'equazioneli
Schibdinger(1.1). Ponendo

K
h
H=T+V (2.4)

A= —(t" —t), (2.3)

efacendausodell’eq. (1.11)possiamascrivere

<:E”,t”|.’1,",tl> — <.’L‘II|€_>\(T+V)|.TI> (25)
che—in virtu dellaformuladi Trotter(2.2)—diventa

<.’E”,t”|$l,tl> _ Nllm <$II (e—)\’f’/Ne—/\V/N)NkL‘I)' (26)
—00

E ben noto che la relazionedi completezzgper gli autostatidell’operatore
posiziong(in descrizionadi Schibdinger)|z) si scrive

+oo

/ dz |z)(z] = 1. (2.7)

— o0

Inserendol'eq. (2.7) fra gli N fattori e=>Z/N ¢=AV/N che sono presenti
nell’eq. (2.6) abbiamo

“+o0 “+oo
<:L‘”,t”|.’E,,tl>:N|im / /<:E”‘6_’\T/N€_>‘V/N|$N_1>-
—00
oo o0 (2.8)

doy_y(zn_1]e N VN gy SVdoy_g---

d.’131<.’121‘6_’\T/N€_)‘V/N|.’1:’>.
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E corvenienteporrez’ = z, e z” = zy, cosiccle I'eq. (2.8) pud essere
riscrittanellaformapiu compatta'3

<.'L'”, t” ‘.’I)I, t’)

00 FX /N_q N-1 ) )
. —-AT'/N —-AV /N
=g [ f (Hdwi) T tzysale™ VeV N o).
—oo —co =1 7=0

(2.9)

Questaquazione-chesgguedirettamentelallaformuladi Trotter—esprimeil
propagatoréz”,t”|z’,t') in funzionedel propagatoreelatvo adunintenallo
di tempoinfinitesimo (valeadire (¢ — t') /N perN — oo).

Calcoliamoorail propagatore infinitesimo (a:j+1|e_)‘T/Ne_)‘V/N|a:j).
E evidentechequi V noné altrocheV (z), quindi

<:I:j+1|6_)‘T/Ne_)‘V/N|.’Bj) — e—)\V(:vj)/N<xj+1|e—/\T/N|$j>. (2.10)

Analogamentealla eq. (2.7), per gli autostatidell’operatoreimpulso (in de-
scrizionedi Schibdinger)|p) abbiamo

+ 00

/ dp |p)(p] = 1 (2.11)

— 00

checi permettadi scrivere

+o0
(@jsa]e TN |a;) = /dpj (@j411e™ TN |p;)(pjl;). (2.12)

-0

Nel casoin questionel’ = $2/2m, che (per definizione)é diagonalenella
rappresentaziongell'impulso, cosiccte

Y a2
(j41]e N |py) = e 032N (g0 [pj). (2.13)

Inserendd’eq. (2.13)nell’eq. (2.12)otteniamo

13 Sottolineiamdl fattochela presenzali unindicenell’eq.(2.9)& puraconsguenzalell’'uso
ripetuto dell’'eq. (2.7).
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400
(zj41le N z;) = /dpj e 32N (g P (sl (2.14)

— 00

Ma (z|p) él'autofunzionedellimpulso(corrispondentall’autovalorep) nella
rappresentaziondelle coordinategioe

(z|p) = @p(z) = \/%eim/ h (2.15)

quindi possiamaiscriverel’eq. (2.14)come

+00
T 1 —Ap?/2mN ipj(zj41—;
(apnale N a) = o [ g eIV emesasa)I b (g16)

L'integralechefiguranell’eq. (2.16)e gaussiano e pud esserealcolatofacil-
menteusandda bennotaformula®4

+o0o

/ dy e~ W+ — \/Eebz/‘m. (2.17)
a

— o0

Otteniamo

oy mN 1/2
<£L‘j+1|e )‘T/N|.Tj> = |:27r h2)\:| e)(p{—(m/Q)(.’I,‘j+1 — :EJ)QN/)\ h2} .
(2.18)
A questopuntoe corvenienteporre
"o g4l
e = % (2.19)

14 Va tenuto presenteche nell’eq. (2.17) sia a che b sononumeri immaginari, per cui &
necessarieffettuareunacontinuazionenalitica. Essag a due valori, dandocos luogoad
unaambiguit di fase. Si ottienetuttavia il risultato correttoancheprocedendan modo
ingenuo. Questopunto e spiggatoin: B. Felsager Geometry, Particles and Fields
(OdenseJniversitypressOdense1981).
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Inserendd’eq. (2.18)nell’eq. (2.10)edusandde eq.(2.3) e (2.19) abbiamo
infine I'espressionesplicita del propagatorénfinitesimo

(Tj+1le

—)\T/Ne—AV/N|$j):|: m ]1/2.

o 227T‘ih6 (2.20)
exp{(i/h)e[E (%) — V() }

Questaespressiondel propagatorénfinitesimoe statasuggeritgperla prima
volta da Dirac '>. Non erainvece chiaro a Dirac come ottenereil propa-
gatorerelativo ad un intenallo di tempo finito 6. Oggi sappiamo— per
merito di Feynman — che (z",t"|z',t') & dato da infinite convoluzioni
del propagatoranfinitesimo, secondad’eq. (2.9) (come abbiamovisto, cio
deriva dalla formula di Trotter). Esplicitamente ¢ ora sufficiente inserire
(zj41]e /N e=AV/IN|2,) —datodall'eq. (2.20)—nell'eq. (2.9) 17

400 +0 /n_1
/Y /Ao Y AN | m N a8
<~T )t |‘T 't > - I[;noo |:27TZ hé] / / (z—Hl dx2>

N
e—0

. . (2.21)
I eofo/me |5 (222) —vioy .

Ma
ﬁlap{<i/ h)e l% (u) — V(z)) } =
= . . (2.22)
ool /e X |7 (2275 v,

15 p A. M. Dirac, Phys. Zeit. der Sawjetunion3, 64 (1933). Questoarticolo& ristampatdn:
Selected Papers in Quantum Electrodynamics, J. Schwingered. (Dover, New York,
1958). Sivedaanche:P. A. M. Dirac, I Principi della Meccanica Quantistica (IV
ed.) (Boringhieri, Torino, 1959),cap.32.

16 E g questacircostanzache si riferisce I'aneddotoriportato nella nota 6 (ritorneremosu
questopuntonel capitolo4).

17 g evidentedall’eq. (2.19)cheil limite N — oo implicae — O (e viceversa),in quanto
l'intervallo di tempoconsideratat’” — t' € fisso. Per maggior chiarezzaindicheremo
entrambii limiti, nonostantessinon sianoindipendenti.
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per cui otteniamain definitiva

+
" " ! ! m N/2
cer- m [ T T (1)

exp NZ l (LH xj)Q - V(zy)

=0

(2.23)

Questeae I espressione finale del propagatoreuantisticocomeintegrale di

Feynman. Vedremonel paragrafosuccessio che I'eq. (2.23) pud essere
riscritta in modo piu compattoed elegante. Tuttavia € beneteneresempre
presenteheognialtraespressionequivalentenon haalcunsignificatodiverso
daquellomostratoesplicitamente dall’eq. (2.23).

2.3 — A questopuntoil lettore potrebbechiedersi(giustamente!)dove
sianoi “cammini di Feynman” 8.
Al fine di risponderea questadomanda corvenienteporre

+00
"oy 1 — m N/2
<:E at |'(I" 7t >N,e = 27_(_% hﬁ / / <H d$z)

(2.24)
N-1 T 2
exp /heZl (L> - Vi(z;)
7=0
cosicclel'eq. (2.23)assumda forma
(", t"2",t")y = lim (2", ¢"|2',¢') N e. (2.25)
N =00

e—0

Discretizziamooral'intervallo di tempoconsideratad” — ¢ medianteN — 1
punti intermedi equidistantity, o, ---, ty_1 Spaziatidi e (t; = to + i€,
to =t,ty =t”,0 <14 < N) (si noti che questadiscretizzazioneragia
statausatasmplicitamente nell’applicarela formuladi Trotter). Ragionando
nello spaziodelle configurazioniesteso (z,t) 12, il genericoinsiemedi punti

18 Talvolta essisonoanchedetti storie.
19 Essosi ottienerappresentandgeometricamenti tempocomeulteriore coordinata.
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{z',z1,---, 21, --,xzN_1,2" } chefiguranell'eq. (2.24) puo essereénterpre-
tatocomel’insiemedei vertici di unaspezzata 2° Tn (- - -, z(tx), - - -) definita
nelmodoseguente

Cn(-x(te), ) ={z(t) =2 2(t) = z1,-- -, z(ty) = T, -+,
z(ty-1) =zy—1,2(t") = 2"}.
(2.26)
Indichiamocon Cy ((z',t'; 2", ") l'insieme di tutte le T (- -+, z(tg), )
con estremifissi z(t') = «’/, z(t") = z”. DatocheTy(---,z(tx), --) €
completamentearatterizzatalai suoi vertici, I'eq. (2.24) non e altro chela

somma di exp{---} suCy (z',¢';2",t"). Alla lucedi questaosserazionee
convenienteriscriverel’eq. (2.24)come

+o0 + o0

<x”,t”|$',tl)N,e= [ZWT;M]N/?/“_/ (Aﬁldw(ti)>
i=1

—0o0 -0

e (i/ 1)e 3 [T (M) —v<x<tj>>]

2 €
=0

(2.27)

Ricordandoche (nel casoin questione)'azione classicacalcolatalungo una
arbitrariatraiettoriaz(t) €

Sl = / dt [lm(tf —V(a:(t))] (2.28)

scopriamaochela sommatorianell’eq. (2.27) € propriol’ azione classica cal-
colatalungola spezzatd'y (- - -, z(tx), - - -). Quindipossiamascrivere

m 1N/2 T X N1
(@, ta ) e = |3 _4 _4 (1;[1 d:c(ti))- o
e {(i/ M)S[Ta (- wlt), )]} |-

20 Comespezzata intendiamauninsiemediscretodi punti uniti dasegmenti. Unacurva ordi-
nariapuo esserealefinitaspecificanda suoipuntiin funzionedi unavariabileindipendente

t. Analogamentesi puo fare per unaspezzatasolo cheoral'insieme dei punti (vertici) &
discretoanzicte continuo.
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Naturalmentequantodetto vale per N arbitrario. Consideriamoora il li-
mite N — oo (e — 0). Al cresceradi N unaspezzatd'n(---,z(tg), )
approssimaieppiu unacurvacontinuaz(t) (congli stessestremi)finoacoin-
ciderecon questanel limite N — oo. Pertantd’insiemeCy ¢(z',t'; 2", t")
diventalo spazio dei cammini C(x',t'; 2", "), cioe I'insiemedelle funzioni
(reali) continuez(t) conestremifissiz(t') = z’, z(¢") = z”. Quindinelli-
mite N — oo I'eq. (2.29)dasommasuCy (z’, '; 2", t") dlventaunasomma
suC(z',t';2",t"). E altres evidenteche?!

Jim S[Oy (e at), )]y, = SO (2:30)
e—0

cosiccledalleeq.(2.25),(2.29)e (2.30) otteniamo

(=" A" |2, t') :/Dw(t)d(a:" —z(t")o(z" — z(t'))-

) (2.31)
exp{(i/ WS }
avendoposto(molto formalmente!)
_ N2V
Da(t) = évl_gloo |:27rz he] H da(t (2:32)

Le duefunzionideltadi Dirac nell’eq. (2.31)senonounicamentexdindicare
in modoesplicitochesi stasommandasu C(z’,t'; 2”,¢"). Molto spessola
rappresentaziordi Feynmandel propagatorguantisticce scrittaproprionella
forma(2.31)22.

Siamocod giuntiin modonaturaleal concettadi “ somma sui cammini”
comelimite di infiniti integrali ordinari. E invalsol’uso di parlareaquesto
propositodi integrale di Feynman (Usoa cui del restoanchenoi ci siamo
attenuti). Va pero precisatoche tale denominazioned impropria, percte

2L Sinotiche S[rx (- -+, z(tg), - - -)] € unasommadi Cauchy-Riemanninoltre S[z(-)] nel
secondanembrodell’eq. (2.30) & un integrale di Riemann. Avvertiamopen il lettore
che questosecondofatto non € unaconsguenzaovvia del primo (questopunto verra
chiaritonel paragraf@®.6).

22 perovvi motivi, I'eq. (2.31)& spessalettaforma lagrangiana dell'integraledi Feynman.
Ne esisteancheuna (equivalente)forma hamiltoniana. Strutturalmenteguest’ultima
€ molto simile all’eq. (2.31), mavi sonodue differenzeessenziali:(i) i cammini sono
orafunzioni avalori nello spazio delle fasi (anzicte nello spaziodelle configurazioni);
(i) l'azione S[z(-)] scrittain termini della lagrangianae sostituitadalla (stessajgzione
S[z(-), p(-)] definitasullo spaziodellefasi,in cui compard’ hamiltoniana. Oltre al gia
citatotestodi Schulmansgi vedaanche:C. Garrod,Rev. Mod. Phys.38, 483(1966).
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essonon € (daun puntodi vista matematicoun’integrale su uno spaziodi
funzioni 22 (integrale funzionale). Piu semplicementein questocontestoa
parolaintegrale(edil relativo simbolo)é daintendersisolo comesinonimodi
somma (SU un insiemedi funzioni). Ulteriormente— per quantosuggestia

l'eq.

(2.31) possaapparire— va ricordatal’'ossenazionefatta alla fine del

paragrafgrecedente.

Benctel'eq. (2.31)siastataderivataqui nelcasounidimensionalén cui e

presentesoloun potenzialescalarestazionarioV (z), essavaleanchenel caso
multidimensionalgerun’azioneclassicadel tipo 24

S[z()L = / dt [—ma’ci(t):ti(t)+Qi(:c(t),t)5c,-(t)—<I>(m(t),t) . (2.33)

L'eq. (2.31)corrispondentaquest’ultimaformadell’azioneclassicaraancora
definitacomelimite di un’espressiondiscretizzatamolto simile aquellache
figuranell’eq. (2.23). Vi e perd un’importante differenza. Nell’espressione
(2.20) del propagatorenfinitesimofra z; e z;4+1, V() € calcolatoin z;.
Orainvece()(z,t) va calcolatonel punto intermedio Z; = (z; + xj41)/2
nell’analogaespressionelel propagatoranfinitesimo. Cio si riflette nell’i-
denticaprescriziongperquantoconcernda formadiscretizzatalell’eq. (2.31)
(simile all’eq. (2.23))2° (aquestopropositosi vedal'articolo tradotto).

23

24

25

Cio e statodimostratoin: R. H. Cameron,J. Math. and Phys. 39, 126 (1960). Sot-
tolineiamochele difficolta matematichenenzionatell'inizio del paragrafo2.2 traggono
origine propriodaquestdfatto.

E immediatoaccogersi che questaazioneclassicaha la forma tipica dell'interazionedi
unaparticellaconuncampoelettromagnetico gravitazionaleesternaell’approssimazione
semirelatistica. Inrealt, I'eq. (2.31)valeancheperazioniclassicheS[z(-)] pit generali
dell'eq. (2.33). Un esempice quello di spaziodelle configurazionicurvo. Rimandiamo
il lettoreal testodi Schulman. E opportunotenerepresentechel’eq. (1.11)vale solo se
I'hamiltoniananon dipendedal tempo(invecel’eq. (1.14)havalidita generale).

L'origine matematicadi questofatto verra spiegatanel paragrafo2.6. Discutiamoqui
inveceil suo significato fisico (si trattadi unatipica situazionein cui una difficolta
matematicdhaunaradicefisica). Un problemachehapreoccupata fondatoridellateoria
guantisticae I'esistenzadelle cosiddetteambiguita di quantizzazione. Si supponga
che nell’lhamiltonianaclassica compaiaun terminein cui I'impulso & moltiplicato per
unafunzionedelle coordinate(questoé effettivamentequantoavviene nel casodescritto
dall'azione(2.33)). Comeebennoto,la corrispondent@amiltonianaguantistica siottiene
sostituendali operatorialle grandezzeslassiche.Ora, gli operatoriposizionee impulso
non commutanoguindivi sonopiu hamiltonianeguantistichelistinteassociat@lla stessa
hamiltonianaclassica.Senzaulteriori aigomenti(ritorneremaosu questopuntopit avantiin
questanota)e privo di significatochiedersualedi essesial’hamiltoniana“giusta”, percte
essesonoconcettualmentsullo stessgiano,nonostant@ortinoa risultati diversi. Qual'e
I'origine di questeambiguif? Storicamenteyi € stataunanotevole confusioneal proposito.
Inizialmentesi riteneva che essefosserounapura conseguenza dell’'uso degli operatori.
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D’orain poi considereremd casogeneraladi unospaziodelle configu-
razioni multidimensionale. Al fine di semplificarda notazione eviteremo
di usare simboli vettoriali o indici ogniquaholtacid nondialuogoa frain-
tendimenti.

2.4—Ci sembranoltoistruttivo confrontarda derivazionedell’eq. (2.31)
presentatael paragrafd.2 conla strat@ia seguitaoriginariamenteala Feyn-
man (essae discussanell’articolo tradotto). Come abbiamogia sottolin-
eato,egli non partedallaformulazioneoperatorialedella teoria quantistica,
beng proceden modoeuristico: estendel principio di sovrapposizionelelle
ampiezzesviluppaun’osserazione-dovutaaDirac?® —sulruolodell’azione
classican meccanicajuantistica.Cercheremali riassumerdin modomolto
schematico) puntinodalidi taleapproccio.

ConsideriamainaparticellaS descrittadall’azioneclassica2.33)e fis-
siamol'attenzionesull'evento A “S va da (z',t') a (z”,t")". Si noti che
I" ampiezza (totale) (z”,t"|2’,t') associata questoeventonon é altro cheil
propagatore dell’equazionedi Schiodinger(nelle variabili ', ). A questo

Successiamenteci si & pe resicontochecid nonpoteva esseravero: infatti la meccanica
classicguo venireespressa unlinguaggiooperatoriale moltosimileaquelloquantistico
(B. O. KoopmanProc. Nat. Acad. Sci. 17, 315(1931);J. Von NeumannAnn. of Math.
33, 587(1932)), mentrela meccanicajuantisticgpud esserdormulatanello spazio delle
fasi analogamentalla meccanicalassicaE. P. Wigner, Phys. Rev. 40, 749(1932);J.E.
Moyal, Proc. Camb Phil. Soc. 45, 99 (1949); M. Hillery, R. F. O’Connell,M. O. Scully
andE. P Wigner, Phys.Rep. 106, 121(1984)). L'origine dellesuddettembiguitie dovuto
inrealfall’ assenza di isomorfismo frai gruppidelletrasformaziontanonichelassiche
e quantistichg€indipendentementeallarappresentazione di tali gruppinell’ambitodella
specifica formulazionedellateoria)(L. VanHove, Acad. Ray. Belg. Bull. Cl. Sci. Mém.
(5) 37,610(1951);T. F. JordarmandE. C. G. SudarsharnRkRes. Mod. Phys.33,515(1961)).
Cid nonostante statoripetutamentaffermatochel'integraledi Feynmanelimina le am-
biguitadi quantizzazionejatocheessmoncontieneoperatoricitiamounsoloesempioE.
KernerandW. Sutcliffe, J. Math. Phys.11, 391(1970))! Comevedremael paragraf®.6,
questeambiguitisonopresentin ugual misura nellaformulazionedi Feynman,anchese
compaionan formamenoevidente. Il primo calcoloesplicitochemostrala non invarianza
dell'integrale di Feynmansotto trasformazionicanonicheclassichee statodatoda: S.F.
EdwardsandY. V. Gulyaes, Proc.Roy. Soc. A 279,229(1964). Perunadiscussionenolto
chiarae generalesi veda: J. L. GenaisandA. Jevicki, Nucl. Phys. B110, 93 (1976). Si
ponequindiil problemadi scagliere una hamiltonianaguantistica. Nel casodell’azione
classica(2.33) la richiestachela corrispondenteequazionedi Schibdingersia invariante
sotto trasformazionidi gaugedeterminaunivocamente I'hamiltonianaquantistica. An-
ticipiamochealivello dell'integraledi Feynmancio equivale proprioalla prescrizionedel
punto medio menzionatanel testo. La situazioneé menosemplicenel casodi unapar
ticella (non relativistica) in spaziocurvo. Qui € piuttostonaturalerichiederel'invarianza
dell’equazionadi Schibdingersottotrasformaziongeneralidi coordinate.Tuttavia questo
criterio non € sufiicienteperfissareunivocamentd’hamiltonianaquantistica.Seinvecesi
considerda meccanicajuantisticasupersimmetrica (E. Witten, Nucl. Phys. B188 513
(1981))l'invarianzasottosupersimmetria trasformaziongeneralidi coordinatedetermina
completamente I'hamiltonianaquantistica(V. De Alfaro, S. Fubini, G. Furlanand M.
Roncadelli,Nucl. Phys. B296, 402 (1988); V. De Alfaro and G. Gavazzi, Nucl. Phys.
B335, 655(1990)).

26 sjvedala notals.
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punto,il primo postulatadi Feynmane 27

F1) Tuttele alternative disgiunte ?® secondde qualil’eventoA puo realiz-
zarsisonodescritteda cammini z(t) € C(z',t'; 2", t").

Nellaformulazionaisualedellateoriaquantisticasi associainaampiezza
di probabilita (lafunzioned’onda!) alla posizionedi unaparticellaadun par-
ticolare istante.L’ idea fondamentale di Feynmanedi associar@n’ampiezza
di probabilita ad ogni alternativa disgiunta relativa all’eventoin questione.
Ne consgueche egli postulal’esistenzadella seguenteampiezza di tran-
sizione associatadun intero cammino x(t) € C(z',t';z",t")

(2.34)

T ampiezzache S
("1 \x,t>[w<->]s( P )

si muova lungo z(t)

Questagrandezzala struttura

(@, t"|2", 1) [z ()] = (2" — x(t"))6(a" — z(t')) Al ()] (2.35)

in cui le duefunzioni deltadi Dirac implicanochetale ampiezzasi annulli—
comee ovvio chedebbaesserequalorasi abbiaz(t') # z’ elox(t") # z" 2°.
Nell'eq. (2.35) A[z(-)] € un funzionale®*® continuodeterminatadal secondo
postulato

F2) Il modulo di A[z(-)] € uguale per tutti i camminiz(t), mentrela fase &
datadall’azione classica S[z(-)]t, associataz(t) (in unitadi ). Vale
adire

(@, t"a, ) [x ()] = 6(z" — z(t"))d(z" — z(t))-

exp{ i/ ST} (239

27 Comerisultachiarodall’articolo tradotto,questopostulatonon & enunciatcesplicitamente
daFeynman,pem vieneassuntamplicitamente.Tuttavia essoe essenzialelaun puntodi
vistalogico.

28 Useremoper semplicit 'espressioneslternative disgiunte, mentredovremmoparlare
pit propriamentali alternative indipendenti mutuamente esclusive.

29 |n altre parole, la presenzadelle due funzioni deltadi Dirac nell’eq. (2.35) & necessaria
affinché z(t) appartengeffettivamenteaC(z’, t'; 2", t").

80 Ci sembraopportunaichiamareil concettadi funzionale. Tutti sannacheunafunzione &
unaregolaperassociareannumeraadunaltronumero: essa&quindidefinitasuuninsieme
numerico. Analogamenteun funzionale € unaregola perassociarain numeroad una
funzione: essoe pertantodefinito suun insieme di funzioni. Un’ottimaintroduzione
al calcolofunzionalein vista delle applicazioniai procesistocastici(che discuteremaei
capitoli 3 e 5) & contenutan: P. Hanggi, The Functional Derivative and its Use in
the Description of Noisy Dynamical Systems, in Stochastic Processes Applied
to Physics (ed. by L. PesquerandM. A. Rodriguez)World Scientific,Singapore1984).
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Ovviamentenel nostrocasol'azione classicae fornitadall’eq. (2.33).

E bennoto chele ampiezzequantistiche- corvenzionalment@ssociate
allaposizioneistantanea di unaparticella—soddisanail principio di sovrap-
posizione. Avendoassociatain’ampiezzaad un intero camminoz(t), € na-
turalesupporrecheil principio di sosrapposizionecontinui a valere (Si veda
la discussionelell’esperimentdli diffrazionedadoppiafendituranell’articolo
tradotto). Ora, tale principio di sovrapposizionegeneralizzatamplica che
'ampiezza(totale)(z",t"|z’,t') perl'evento A debbaesserda somma delle
ampiezzgz”,t"|z',t')[x(-)] relative ad ogni singolaalternatva disgiunta.Di
consguenza-in virtu del postulatoF1—il terzopostulatodi Feynmane

F3) Il propagatore quantistico € datoda

(2 e/ ¢y = / Da(t) (", "2’ )z ()], (2.37)

Sostituendanfine I'eq. (2.36)nell’eq. (2.37)ritroviamo propriol’eq. (2.31)!

2.5—Nonresistiamaalla tentazionedi discuterda naturadei “ cammini
di Feynman” (peraltroquestoe proprio il soggettoprincipaledel presente
Quaderno!)in modopiu esaurientali quantousualmentezengafatto ( atale
argomentoe dedicatal presentgaragrafcedi tre successii).

E bennoto cheil modomigliore per evitarei famosi“paradossi”quan-
tistici e di dimenticarsidell'idea classicache unaparticellasi muova lungo
unatraiettoriadefinita — Cio € infatti incompatibilecol principio di indetermi-
nazione.Vienequindi spontaneehiedersisei camminidi Feynmanabbiano
un significato fisico.

Al finedi chiarirequestguntoe oppartunoconsderareanmral’ampiezza
(", t"|2',t")[=(-)] definitadall’eq. (2.34). Ragionanddn termini piu geo-
metrici, (=", t"|z’, t')[z(-)] pud anchevenir interpretatacome ampiezza per
il particolare cammino z(t) € C(z',t';2",t"), cosiccle unadistribuzione
di ampiezza risulta definitasullo spaziodei cammini3!. Scegliamooraun
sottoinsieméR diC(z’,t'; 2", t"). Grazieal principiodi sovrapposiziongen-
eralizzato'ampiezzacheun (generico)camminoz(t) € C(z',t'; 2", ") sia
contenutdn R e datada

amp {Z(t) e R} = /Dm(t)(w",t”|:c',t')[w(-)]. (2.38)
R

Sappiamaoer cheil moduloquadratodi un’ampiezzae sempreunaproba-
bilita, quindi abbiamoevidentemente

31 Quantodettonellanota? vale naturalmentenchenel casodi distribuzioni di ampiezzao
di probabilita suunospaziodi funzioni. Ometteremayuindil'attributo densita.
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prob {i‘(t) € R} = |amp {-’E(t) € R}|2 _
‘/Da:(t)(x",t”\x',t')[a:(-)] _ (2.39)
R

Un’importanteconsguenzadell’eq. (2.39) € che non esistealcunadistribu-
zioneclassica di probabilita definitasuC(z’, t'; 2", t""). A primavista,questa
affermazionepud apparirestrana.nfatti, dall’'eq. (2.34) segue3?

Pq(a:”,t”\:v',t')[:v(-)] = |<.CL‘”,t”|£E’,t’)[.’E(')]|2 —

probabilia che S
(si muova lungo z(t) (2.40)
che(analogamenta (z",t"|z’,¢')[z(-)]) pud essereeinterpretateomepro-
babilita per il particolare cammino x(t). A questopuntoper secondal
calcoloclassico delle probabilita si dovrebbeavere33

prob {E(t) € R} = / Da(t)Py(a" "], )i ()] =

% (2.41)
/ Da(t) (", 1"z, ¢')[x()]|?
R

chee manifestamenténcompatibile conl'eq. (2.39).

Concludiamoche la non validita del calcolo classico delle probabilia
in meccanicajuantistica®* implica chei camminidi Feynmannon possano
esserevisti comepossibilitraiettoriedescrittedaunaparticellain accordaocol
senso comune >°. Usandaun’espressiondi Feynman sidevepensareheuna

32 E evidentecheseinserissimd’eq. (2.36)nell'eq. (2.40)otterremmain’espressionmatem-
aticamenteoriva di significato,a causadel quadratadelle funzioni deltadi Dirac. Tuttavia
questoproblemapuo esserevitato omettenddali funzioni deltanell’eq. (2.36),a pattodi
restringerd’attenzionealle solez(t) cheappartengonaC(z’,t'; ="', t'") (sitengapresente
la nota29).

33 Questopuntoverra discussael paragrafa.9.

34 Questacircostanza statasottolineataripetutamentala Feynman. Vogliamoaggiungere
un’osserazioneun po’ polemica. Seil calcoloclassicodelle probabilit non vale nella
teoriaquantisticacomee possilbilepretenderehequestssiaequivalentead unacosiddetta
teoria locale di variabili nascoste? (Perquestaproblematicasi vedail Quadernadi
FisicaTeorica: O. Nicrosini, Paradosso EPRe Teorema di Bell (1991)).

35 Estatoripetutamentaﬂermatochei camminidi Feynmansono“reali” e cherappresentano
“traiettoriemedie”del moto(vedasiades.: P. Holland,A. KyprianidisandJ. Vigier, Found.
Phys.17, 531(1987)). Nonriusciamoa capirecosacio vogliadire!
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particellasegua“tutti i camminisimultaneamente”In real, la mancanzali
un'interpretaziondisicaintuitiva perquesticammininondeve stupire: infatti
e bennoto chein meccanicaquantisticanon si possonaattribuire propriet
fisichebendefinitead oggettinon osservati 6.

2.6 — Una precisazionet ora quantomai opportuna. Da quantodetto,
il lettorepotrebbefarsil'idea chei cammini di Feynman — vale a dire quei
cammini che contriktuisconoeffettivamente nell'eq. (2.31) — siano tutte le
funzioniz(t) € C(2',t'; 2" ,t"). Cio e falso! Sipuoinfattidimostrargsiveda
l'articolo tradotto) che soltanto quei particolaricammini che godonodella
propriet

Az(t) ~ (At)Y/? (2.42)

(At molto piccolo) dannoun contrituto non nullo all'integraledi Feynman.
Unmodoeuristicoperrenderscontodi questdattoediritornareall’eq. (2.23),
scrivendoz; = z(t;) (comespiegatonel paragrafo2.3). E evidentechenel
limite e — 0 si ottieneun risultato finito solo nel casoin cui la grandezza
|z(tj+1) — z(t;)|?/e si mantienefinita, macio implica propriol'eq. (2.42).
E altres chiarocheil contributo di camminiche non soddiséinol’eq. (2.42)
scomparaellimite e — 0 (se|z(t;+1) —z(t;)|?/e diverge,il meccanismper
cui cio avvienee molto simile a quello consideratael paragrafcsuccessio).
Ora, I'eq. (2.42) implica chela funzionez(t) — seppurcontinua— non sia
differenziabileperalcunvaloredi ¢. Concludiamachei camminidi Feynman
sonofrattali condimensionedi Hausdorf ugualea due 37 > 38, Qualitativa-
mente,essisonoidentici alle traiettoriea zig-zagtipiche del moto brawniano
(ritorneremosu questopuntoin seguito). Osserandotali traiettorie,si nota
immediatamentd loro caratterefluttuante: esseappaionocomeseil punto
rappresentatp fluttuasseasualmentiatornoadunatraiettorialiscia. E facile
rendersiconto che questofatto seque proprio dall’eq. (2.42). Consideriamo
infattiunacunvaliscia (t), valeadireunafunzionedifferenziabile deltempo.
Avremoallora(per At molto piccolo)

Az(t) = O(AY) (2.43)

mentreperi camminidi Feynmandall’eq. (2.42)segue

36 Vogliamomettergn chiaroche tutta la discussiondattanel presenteQuadernci riferisce
(salo esplicito avviso) asistemiquantisticinon osserati.

37 || concettadi frattale & entratoormainellaculturascientificadi ognifisico. Un’esposizione
divulgativa e contenutan: B. Mandelbrot,Gli Oggetti Frattali (Einaudi,Torino, 1987).

38 Sinotichequestdattonon &in contraddizioneol postulatd=1. Semplicementd’ampiezza
cheS si muovalungomolti deicamminia priori possibilie di fatto nulla.
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Az(t) = O((A)*/?). (2.44)
Ma essenda\ ¢ unaquantiemolto piccola(At < 1), € evidenteche

O((At)Y?) > O(At) (2.45)

per cui unafunzionez(t) chesoddisfila condizione(2.42) varia molto piu
rapidamente (rispettoa t) di unafunzionez(t) chesiadifferenziabile. Cio
spiggail carattere fluttuante deicamminidi Feynman.

L'esistenzali tali fluttuazioni € concettualmentenolto importante per-
che esserappresentangli effetti quantistici nell'evoluzionetemporalede-
scritta dall'integrale di Feynman. Come e spiggato nell’articolo tradotto,
'eq. (2.42) € equivalente al principio di indeterminazione! Di fatto, che
guest'ultimoela propriet(2.42)sianocaspettdiversidellastessa realaappare
chiaroin un contestadiverso®®. Sesi misurala traiettoriadi unaparticella,
si vedechele limitazioni dettatedal principio di indeterminazionémplicano
propriola validitadell’'eq. (2.42)40 » 411

Un'ulteriore consguenzadell’eq. (2.42) e I'esistenzadelle ambiguita
di quantizzazione nell'integraledi Feynman. Supponiamanfatti di inserire
I'azioneclassica2.33)nell'eq.(2.31),edimmaginiamodi considerarda cor-
rispondenteespressiondiscretizzatgassumiamagoer semplicit chei poten-
ziali sianostazionari). Quest'ultimadifferiscedall’eq. (2.23) per un termine
deltipo (z;+1 — =;)2(z}) /e sottoil segnodi sommatorianell'esponente-
I'asteriscoindica che non e chiaroin qualeparticolarepunto dell’'intervallo

39 Diverso in quantocid chesegue presupponeheunamisurazione vengaeffettuatasulla
particella.

40 Questarisultatoe discussan: L. AbbottandM. Wise,Am. J. Phys.49, 37 (1981).

41 Una questionemolto interessante la seguente. Sostituendd’eq. (2.36) nell’eq. (2.40)
ed adottandde precauzionidiscussenellanota32, si ottiene Py (z", t" |z’, t')[z(-)] = 1
qualunque siaz(t) € C(z',t'; ", t")! Bencteaprimavistacio possaapparireassurdo,
non € cos. Ricordiamo(preliminarmenterhesesi misura la posizioneistantanea di
una particellaal tempot e ci si chiedequalesia la (densi& di) probabili di ottenere
un particolarevalore z, la rispostaé datada Py (x, t) = |4(z,t)|*. Supponiamcora di
effettuareuna misura continua per stabilire qualesiala (densia di) probabilita chela
particellasi muova lungo un particolarecamminoz(t) € C(z',t'; 2", t'") (¢’ <t < ).
Naturalmenteal postodi ¢ (x, t) abbiamoora{z'’, "' |z’, ¢')[z(-)], cosiccle la rispostae
dataanalogamentda Py (z", t'"|z', t")[z(-)] = [(z", " |z, t'})[z(-)]|>. Ma abbiamovisto
che Py(z",t"|z',t")[z()] = 1, il chesignificachela particellaseyue con certezza la
traiettoriache si misura! Un’analisi operatva della situazioneconsideratanostrachele
cosestannopropriocos ( Y. Aharonor andM. Vardi, Phys.Rev. D 21, 2235(1980)). Una
discussionapprofonditadel concettadi misurazione continua in meccanicauantistica
econtenutdn: A. Barchielli,L. LanzandG. M. ProsperiNuovo Cimento72B, 79 (1982);
A. BarchielliandV. P. Belavkin, J.Phys.A24, 1495(1991). Unadomandaoigespontanea.
E il cosiddettoparadosso quantistico di Zenone (G. R. Allcock, Ann. Phys. 53, 251
(1969);B. MisraandE. C. G. Sudarshan]. Math. Phys. 18, 756 (1977))unaconsguenza
delfattoche Py(z", t"|2', t')[z(-)] = 1?
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z;+1 — z; vadacalcolatoz;. Abbiamovistochenelcasodell’azioneclassica
(2.28)tale sommatorige unatipica sommadi Cauchy-Riemanghedefinisce
S[z(-)] comeintegrale di Riemann. Chiaramentese questecircostanzaon-
tinuassead esserevera, il risultato non dovrebbedipenderedalla particolare
sceltadi z: questae infatti unapropriet fondamentalelell'integraledi Rie-
mann.Notiamoin particolarechele duesommecorrispondentalle duesitua-
zioniestremer} = z; ex} = x;4 differisconopertermini O((z ;11 — z;)?).
Ora,sei camminidi Feynmanfosserdunzioni differenziabili deltempo-cioe
tali percuiz;+1 — z; ~ € — essedifferirebberaopertermini O (e?), chesareb-
beroirrilevanti in quantoinfinitesimidi ordinesuperiore.Sappiamaer che
peri camminidi Feynmanvale la propriet (2.42),quindile duesommesud-
dettedifferisconoin realt pertermini O(e), che contribuiscono al risultato.
Siamocos giunti adun’importanteconclusione Daun puntodi vistamatema-
tico, vediamochenel casodell’azioneclassica2.33)I'integraled’azioneche
figuranell’eq. (2.31)non € piu unintegraledi Riemannperctele sommeche
lo definisconadipendono dallaparticolaresceltadi z; (si trattadi un oggetto
molto simile agli integrali stocastici cheincontreremanel paragraf@.9). Sul
pianofisico, I'eq. (2.31) non forniscepiu il propagatoreuantisticoin modo
univoco, datochee necessarigpecificarein chemodovadasceltoz} nella
discretizzazionehela definisce— eccocomele ambiguit di quantizzazione
nasconmell’approcciodi Feynman*2!

2.7 — E bennoto che la meccanicaquantisticacontienela meccanica
classicacomecasolimite. Cio significachequandoh risulta molto minore
di qualunquealtragrandezzan gioco (aventele dimensionidi un’azione) gli
effetti quantisticiscompaionadil comportamentalassicoemepe.

Un vantaggiodellaformulazionedi Feynmane di permetterainacom-
prensionentuitiva dellimite classico.

Fissiamd’attenzionesull'eq. (2.31)e supponiama&hein unasituazione
specificasi abbia

S[=()]L > n (2.46)

per cui la fase che comparenell'integrale di Feynmané un numeromolto
grande. Consideriamaraduegenerici camminizy (t) e z2(t) tali chelaloro
distanzgz (t) — z2(t)| siamolto piccola suscalaclassica. Corrispondente-
menteanchdagrandezzaS|[z; ()] — S[z2(+)]| sa@molto piccola Semisurata

42 Esisteun teoremadovuto a Berezin(F. A. Berezin, Theor Math. Phys. 6, 194 (1971))
chestabilisceuna corrispondenza uno-ad-uno fra le ambiguit di quantizzazioneel
formalismooperatorialee nel formalismodi Feynman.In particolare essoasseriscehela
prescrizionedel punto medio (comeosserato nel paragrafo2.3, essgpresera la gauge
invarianzaper I'azione classica(2.33)) corrispondealla quantizzazioneoperatorialecon
ordinamento alla Weyl (M. Mizrahi, J. Math. Phys.16, 2201(1975). Si vedaanche:T.
D. Lee, Particle Physics and Introduction to Field Theory (Harwood, New York,
1981)).



31

in unita classiche. Quantisticamentda situazionee radicalmentediversa,
perckein virtu dell’eq. (2.46)abbiamoin generale

S[z1()]}, — S[z2()]s | > b (2.47)

‘ " ”

Di fatto,I'eq. (2.47)mostrache—nellimite classico- passanddauncammino
ad uno contiguo,la fasedei loro contrituti all'integralevariain modomolto

rapido. Ne consguechetali contrikuti tendonoa cancellarsi. Bencte questo
fenomenasiageneraleyi e tuttavia un’importanteeccezione. Consideriamo
nuovamente duecamminizq(t) e z»(t), supponend@ero cheoraz(t) sia
la traiettoria dinamica classica checongiunge(z’,t') con(z”,t"). Allora

71 (t) estremizza S[z(-)]. Adessce possibileavere??

t”
t’

t”
!

S[e1 )]y, = S[z20)];, | ~ B (2.48)

Quindi le fasidei camminivicini az1(t) differiscono di poco, percuii cor-

rispondenticontrituti non si cancellanoConcludiamachenel limite classico
soltanto i cammini contigus alla traiettoriadinamicaclassicache congiunge
(«',t") con(z",t") contrituisconodi fatto all'integraledi Feynman: questi
sonoi cammini di Feynman semiclassici **. Quest'ultimacircostanza di

notevoleimportanzain quantgpermettali calcolareesplicitamentel'integrale
di Feynmannell'approssimazionsemiclassicaE infatti chiarochebastaef-

fettuare un’espansiondfunzionale)alla Taylor di S[z(-)] intorno a z1(t),

arrestandosal second’ordine in z(t) — z1(t) (z1(¢) € la traiettoriadinamica
classicachecongiunge(z’, ') con(z”, ") 43, quinditerminidel prim’ordine

in z(t) — z1 () sonoassenti).Un calcoloesplicitofornisce*s

N 1/2
1 " 7 ! _ 1 /2 d _ 82 S 17 ", / !
(", "2, t Y so = 51 h et ] (", t";2",t) .
1045

exp{(i/ m)S(" 1", t')}
(2.49)

43 Questopercte il secondanembrodell’eq. (2.48)& nullo al prim’ordinein 2»(t) — 21(¢).

44 E naturalechiedersjualesiala distanzadeicamminidi Feynmansemiclassicilallatraietto-
ria classica. Argomentieuristicibasatisull’eq. (2.48)suggerisconcheessisianocompresi

in un“tubo” di sezioneD( h'/?) intornoalla traiettoriaclassica.Unarispostapiti accurata
dipendetuttavia dallaspecificasituaziondisicachesi considera.

45 Supponiamgersemplicif chedi tali traiettoriene esistasoltantouna.
46 sjvedaades.il testodi Schulmarpiu volte citato.
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ove S(z",t";2',t') e I'azione classica(2.33) (calcolatalungo z1(t)) come
funzionedelle coordinate!” - 48,

Talvolta si dice che soltanto la traiettoriadinamicaclassicaz () con-
tribuisceall’integrale di Feynmannell’approssimazionsemiclassica.Cio &
falso. Comeabbiamogia visto, sonoi camminidi Feynmanwicini a z1(t)
chein realt contrituiscono. Ma sappiamoche tali cammini godonodella
propriet (2.42), quindi nell’eq. (2.49) sono presentieffetti quantistici. Di
fatto, I'approssimazionesemiclassicacontienei “primi’ effetti quantistici,
cioe quelli O( h) 4°.

2.8 — Si incontraspessd’affermazionechevi & uno strettolegamefra
I'integraledi Feynmanela meccanicalassica.Cid €ésenz’altrovero,in quanto
'unicagrandezzahecompareesplicitamente € propriol’ azione classica, an-
chesecalcolatanon gia lungo traiettorieclassichepens lungoi camminidi
Feynman. Questiultimi non hannoinvecealcun significato classico, pro-
prio percte rispecchianali effetti quantistici(e inoltre impossibileassociare
delle probabilita atali camminiin modoconsistenteonla teoriaquantistica).
D’altra parte,abbiamovisto chenell’approssimazionsemiclassicacammini
di Feynmansi addensanmtorno alla traiettoriadinamicaclassicacheunisce
(«',t") con (z”,t"). Non solo, ma & anchestatonotatoche tali cammini
appaionocomeseil puntorappresentatd fluttuassecasualmenténtorno ad
unatraiettorialiscia (cioe differenziabile).Alcune domandesoilgonosponta-
nee.Questdraiettorielisce possggonoun significatoin meccanicalassica?
Piu in generalegsisteuna qualche connessione fra camminidi Feynmane
traiettorie dinamicheclassiche? Sarebbeperaltro molto bello se un simile
legameesistesseealmentejn quantocio evidenzierebbeainaradiceclassica
dellateoriaquantisticgpiu pronunciatali quantousualmentsi pensi.Eviden-
tementeunacomprensionelell’eventualemeccanism@hegenera cammini
di Feynmanpartendoda unatraiettoriadinamicaclassicafarebbeluce sulla
naturastessalellaquantizzazione.

Vedremmelcapitolo5 cheunarelazionediretta fra camminidi Feynman
e traiettoriedinamicheclassichenon esiste. Ma ci0d € unicamentedovuto al
fattochel’'eq. (2.31)rappresentan contestaroppo ristretto perla questione

47 Questoconcettoe discussoad es. in: L. D. Landaue E. M. Lifshits, Meccanica (MIR,
Mosca,1976).

In tutto il presenteQuadernoignoriamo (per semplicit) i problemidovuti all’esistenza
di punti focali e caustiche nello spaziodelle configurazioni(il lettore interessatguo
consultarél testodi Schulman).

Purtroppcefacileimbattersnell’affermazioneoppostachel’approssimazionsemiclassica
e puramente classica. A sostgno di cio viene addottoil fatto cheil propagatoresemi-
classico(2.49) & espressaompletamente in termini di grandezzeclassiche. Alla base
di questaconfusionestale circostanzachele correzioniquantisticheO( k) alla dinamica
classicanon dipendonada h, percui essesonodescrittesoltantodagrandezzelassiche,
nonostantesi tratti di un effetto quantistico! Si pud trovare una chiaradiscussionedi
questopuntoin: L. O'RaifeartaighandA. Wipf, Found. Phys.18, 307(1987).

48

49
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chevogliamoaffrontare. E infatti necessariampliare la nostraprospettva,
rendendoctontocheesistonainfiniti insiemidi camminidi Feynmangene-
ralizzati, peraltrotutti equivalenti dal puntodi vista quantistico. Cio risulta
evidentedaunariformulazionedell'integraledi Feynmancheoradescrviamo
(questarisultatoe riportatoqui perla primavolta °°).

Consideriamda formulazionedi Hamilton-Jacobtellameccanicalas-
sica,nel casodellaparticellaS descrittadall’azione(2.33). Comee bennoto,
I'equazionedi Hamilton-Jacobtorrispondentéala forma

2
%ﬂ%ﬂ+£ﬁG%Smﬂ—m@ﬁ>+®@ﬂ:& (2.50)

Supponiamoora di conoscereun (arbitrario) integrale particolare S(z,t)
dell’eq.(2.50)°. La corrispondentéraiettoriadinamicaclassicanello spazio
delleconfigurazioni datadall’equazione? - 53

%Mﬂ—1<35@ﬂ—m@@> (2.51)

m \ 0x;

z=q(t)

Indichiamocon¢(t; z’, t'; [S(-)]) la soluzionedell’equaziong2.51) control-
lata da S(z,t) e corrispondentalla condizioneiniziale ¢(t') = z'. Fisica-
mente q(t;2',t';[S(-)]) € la traiettoriadinamicanello spaziodelle configu-
razionideterminatalai datiiniziali ¢(t') = ', p(t') = (V.S)(z',t').

Non e difficile dimostrare’* chevalela seguenterappresentaziongter-
nativae del propagatorguantistico

50 M. Roncadelli, New Path Integral Representation of the Quantum Mechanical
Propagator, Pavia preprint(1991)(in corsodi pubblicazione).

51 Esisteun metodoalternatvo (dovuto a Jacobi)per ottenerda traiettoriadinamicaclassica

nellaformulazionedi Hamilton-Jacob{vedasiades.:H. Goldstein,Meccanica Classica
(Zanichelli, Bologna,1971)). Essohail vantaggiodi non coirnvolgerel'eq. (2.51), mail
suosvantaggioe di richiederela conoscenzali un integrale completo dell'equazionedi
Hamilton-Jacobi.Spessaapitadi conoscereoloun integrale particolare dell’eq. (2.50),
cosiccle soltanto il metodoespostmel testopuo venir usato.

52 gj vedaad es.: V. Arnold, Metodi Matematici della Meccanica Classica (Editori
Riuniti, Roma,1988).

53 Sjricordi quantoosseratonellanota48.

54 Sjvedala nota50.
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<.’I}'”, t”|.'L'I, tl>
— i/ IS 1) =8 t')] / Dzx(t)d(z" — z(t"))d(x" — x(t'))

y exp{(z'/ h)(m/2)/dt [a:(t) - l(a%S(x,t) - 9(e.1))

m

2
) |

(2.52)

essendaS(z,t) un’arbitraria soluzionedell’equazionedi Hamilton-Jacobi
(2.50) %5, Ovviamenteil secondomembrodell’eq. (2.52) & (globalmente)
indipendente dallasceltadi S(z,t). Ora,datocheesistonainfinite soluzioni
dell'eq. (2.50), vi sono infinite espressionesplicite del propagatoredate
dall’eq. (2.52) — in ognunadi essecontribuiscono solo cammini che sod-
disfanol’eq. (2.42),mal'insiemedi tali camminidipende da.S(z,t), percui

ve ne sonoinfiniti. Siamocos giunti alla conclusioneche esistonoinfiniti

insiemi di cammini di Feynman generalizzati — quelli cioe che contritui-

sconoeffettivamente nell’eq. (2.52)— ognunocontrollato da unasoluzione
S(z,t) dell’'equazionali Hamilton-Jacobperil problemaclassicocorrispon-
dente®®! Osserviamanfinechefrale eq.(2.51)e (2.52)sussisteinanotevole

somiglianza:cio inducea sospettarehevi siadavveroun qualchdegamefra

i camminidi Feynmangeneralizzati e le traiettoriedinamicheclassichgnello

spaziodelle configurazioni)...

!

§3. Analogie fra meccanicaquantistica e processstocastici

3.1 — Notevoli analogieformali sussistondra la meccanicajuantistica
e la teoriadei processistocasticiclassici. Questesomiglianze- scopertdin
dalle origini della teoria quantistica®” — possonoesserenterpretatein due

55 Coerentementeon quantoaffermatonella nota48, non dovremmoporci alcun problema
riguardoai limiti di validita dell’'eq. (2.52). Ci sembrapeid doverosoosserare quanto
seyue. E noto (si vedaad es.: R. Courantand D. Hilbert, Methods of Mathematical
Physics (vol. Il) (InterscienceNew York, 1962)) che una generica soluzioneS(z, t)
dell'equazionedi Hamilton-Jacobg regolaresoltantosu un intenallo di tempo finito T
(cio riflette I'esistenzadi punti focali nello spaziodelle configurazioni).Di consguenza
la rappresentaziong.52) vale solo nell'ipotesi|t"” — t'| < T. Cid non € pem unavera
limitazione. Infatti — unavoltache(z'’,t"|z’,t') siastatocalcolatousandd’eq. (2.52)
per|t'" — t'| < T —essopud venireestesan modobanalea tempi arbitrari graziealla
proprietdi convoluzione(3.4).

56 |’equivalenzaquantisticadi insiemi diversidi camminidi Feynman generalizzati segue
dalfattocheil secondanembrodell’eq.(2.52)non dipendedaqualeparticolaresoluzione
S(z, t) vengascelta.

57 EstatoSchbdingeradiscutereperprimotali analogie:E. Schibdinger Berl. Sitzber144
(1931);Ann. Inst. H. Poincae 2, 269(1932). Si vedaanche:R. Fiirth, Zeit. Phys.81, 143
(1933). Va dettotuttavia cheil puntodi vistadi Schibdingere diverso daquelloesposto
nel presenteQuadernogd é statosviluppatorecentemente: J. C. Zambrini, Phys. Rev.
A 33,1532(1986).
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modi distinti, a secondaell'importanzachesi vuole attribuire al concettodi
ampiezza di probabiliti. E infatti bennoto chein meccanicajuantisticale
probabilit nasconxsempre comemoduloquadratadi unacertaampiezza.

Sesidecidedi ignorare il giocodelleampiezzeesifissal'attenzionesulle
distribuzioni di probabilita, alcuneanalogiestrutturalisuggeriscondali inter-
pretardateoriaquantisticacomeun particolarenodellodi processstocastico
classico®®. Effettivamente g possibileriformularela meccanicajuantistica
in termini di concettiprobabilisticiclassici— cio e statofatto originariamente
da Feryes®® nel 1952e successiamentejn modo pitl completoe rigoroso,
daNelson® nel 1966. Pen, datochequestoapproccionon € di diretta ril-
evanzaperlintegraledi Feynman,preferiamorimandarel lettoreinteressato
allabibliografia.

A differenzadell’atteggiamentoprecedente- che di fatto “forza” una
fisica non classicaentro un formalismo classico— si possonoconsiderare
le ampiezze come grandezze fondamentali. Risultaallora chela struttura
concettual@ellameccanicauantistica molto simile—anchesenon identica
—aquelladellateoriadei processitocasticimarkoviani ! classici. Comesi
vedraleggendd’articolo di Feynman,e proprioquestasecondguntodi vista
chegli e statodi guidanel formularela dinamicaquantisticacome* somma
sut camming .

Quantoappenaosserato pud venireschematizzatalicendochele am-
piezze di probabilit guantistiche soddishnoregoleformali quasi®? identiche
a quelle che valgono per le probabilita relatve ad un processostocastico
markoviano classico 3. Al fine di sottolinearequestofatto fondamentale
scriviamosimbolicamente

PROBABILITA AMPIEZZE

CLASSICHE ' QUANTISTICHE, (3.1)

CALCOLO CLASSICO ~ _  CALCOLO QUANTISTICO
DELLE PROBABILITA - DELLE AMPIEZZE.
(3.2)

58 Questomodello & ped radicalmente diverso daquelli usatinelle applicazionifisiche
ordinarie,comead es. in connessioneon il moto brovniano macroscopico. Inoltre,
quandosi consideran@orrelazionia tempi diversi, € necessariontrodurreil concettodi
“collasso della funzione d’onda’. Siveda: Ph. Blanchard,S. Golin and M. Sena,
Phys.Rev. D 34, 3732(1986).

59 |. Féryes,Zeit. Phys.132, 81 (1952).

60 E.Nelson,Phys.Rev. 150, 1079(1966).

61 Questiprocessierrannaconsiderathel paragrafd.3.

62 |'unica differenzastanellacondizionedi normalizzazione.

63 Naturalmentée ampiezzejuantistichesonoquantifi complesse, mentrele probabiliisono
grandezzeeali € non negative.
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Passiammraadillustrarein dettaglioquesteaffermazioni.

3.2 — E bennoto chein meccanicajuantistica’evoluzionetemporaled
descrittacompletamente da due grandezzé*:

i) funzione d’onda iniziale ¥(x,tg);
i) ampiezza di transizione (propagatore) (z,t|xo,10).

Sappiamanfatti chela funzioned’ondaad un qualunqueempot & data
dallarelazione

+o00

(o, 1) = / do(z, tlo, to)h (o, o). (3.3)

— 00

Inoltreil propagatoresoddish la cosiddettaproprieta di semigruppo
+oo
(2, 1]z’ ¢') = / davo (&, to, to) (wo, tola ) (3.4)
—0o0

chesi ottieneimmediatamentéacendausodellarelazionedi completezza

+oo
/ dxo|zo,to)(To,to| = 1. (3.5)

—oQ
Abbiamo gia ricordatochein meccanicagquantisticale probabili. appaiono
semprecomeil moduloquadratali unaampiezzapertantda densita di pro-

babilita P,(z,t) ela probabilita di transizione Py(z,t|z',t") quantistiche
sonodefinitecome

Py(z,t) = |[9(x,1)|?, (3.6)

Py(z,tlz’,¢') = |(z, ta’, )| (3.7)

A questopuntoe immediatoverificarechele eq.(3.3) e (3.4)implicano

64 Unataleschematizzazione@molto corvenientepercte la funzioned'ondainiziale specifica
il particolarestatodel sistemaindipendentemente dai campidi forzapresentimentreil
propagatoreontiend’informazionesull’effettiva dinamicachesi considerajindipenden-
temente dallo statoiniziale.
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400
PQ(wat)l/ZS /dwOPq(waﬂantO)l/ZPq(w07t0)1/2a (38)
— 00
+o00
Pz, o, )12 < /dxopq(x,ﬂxo,t0)1/2pq(x0,to|x',t’)1/2. (3.9)

— 00

E molto importantetenerepresentechele eq. (3.3), (3.4) — e quindi anche
le (3.8) e (3.9) — valgono solo sotto un’implicita assunzione:non viene
effettuata alcuna misurazione. Seinveceunamisurazionevenissees@uita
altempot,, le eq.(3.8) e (3.9) verrebbersostituitedalle seguenti®®

+o0
Py (z,t) = / doP, (z, t|z0, t0) Py (30, t0), (3.10)
—00
400
Py(a, ', t') = / dwo P, (z, t|vo, t0) Py(z0,tol2’, #).  (3.11)

— 00

3.3 — Consideriamoora un processo stocastico classico, che & essen-
zialmenteunawvariabile aleatoria dipendente dal tempo £(t) 6. Secondo
Kolmogoros, unadescrizionecompleta (in sensoprobabilistico)di tale pro-
cessopuo esseredttenutadiscretizzandal tempoin un numeroarbitrariodi
istantit; (t1 < ta < ---) e specificandde densita di probabilita congiunte
Poy(Zpytn; Tu1,tn_1;---;71,t1) 87. Questegrandezzeonodeinitein modo
tale chesi abbia(conovvio significatodei simboli)

65 Questopuntoe discussdn dettaglionell’articolo tradotto.

66 sjvedanocal propositoi testicitati nellabibliografia. Ci limitiamo qui a ricordarecheuna
variabile aleatoria € specificatalall insieme dei suoi possibili valori (spazio cam-
pione) e daunadistribuzione di probabilita definitasullo spaziocampionegssadeve
esserainafunzionerealenonnegativae normalizzata Sottolineiamcahela visualizzazione
di unadistribuzionedi probabilit medianteun’ensemble € unapraticacomunein fisica,
bencle non siaaffatto necessarii lineadi principio.

67 Nel seguito ometteremaper semplicif l'attributo densitd. Invitiamo pem il lettore a
tenersempre presenteheogniqualwltaparleremali “ probabilita” intenderemaempre
“densita di probabilita” (siricordi quantoosseratonellanota?).
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prob{z, < &(t,) < zn +dzy;-- ;11 <E(t1) <z +dr} =

3.12
Pp(zn,tn; 521, t1)dey, - - - dzy. (3:12)

In linea di principio € necessariconoscerautte le P, (x,, ;- ;T1,t1)
(pern arbitrario)al fine di avereunacaratterizzazioneompletadel processo.
E inoltre chiarochele P, (xy,ty;- - ;x1,t1) devono soddisére le seguenti
condizioni(assiomi di Kolmogorov) %8:

i) Py(zp,tn;---5z1,t1) > 0,Vn;

+o00
”) f dann(xnatn;"';xlatl):Pn—1($n—1atn—1;"';xlatl);

— 0o

+00
iy [ dz P(z,t)=1.

-

Un concettomolto importantee quello di densita di probabilita con-
dizionata. Supponiamad esempiochei valori assuntidal processd(t) ai
tempity, -, tm, (1 < --- < ty) Sianonoti con certezza. Siamoallora
portatia consideraréa seguenteprobabilia

prob{z, < &(tn) < Tp +dzn; - ;Tmi1 < E(tmt1) < Tma1 + dTmy1]
g(tm) =Tm;" " ;g(tl) = 5171} =
P(zp,tn; 3 Tmst1s tint1 | Tmy b - - 5 T1,81)dTy, - - - ATy 1.
(3.13)
Laquanti@ P(z,,tn; - Tmt1, b1 [Ty Ty - 521, 81) (1 < -+ - <ty <
tm+1 < --- < t,) definitain tal modoe dettaappuntodensit di probabilitx

condizionatef?. E molto facile corvincersichefra le densié di probabilita
condizionatee congiuntesussistéa relazione’

Py (Tn,tnse - 321,t1) =P(Tnytni s 5 Tmaty b1 [Ty bns e+ 521, 81)
Pm(.’L'm,tm, e ;xlatl)-
(3.14)
68 Alcuni autoriincludonol'ulteriore condizione: Py, (1, trn; - - - ; 21, t1) Non cambiascam-

biandofra loro duequalsiasicoppie(z;, t;), (z;,t;) (1 < ¢,5 < n). Essa petd notevol-
menterestrittva, in quantoformalizzail concettodi invarianza sotto inversione tem-
porale (reversibilita) perun processctocastico.Si vedaad es.: M. Kac andJ. Logan,
Fluctuations, in Studies in Statistical Mechanics, vol. VI, ed. by E. W. Montrol and
J.L. Lebovitz (North-Holland,Amsterdam 1979). Si noti che— in virtu dell'eq. (1.14)—
Py(z, t|z’, ") definitadall’eq. (3.7) soddisé quest'ultimacondizione jn accordacol fatto
chel’evoluzionequantisticaé temporalmenteeversibile.
69 Siassumeiog la condizionechesi abbiaconcertezza (t1) = 1, - - - , £(tm) = Zm.

70 Essaénotacomeregola di Bayes.
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Unaclasseparticolarmentémportantedi processstocasticie quelladei pro-
cessi di Markov, caratterizzatdal fatto chela genericgprobabilit condizio-
nataP(zn,tn; - ; Tm+1, tm+1|Tm, tm; - -+ ; 1, t1) € indipendente dalleva-
riabili z1,t1;- - ; Tm_1, tm—1, mentredipende daz,,, t,, **. Possiamalire
in modopiu intuitivo chesecondda proprietadi Markov “ il futurodipendedal
passataolo attraversoil presente”cioeil presenteeterminacompletamente
il futuro, indipendentemente daquantoe avvenutonel passatoE facile ren-
dersicontocheperun processanarkoviano l'infinita gerarchiadelle densia
di probabili;.congiunteP,, (z,,, t,,; - - - ; £1,t1) € completamente determinata
dadue solegrandezze:

i) densita di probabilita iniziale P(x,ty);
ii) probabilita di transizione P(zx,t|xo,to), (to < ).

Essesonoconnessélallarelazione

400
P(z,t) = / daoP (3, t|z0, o) P (0, o). (3.15)
—00
Infatti abbiamo
+00 +oo
P, 1) = / doPs(w, 50, to) = / Ao P (3, |70, to) P (0, o). (3.16)

Si puo ulteriormentenostrarechela proprietidi Markov implicala cosiddetta
equazione di Chapman-Kolmogorov ™

+o00
P, 1|2/, ¢') = / do (2, 20, 10) P (30, to|2', 1), (3.17)

—0oC

in cui si suppone’ < tq < t. Nel seguito, useremd’abbreviazionePSMC
(processo stocastico markoviano classico).

3.4 — E orachiaroche esisteun’analogiamolto strettafra le eq. (3.3),
(3.4) daun lato, e le eq.(3.15), (3.17) dall'altro — si puo infatti passareda

71 seessanondipendesseeppuredazy,, tm Si avrebbeun processo di Bernoull.
72 sjvedaun qualunqueestodi processstocasticicitatonellabibliografia.
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guestea quelle mediantela sostituziong(3.1), che assumepertantola forma
piu specifica

P(z,t) <+— 9Y(z,t), (3.18)
Pz, tle’, t") +— (z,t]2’, ). (3.19)

Ma c’'e di piu! Senon si effettua alcunamisurazioneje probabilia quan-
tistichesoddiséinole eq.(3.8), (3.9) che differiscono dalleformule classiche
(3.15), (3.17): il manifestarsidi tale comportamentaon classico staalla
basedel famoso“ aspetto ondulatorio della materia”. Seinvecesi effet-
tua unamisurazioneal tempot, le probabilit quantistichaubbidisconcalle
eg.(3.10),(3.11),che manifestamenteoincidono conle corrispondentfor-
mule classichg3.15),(3.17): in questosecondacasola materiasi comporta
comeci si attenderebbn fisicaclassicayaleadire “in modo corpuscolare”.
L'analisidell’esperimentali diffrazionedadoppiafendituradatadaFeynman
nell’articolo tradottoillustra questiconcettin modoestremamentehiaro”3.

Notiamo a questopunto che I'analogia schematizzatalalle eq. (3.1),
(3.2) € affatto generale, in quantonon e statafattaalcunaipotesisullaforma
esplicita dell’hamiltoniana.

3.5 — Ulteriore consguenzadelle eq. (3.1) e (3.2) e chesi deve avere
unasomiglianza formale fra le varie descrizionidi un PSMCe le possibili
formulazioni della meccanicaquantistica’. Se questofatto fondamentale
fossestato apprezzatappienofin dai primi tempi della teoria quantistica,
la scopertadell'integraledi Feynmansarebbeotutaavvenirevent’anniprima
(questguntoverradiscussmelparagrafd.10)! Cosaancorpiu sorprendente,
unanuowva formulazionedellameccanicajuantisticaeemege spontaneamente
— proprioin virtu delleeq.(3.1) e (3.2) — dalladescrizionedi Langerin di un
PSMC(questoargomentcosar trattatonel capitolob).

3.6—Considerereméd’orain poi) ungenericdPSMCnello spazio delle
configurazioni (tridimensionale)’®. Essoé caratterizzatodalla costante

73 E importanteosserare cheil puntodi vista qui adottatosuggeriscén modo naturale di
interpretardla meccanicaguantisticacome una teoria nonclassica delle probabilita.
Si vedequindi in modo esplicito che anchele probabilita — comegia la geometriacon
RiemanredEinstein—nonsonoverita a priori, madipendono dallaspecificasituazione
fisica chesi considera. Corrispondentementé famosodualismoonda-particellaappare
“shilanciato”: ades. un elettroneé sempre unaparticella,mentrel’aspettoondulatorioe
unasempliceconsguenzadel fattochele probabili& non soddisénoil calcoloclassico.

74 Naturalmenteio non significachenonpossane@sisteréormulazionidellateoriaquantistia
senza Unanalogoperi processistocasticiclassici.

75 'esempidfisico pili noto di questatipo di processitocasticié il moto brownianomacro-
scopiconell’ approssimazione di Einstein-Smoluchowski, checorrispondeal casodi
grande attrito. Sivedaatalepropositoades.:N. G.VanKampen,Stochastic Processes
in Physics and Chemistry (North-Holland, Amsterdam 1981).
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di diffusione D chedescrye I'effetto delle fluttuazioni, mentrela “ drift’
V (z,t) descrveqli effetti deterministici di campidi forzaeventualmentgre-
senti. Supponiamanoltre chele particellecherealizzandl processgossano
venir emesse € assorbite dal’'ambiente:cio e specificatadalla“ killing rate”
A(w, 1), cheesprimea probabilita di assorbimento per unita di tempo 76,
E fondamental@otarechegli effetti rappresentatiaD, V (z,t) e Alz, t)
non interferiscondraloro, percui nepossiamdenerecontoin modoadditivo.
Possiamaioe analizzaral PSMCin questionesupponendad es. dapprima
D #0,V(z,t) =0eA(z,t) =0,poiD =0, V(x,t) # 0 e A(x,t) =0 ed
infineD = 0, V(x,t) = 0 e A(z,t) # 0. La“sovrapposizionedi questetre
situazionifisichefornisceallorala rappresentaziongel PSMCoriginario.

3.7—Ladescrizioné'standard”di un PSMCe basateasull’equazionelif-
ferenzialelinearedi Fokker-Planck”” perla densidi probabilita P(z,t). Si
noti chela probabili&di transizioneP (z, t|zg, tg) hone altro cheil propaga-
tore di taleequazionein virtu dell’eq. (3.15).

Nel casoconsideratol' equazionedi Fokker-Planckassumeda forma

0 02 0

[Vi(z,t)P(z,t)]— A(z,t)P(z,t). (3.20)

Concettualmente, il ruolo di questaequazionee chiarito dal fatto che D,
P(z,t) e Alz,t) possonovenir definitein termini di P(z, t|zoto) 8. Allora
'equazionedi Fokker-Planckapparecomeun’espressiondifferenziale (ap-
prossimataylell’equazionali Chapman-kKimogoro (3.17).

Discutiamoorail significato fisico dell'eq.(3.20).

Sfruttandol’ossenazionefatta nel paragrafo3.6, cominciamocol con-
siderareil casolimite in cui le fluttuazioni abbianoun ruolo trascurabile-
cio consentali porre D = 0 (almenoin prima approssimazione)E anche
corvenientesupporremomentaneamenthenon si abbiaemissioneo assor
bimentodi particelle da parte del’ambiente,per cui poniamoA(z,t) = 0.
Corrispondentement&q. (3.20)diventa

O Viw,t)P(a,1)]. (3.21)

0

ot

76 Ci sembraabbastanzatranocheeffetti di quest'ultimotipo venganaspessagnoratinella
letteratura. Un’eccezioneg: F. W. Wiegel, Introduction to Path Integral Methods
in Physics and Polymer Science (World Scientific, Singapore1986). Comerisulte@
evidente ginvecemoltocorvenienteconsiderarguestieffetti disautendde analogigformali
conla meccanicajuantistica.

77 A. D. Fokker, Ann. Phys.43,810(1914);M. Planck,Sitzber Preuss Akad. Wissens 324
(1917).

78 perunatrattazionemolto chiaradi questopuntosi veda: C. W. Gardiner Handbook of
Stochastic Methods (SpringerBerlin, 1983).
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Questaisultatoein perfettoaccordaconl’intuizionefisica: datocheil numero
di particelle € costante,le probabilia si conserano, per cui la densia di

probabilita deve soddisaire un’equazionei continuita. Ora, all'eq. (3.21)e
associatdequazione

d

Zai(t) = Vila(t), ) (3:22)

Poicle di fattol'eq. (3.22)seguedall’eq. (3.21) ponendo
P(z,t) = 6(z — q(t)) (3.23)

e evidentecheentrambalescrvonola stessa evoluzionetemporaledovutaagli
effetti deterministici” (i soli orapresenti!). Arriviamocod alla conclusione
chele soluzioniq(t) dell’eq.(3.22)descrvonole traiettorie fisiche delPSMC
consideratoell’approssimazione D = 0, V(z,t) # 0 e A(z,t) = 0.

Senon avessimasuppostda costanzaelnumeradelleparticelle al posto
dell’eq. (3.21)avremmoottenutodall’eq. (3.20)

0 0

I p(z.t) = —
il (@:1) 04

[Vi(z,8) Pz, 1)] — Az, t)P(x,1). (3.24)

Vediamoquindi cheil termineaggiuntvo nell’eq. (3.24)tiene contoproprio
delfattochele probabili&in realtinonsi conserano,a causadei processi
emissionee di assorbimentdsi noti checio e in accordoconl’interpretazione
di A(z,t) comeprobabilitidi assorbimentperunitadi tempo).Naturalmente
le traiettorie fisiche restande stesse di prima—cambiasolo la distribuzione
di probabilita: sipudinfattidimostrareheoral’eq. (3.22)segguedall’eq.(3.24)
ponendo

t

P(3,1) = 6(z — q(t)) &xpd — / dt’ Adgt), ) . (3.25)

to

Abbiamocos chiaritoil significatodel secondce terzoterminenel secondo
membrodell’eq. (3.20).

79 Non c'g da stupirsi che un’evoluzionetemporaledeterministicasia descrittada una dis-
tribuzione di probabilig: cio significa semplicementehe lo statoiniziale non € noto
esattamente.
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Qual’eil significatodelprimotermine?Consideriamadessd casdimi-
te oppostojn cuile fluttuazioniabbianoun ruolo predominante- supporremo
pertantoD # 0, V(z,t) = 0 e A(z, t) = 0. Quindil'eq. (3.20)diventa

0 P(z,t)=D i P(z,t) (3.26)
= xz = - X . .

ot ’ O0x2 ’
Questae la ben nota “equazionedel calore”, che descrve un processo di
Wiener, cioe un PSMCdefinitodallaseguenteprobabilita di transizione

P(z,t|zo,t0) = ! M} (3.27)

1
4xD(t — to) eXp{_E (t — o)

E dunquesvidentechele fluttuazioniassociatal processatocasticalescritto
dall’eq. (3.20) sonocaratterizzatela una distribuzione gaussiana di proba-
bilita 8 » 81,

C’e un punto che va ulteriormentechiarito. E naturaleaspettarsche
anche nelcasoD # 0, V(z,t) # 0 e A(z,t) = 0 la densid di probabilit
debbasoddisfreun’equazionali continuia, datocheil numerodi particelle
e costanteMa oral’eq. (3.20)siriducea

0 0? 0
ap('fbat) = Dﬁp(mat) - a—%[Vl(x,t)P(x,t)] (328)

chenonsembraaverela formadi un’equazioneli continuig. E senz’altrovero
chel’eq. (3.28)differiscedall’eq. (3.21),pem vatenutopresenteheadessda
situaziones piu complessapercte si statenendaontoanchedell’effettodelle
fluttuazioni. Procedenddormalmente,notiamochel’eq. (3.28) pud venire
riscrittacome

0 0 0
gl @)= O _Daw-

5 P(z,t) + Vi(z,t) P(z,1) (3.29)

percui, ponendo

80 importanteapprezzard fattochela distribuzionedi probabiliairelativa atali fluttuazioni
e indipendente dallo statodinamicodel sistemaconsiderato.E per questomotivo che
parleremdi “ fluttuazioni di fondo”. Questoaspettoverra sviluppatonel capitolo5s.

81 E pennoto che le distribuzioni gaussiane di probabili& hannoun ruolo preminentein
fisica. Cio & dovuto essenzialmentel teorema centrale del limite (Si vedaades.: A.
Papoulis,Probabilita, Variabili Aleatorie e Processi Stocastici (Boringhieri, Torino,
1973)).
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_ 0
Uil 1) = =D - InP(a,1), (3.30)
Wi(o,) = Ui(o,8) + Vi(o, ) (3.31)
I'eq. (3.29)diventa
5 P(.) = — 5 W@, )P (s, ) (3.32)

chehala forma usualedi un’equaziondali continuia! Pertantol’equazione
di Fokker-Planck(3.28) puo effettivamenteesserevista comeun’equazione
di continui@, in cui comparela velocita di corrente W (z,t). Fisicamente
nonvi e proprio nulla di misteriosoin quantoabbiamofatto: la velocita con

cui si muove unaparticellahaun contrituto dovuto agli effetti deterministici
(comenel casodell’eq. (3.21)) piz un contributo dovuto all’ effetto medio

delle fluttuazioni. Quest'ultimoe la cosiddettavelocita osmotica, definita
dall’eq. (3.30)%2. Sinoti chela validita dell’'eq. (3.31)& cons@uenzadiretta
dellanoninterferenzéra i duetipi di effetti.

Ci premesottolinearedue aspetticaratteristicidella descrizionedi un
PSMCbasataull’equazionali Fokker-Planck.Sitienecontodellefluttuazioni
in modo indiretto, considerandsolamentel loro effetto medio su P(z,t)
e P(z,t|zo,t9). Ulteriormentetale approccionon fa alcunaaffermazione
sulle traiettorie fisiche di un PSMC.Notiamo infine che quest’ultimopuo
venire schematizzat@omeun’evoluzione temporale deterministica — det-
tatadall'eq. (3.22)— perturbata da fluttuazioni gaussiane di fondo (even-
tualmentde particellepossonessereemess® assorbitadall’'ambiente).

3.8—Daquantoabbiamovisto e chiarochela formulazionedellamecca-
nicaquantisticabasatasull’equazioneali Schibdingere concettualmentsullo
stesso piano delladescrizionadi un PSMCbasatasull’equazionedi Fokker-
Planck. Scriviamoquindi simbolicamente

FORMULAZIONE ., FORMULAZIONE
DI FOKKER— PLANCK DI SCHRODINGER.
(3.33)

82 E propriola velocit osmotica’elementocaratteristicali un processo di diffusione, che
poi noneé altro cheun PSMC conftraiettoriefisiche continue. Dall’'eq. (3.30) seguechela
corrente osmotica € J(z,t) = —DV P(z,t). Datochenellatrattazionéenomenologica
di un processdiffusivo macroscopicaP(z,t) € proporzionalealla concentrazionelelle
particelleconsideratesi ritrova un risultatobennoto di fisicaelementare.
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Vi e tuttavia qualcosache va al di la delle semplicecorrispondenza
schematizzatalall'eq. (3.33). Infatti — comeil lettore avra certamenteno-
tato— anchela forma esplicita dell'eq. (3.20) € molto simile a quellatipica
dell'equazionali Schibdinger Vogliamostudiaren dettaglioquestoaspetto.

Consideriamancorala particellaS descrittaclassicamentéall’azione
(2.33). Comee bennoto,'equazionedi Schibdingercorrispondente

., 0 1 ., 0
%ha¢(ﬂf,t) =5 (—z ha - — Qi(w,t)> .

Zi

5 (3.34)
(it~ utat)) wlo0) + Bz 00
T
Ponendmercorvenienzagormale
ih
€=g (3.35)
1
D(a,t) = —— 0 0umt) + - (0w, )(m,0) + Bz, 2) ), (3.37)
'Tﬂ - 2m 8,’]}'1/ (2 'Tﬂ h 2m (2 .T, (2 "I", ‘/E, 7 -

I'eq. (3.34)pud essereiscrittacome

0

0? 0
Ew(mat) - wa(xat) - 8.’1}1

(01, 9z, 1)] — Dl yp(z,1). (3.38)

Nellaforma(3.38)I'equazionedi Schibdingerconsiderata strutturalmente
identica all'equazioneali Fokker-Planck(3.20). Vediamoquindiche—in virtu
dellacorrispondenzé3.18)—I'una si trasformanell’altra, a pattodi assumere
I'ulteriore corrispondenza

D s e (3.39)
V(z,t) +— O(z,t), (3.40)
A(z,t) «— D(z,t). (3.41)

Siamocod giunti a stabilire una completa corrispondenza fra la dinamica
quantisticadi S edun genericoPSMC.
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3.9—Unadescrizionalternatvadi unPSMCe statainiziatadaWieners?
e sviluppatasuccessiamentelaKac ®* edOnsagee Machlup®®. Sostanzial-
mente,questoapproccioforniscela probabilig di transizioneP (z”, " |z, t")
come integrale funzionale (integrale di Wiener 86), permettendocos di
calcolaretale grandezzasenza che sia necessariaisolvere I'equazionedi
Fokker-Planck. La presentazionehe seggue mettea in evidenzala profonda
analogia strutturale fra gli integrali di Wienere di Feynman®”.

Denotiamocon X3 unaparticellache “materializza” un genericoPSMC
e consideriamd’evento B “¥ va da (2',t') a (z”,t")". E evidentechela
probabilita (totale) P(z"”,t"|z',t") associata questoeventonon é altro che
la probabilita di transizionerelatva al PSMCin questione Indichiamoanche
in questocasoconC(z’,t'; ", ¢"") lo spaziodei cammini, cioe dellefunzioni
(reali) continuez(t) con estremifissi z(t') = ', z(¢") = z". Di fatto, il
primo postulatodi Wienere

W1) Tuttele alternative disgiunte 3 secondde qualil’'eventoB puo realiz-
zarsisonodescritteda cammini z(t) € C(z',t'; 2", t").

Prima di Wiener le piu generalidistribuzioni di probabilitx eranole
probabilit. congiunteP (zy,, t,;- - - ;x1,t1) chesiriferisconoad un insieme
discreto di punti. Egli haestesdale concettoal casodi uninsiemecontinuo,
postulandaos I'esistenzalellaseguenteprobabilita di transizione associata
adunintero cammino z(t) € C(z',t'; 2", ")

)= (P o) 042

Questagrandezzgud anchevenir interpretatacome probabilita per il par-
ticolare cammino z(t): in tal modounadistribuzionedi probabilita risulta

83 N. Wiener J. Math. andPhys. 2, 132(1923); Proc. LondonMath. Soc. 22, 454 (1924)e
55,117(1930).

84 M. Kac, in Proceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical
Statistics and Probability, (University of California Press,Berkeley, 1951). Si veda
anche:M. Kac, Probability and Related Topics in Physical Sciences (Interscience,
London,1959).

85 L. OnsageandS.Machlup,Phys.Rev. 91, 1505(1953);S.MachlupandL. OnsagerPhys.
Rev. 91, 1512(1953).

86 |n realts, Wienerha consideratsoltantoil casoin cui V(z,t) = 0 e A(z, t) = 0. Tuttavia
per “integrale di Wiener” intenderemonel presenteQuadernola generalizzazione
dell'integraledi Wieneroriginalein cui si abbiaV (z,t) 7 0 e A(z,t) # 0. Siveda:l. M.
Gel'fandandA. M. Yaglom,J. Math. Phys.1, 48(1960);R. GrahamZeit. Phys.B26, 290
(2977).

87 | ragionamenttheseguonosonodiversi daquelli chehannocondottoWieneralla formu-
lazionedel suointegrale. Si vedala notal04.

88 valeanchequi quantoosseratonellanota28.
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definitasuC(z’,¢'; ", ") . Ancora,P(z",t"|z',t') hala struttura

P |2 ) [z()] = 6(z" — z(t")d(z’ — (') Plz(-)] (3.43)

in cui le duefunzionideltadi Dirac implicanochetale probabilita si annulli—
comedeveessere-sez(t') # z’ elox(t") # z”. Nell'eq. (3.43)P[z(-)] €un
funzionalecontinuodeterminatalal secondgostulato

W2) La probabilita di transizione lungoz(t) €

P, "o, ¢)e ()] = 0(a" — x(t"))0 (2" — x(2'))-

~ " 44
oxp {1t} (344

ove S[z(-)]%, hala stessdormadi un’azioneclassica
Sl () = / dt L(x(8), #(t), 1) (3.45)

t

in cui la “lagrangiana di Wiener” L(z,i,t) & determinatacompleta-
mentedalletre grandezzehedefinisconadl processd, V (z,t) e Alz, t).
Esplicitamente

;L. o 2,10
L= E(]Iz —Vi(z, )" + 28$i‘/;(a;,t)+A(w,t). (3.46)

Ora, seconddl calcolo classico delle probabilita °°, la probabilita (to-
tale)di uneventoela somma delleprobabilitirelative adognisingolaalterna-
tivadisgiuntasecondauiessquoredizzarsi. Consguentementein virtudel
postulatoN1—P(z",t"|z', ') risultaesserda sommadi P(z"”,t" |z’ , ') [z(-)]
suC(z',t';x",¢") °1. Pertantdl terzopostulatodi Wienere

W3) La probabilita di transizione € datada

P" |2 ) = /Dm(t)P(a:",t"\x',t')[a:(-)]. (3.47)

Concludiamachel’integraledi Wienerperun genericcPSMChala forma

89 Siricordilanota3l
9% Sjveda,ades.:B. V. Gnedenk, Teoria delle Probabilita (Editori Riuniti, Roma,1987).
91 Comepromessoabbiamaooraunagiustificazione dell’eq. (2.41).
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P(a", "o 1) = / Da(t)s(s" — o(t"))d(x’ — () exp {~S[a ()i }
(3.48)

ove S[z(-)] & datadalleeq.(3.45)e (3.46).

A questopunto la somiglianza fra gli integrali di Wiener e di Feyn-
mane evidente,ed essaverra considerataiu in dettaglionel prossimopara-
grafo. Osserviamaheal primo si applicanomolte delle considerazionfatte
a propositodel secondo L’eq. (3.48) vaintesacomelimite di un’espressione
discretizzata- propriocomenel casodell’eq. (2.31) (la discussiondattanel
paragrafa?.3 puo essereipetutaqui quasialla lettera)— ed € importantesot-
tolinearechein tale discretizzaziond/ (z, ¢) va calcolatonel punto medio
z; = (xj + xj41)/2 %2. Ancora,i cammini di Wiener — cioé queicammini
checontrituisconoeffettivamente nell'eq. (3.48)— godonodellapropriet

Az(t) ~ (At)Y/? (3.49)

percui sonofrattali condimensionedi Hausdorf ugualea due 23:°4:95. Ab-
biamovisto chela propriet (3.49)peri camminidi Feynmane equivalenteal
principio di indeterminazione Esisteforse un principio di indeterminazione

92 Qui la situazione formalmente identica a quantoavviene per'integrale di Feynman
conazioneclassica2.33)(si ricordi quantoe statodettoal propositonel paragrafa2.6), e
S[z(-)] non & pit unintegraledi Riemann.L’unica differenzag chenel presentecontesto
si puo attribuire un significatomatematicamenteigoroso a S[z(-)] interpretandolacome
integrale stocastico. Questiintegrali sonoancoradefiniti come limite di sommedi
Cauchy-Riemanrpem dipendono dallaparticolarediscretizzazionehee statascelta(nel
casan questione&io éconsguenzalell’eq.(3.49)). Ancheseesistonar prioriinfiniti modi
di scgliere unadiscretizzazioneye ne sonosolamentedue chehannoun realeinteresse.
Unasceltaconsistenel calcolarel valoredell'integrandonei punti iniziali degli intervalli
infinitesimiedefiniscd’ integrale di Ité (esssoddisregolediversedaquelledel’'usuale
calcolointegrale). L'altra sceltacorrispondeai punti medi degli intervalli infinitesimi (in
cui e calcolatoil valore dell'integrando)e da luogo all’ integrale di Stratonovich (per
il qualevalgonole stesse regole dell’'ordinario calcolointegrale). Quindila nostrascelta
e di interpretareS[z(-)] nell'eq. (3.48) comeintegrale di Stratonovich. Osserviamo
che,seinvecepreferissimda scelta“alla 1t6”, dovremmoometteral secondderminenella
lagrangianali Wiener(3.46)al fine di ottenerdo stesso risultato. Gli integrali stocastici
sonodiscussiin tutti i testiavanzatidi teoriadei processistocastici. Si vedaades.: H. P.
McKean,Stochastic Integrals (AcademicPressNew York, 1969).

93 Sjvedala nota37.

94 Nel contestadell'integrale di Wiener funzioni chegodonodella propriet (3.49) vengono

anchedette Hilder continue di classe un mezzo. Questoargomentoe discussades.
neltestodi McKeancitatonellanota92.

95 Analogamentea quantoavviene per l'integrale di Feynman, cid non € in contrastocol
postulatow1: la probabilitacheX si muovalungomolti camminia prior: possibilirisulta
esserawulla.
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anche perun PSMC?Contrariamenta quantospessai crede—cheil princi-
pio di indeterminazionaia “I'emblema” della quantizzazione- la rispostae
affermativa! E infatti notodalungotempo® chesiha®’

Az;AU; > 63D (3.50)

ove U e la velocita osmoticadefinitadall’eq. (3.30). Vi sonopemn anche
notevoli diversita fra gli integrali di Wienere di Feynman. Primafra tutte &
cheP(z",t"|',t")[z(-)] hail significatodi unaprobabilit, quindiessae una
grandezzaeale non negativa, mentre{z”  t" |z’ t')[z(-)] € unaquantif com-
plessa. Neconsguechel'integraledi Wienereun*“vero” integrale, in quanto
esisteunamisura (nelsensanatematicaleltermine)suC(z’, ¢'; =", ") %; cio
permettai attribuireunsignificatomatematicamentegoroso all’'eq. (3.48)%°.
Altra differenzaé chei camminidi Wiener possiedonaun significatofisico
diretto, e rappresentante traiettorie fisiche di un PSMCfra duepunti asse-
gnati(z',t") e (z",t"). Ulteriormenteil loro carattere fluttuante (implicato
dall’eq. (3.49)1%0) rispecchide fluttuazioni gaussiane di fondo checarat-
terizzandl PSMCin questione Osserviamanfine chenon esistonacammini
di Wiener generalizzati, simili aquelli consideratinel paragrafa.8 1%,

Primadi concluderequestoparagrafo,vogliamo considerareancorail
processo di Wiener (Questopunto sa@ molto utile nel paragrafo5.2). Ab-
biamogiavisto cheessoe descrittodallaprobabilita di transizionespecificata
dall'eq.(3.27). Nello spiritodell’approcciadi Wiener taleprocesswadefinito
assgnando-anzicle P(z",¢"|2', ') —un’opportungrobabili&. P[z(-)] sullo
spaziodelle suetraiettorie. Quale? Dalle eq.(3.43),(3.44),(3.45)e (3.46)e
chiarochesi deve avere102 » 103

9 R. Furth, Zeit. Phys. 81, 143 (1933). Vogliamosottolinearecheanchenell’ambito della
formulazionali Nelsondellameccanicguantisticavalel’'eq. (3.50),chequi esprimeproprio
il principiodi indeterminazioneli Heisenbey. Siveda:D. De Falco,S. De Martino S. De
Siena,Phys. Rev. Lett. 49, 181(1982);S. De Martino andS. De Siena,Nuovo Cimento
79B, 175(1984).

97 poniamocomedi consuetd\A = (4 — (A))2)Y/2.

98 Questa la famosamisura di Wiener (e suegeneralizzazioni)Si vedaades.: M. Kac,
Probability and Related Topics in Physical Sciences (Intersciencel.ondon,1959);
I. M. Gel'fandandA. M. Yaglom,J. Math. Phys.1, 48 (1960).

99 Questacircostanza in contrastacon quantoavvieneperl'integraledi Feynman(si ricordi
la nota23).
100 | e considerazionfattea questopropositonel paragraf®.6 possonessergipetutequi alla
lettera.
101 Ritorneremasuquestopuntonel capitolo5.

102 £ convenienteestenderdintegrazioneda —oo a +oo nell’eq. (3.51). Quandoessaviene
inseritanell’eq. (3.43) le duefunzioni deltariduconods fatto taleintegraleall’intervallo
consideratdt’ < t < t").

103 Nell'eq. (3.51) abbiamoomessoper semplicia il fattoredi normalizzaziongsi vedaal
propositola notal10).
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+o0
Plz()] ~ exp{ —(1/4D) / dt & (D) (t) b . (3.51)

— 00

3.10— E evidentechela formulazionedi Feynmandellameccanicauan-
tisticae concettualmentsullo stesso piano delladescrizionedi Wienerdi un
PSMC.Scriviamosimbolicamente

FORMULAZIONE FORMULAZIONE

DI WIENER 7 DI FEYNMAN. (3.52)

Tuttaviala somiglianzérale duedescrizioniin realbenpid profonda
di quantoespressadlall’eq. (3.52). Sussistenfatti I'ulteriore corrispondenza

P(z" "z ) [z(-)] «— (", "]z’ t')[z()], (3.53)
~Sla()E > i/ h)S()L (3.54)
L(z,&,t) +— L(z,4,t) , (3.55)

di cui ci si rendecontoimmediatamenteonfrontandde formuledei paragrafi
2.4 e 3.9. Cosaancorpiu importante,la forma esplicita di S[z(-)] € molto
simile aquelladi S[z(-)], percui scriviamo simbolicamente

S[z()E ~ Slz(-)] - (3.56)

Peraltrol’eq. (3.56) non deve stupire, dato che abbiamogia visto che la
forma esplicita dell’'equazionedi Fokker-Planck € molto simile a quella
dell'equazionai Schibdingernel casoin questione.
Vogliamoadottareoraun puntodi vista completamente diverso. Sup-
porremodi conosceresia quantodettofinora sui processistocasticiclassici
che 'usualeformulazionedellateoriaquantisticamaignoreremo I'approccio
di Feynman. Il nostroscoposa@ mostrarecome quest’ultimopossaessere
derivato completamente dallaformulazionedi Wienerdi un PSMC!
Cominciamaonotandachesi puo giungereall’eq. (3.53)in unmodoalter
nativo: bastgarusodell’eq.(3.1). Pertantd’'eq. (2.37)segueimmediatamente
dall’eq. (3.47),in virtu delle eq. (3.19) e (3.53). A questopuntosi trattadi
dedurre(z”,t"|z',t")[z(-)] da P(z",t"|z',t")[=(-)], il chesignificadi fatto
ottenereS|[xz(-)] apartiredaS[z(-)]. Sappiamgeraltrochesussistaina cor-
rispondenza completa fra la dinamicaquantisticaconsideratee un PSMC,
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espressdalleeq.(3.39),(3.40)e (3.41). Graziea questeequazioni L (z, &, t)
diventa

L'(z,i,t) = 4i€(x — 0(z,1)? + %%@i(:ﬂ,t) Y D(z,t)  (3.57)

edusandde definizioni(3.35),(3.36)e (3.37)abbiamo

g ’L ny

STe()y = =7 S0 - (3.58)

Riotteniamocos I'eq. (3.56)in formapiu precisa.La corrispondenzappena
menzionatamplica che S[z(-)] nell'eq. (3.44)vadasostituitacon S'[z(-)] al
finedi passarallameccanicauantisticaMain forzadelleeq.(3.53)e (3.58),
I'eq. (3.44)forniscepropriol’eq. (2.36).

Questasempliceeserciziadimostraesplicitamente quantogiaanticipato
nelparagraf@®.5: sele analogidfrateoriaquantisticae processstocastictlas-
sicidi cuici siamodiffusament®ccupatfossercstatecapitefin dai primi tempi
dellameccanicajuantisticala scopertalell'integraledi Feynmansarebbeo-
tutaavvenirevent’anniprima04,

84. Ossewvazioni storiche

Primadi presentaréda traduzionedell’articolo originale, pubblicatonel
1948, ci sembraopportunodiscuterebrevementele motivazioni che hanno
spintoFeynmanacercarainaformulazionealternatvadellateoriaquantistica.

A tal fine & necessari@onsideraréda situazionedellafisicateoricanegli
anni'40, periodofondamentaleer la formazioneintellettualedi Feynman.
A quell’epocail problemacentraleconsist@a nel cercareunaformulazione

104 Un problemamolto interessanteli storia della fisica sarebbecapire percte cid non sia
avvenuto. Vogliamo avanzarequi solo qualchecongettura. Per quantone sappiamo,
nessurprobabilisteaveva compresdalmenaoinizialmente)chel'integraledi Wienerpoteva
veniregeneralizzatin modotaledafornireil propagatorelell'equazionedi Fokker-Planck
(probability di transizione)nel caso generale. E statopropriosottol'influenzadirettadi
Feynmanche Kac (suocollega alla Cornell University) ha estesonel 1947 I'integrale di
Wienerin mododatenerecontodi A(z,t) # 0 nell’equazionedi Fokker-Planck(sempre
pe supponendd (z, t) = 0). Un'ulteriore generalizzazionsi &€ avutanel 1953ad opera
di Onsagere Machlup (si vedala nota85). Vediamochelo sviluppostoricoe opposto
all'ordine logico seguito nel paragrafo3.10! Parrebbeancheovvio che Wiener stesscsi
sarebbelovutoaccogeredellarilevanzadelsuolavoropionieristicoperlateoriaquantistica,
anticipandocod la scopertadi Feynman... E quindi sorprendenteonstatareheegli hasi
cercatodi applicareil suo integrale funzionalealla meccanicaguantistica,ma in modo
antitetico a quantosarebbenaturaleaspettarsisulla basedelle considerazionifatte in
questocapitolo(N. WienerandA. Siggel, Phys. Rev. 91, 1551(1953); A. Siegel andN.
Wiener Phys. Rev. 101, 429 (1956); si vedaanche: G. Della RicciaandN. Wiener J.
Math. Phys.166, 1372(1966)).
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matematicamente coerente dell’elettrodinamicauantisticale principalidif-
ficoltanasceanodallapresenzali divergenze (infiniti) in molti calcoli.

Feynmancomincb arifletteresuquestiagomentiquandoeraancoraun
giovane studenteal Massachussetsstitute of Technology facendosiun’o-
pinione molto personale- pe non corretta— sull’origine degli infiniti in
elettrodinamicajuantistica.Egli si corvinsechel’'esistenzadi tali divergenze
fossesostanzialmenteconducibilea due circostanze.La primaé I'energia
infinita dovuta all’autointerazionedi un elettrone,difficolta che esistenat-
uralmentegia a livello classico. La secondanascedal fatto che un campo
elettromagnetic@uantizzatqin unaregionelimitata dello spazio)e equia-
lente ad un insiemedi infiniti oscillatori armonici quantistici(uno per ogni
gradodi liberta del campo). E bennoto che, secondda meccanicajuantis-
tica, I'enemjiadello statofondamentaleli un oscillatorearmoniconon € nulla.
Pertantd’enemjia del campoelettromagneticoisultainfinita (0ggi sappiamo
cheessguo venireeliminatain modobanale).

A Feynmansembp evidentechepersuperareuestdlifficolta bastassero
duesempliciassunzioni:

a) unacaricaelettricaagiscesolosu altre cariche manonsusestessa;
b) il campoelettromagneticaon esiste.

Egli eracorvinto chein tal modosi sarebbergotuti risolverei problemia
livello classico, e speraa chela teoriapotessesserajuantizzatdacilmente,
ottenenda@od un’elettrodinamicauantisticaprivadi divergenze.Superficial-
menteJ'ipotesi b pud apparireparadossal€eTuttavia vatenutopresentehe(a
livello classico)l’esistenzadel campoelettromagneticei manifestaesclusi-
vamente comeunaforzasuparticellecariche.E quindi possibilepensarehe
fra caricheelettricheesistandorze cheagiscond' a distanza”, cioe senzda
“mediazione”del campoelettromagneticqovviamentesi deve supporreche
guestgforzenonsianoistantaneenasi propaghinaconla velocitadellaluce).

Pocodopoessersirasferitoa Princetonper compieregli studidi Ph.D.
sotto la guida di J. A. Wheeler Feynmansi reseper conto che nei suoi
argomentivi eraun grave errore. Sesi acceleraunacaricaA, essairraggia,
perdeenegia e quindi decelera:questoeffetto non dipendedalla presenzali
altre caricheed e spiggatocorvenzionalment@ropriodall’azionedellacarica
su sestessgmediatadal campoelettromagnetico)Ma comesi puo spiggare
tale decelerazionescludendd’autointerazione?L’unica ipotesipossibilee
checi debbanasempre esserealtre cariche B cheagisconosu A. Tuttavia
le forze dovute alle cariche B si propaganacon velocita finita e risulta che
I'effetto delladeceleraziondi A avviene“troppotardi”.

A questopunto Wheelerfece un’ipotesi rivoluzionaria: le cariche B
agisconsuA attraversale “ soluzioni anticipate” delleequaziondi Maxwell,
che si propaganaall’ indietro nel tempo con la velocita della luce (é ben
noto che usualmentdali soluzioninon vengonoconsideratgercte sonoin
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evidentecontrastaconla causali&). Feynmane Wheelerfuronocod in grado
di spiggare quantitativamente la perditadi enegia perirraggiamento. Piu
precisamentéda loro assunzion@ chela forza agentesu unacaricasia data
(comedi consueto)dalla forza di Lorentz (per semplicif consideriamagui
'approssimazionsemirelatvistica)

mi; = q[E; + (v x B)i] (4.1)

nellaqualei campiFE e B abbianopero la forma

1
E = §(Erit + Eant)a (4.2)

1
B = §(Bm't + Bant)a (43)

ove i suffissi “rit” e “ant” indicanorispettvamentele soluzioniritardateed
anticipatedelle equaziondi Maxwell.

Unadomandasoige spontaneaNonostantél successottenutonel caso
sopraconsideratocom’e possibileconciliarein generale'esistenzaleicampi
anticipaticonla causalia? Abbiamogia visto chee possibilespiggarecorret-
tamentda perditadi enegia perirraggiamentseconda postulatia) e b) solo
supponenddesistenzadi altre carichenello spazio. E proprio sfruttandola
presenzali questecaricheche Feynmane Wheelersonoriusciti a mostrare
comei campianticipativenganaassorbiticompletamente, evitandocos con-
traddizioniconla causalid. Questinotevoli risultati sonostati ottenutiverso
la fine del 1940 ma pubblicatisolo dopola guerra(J. A. WheelerandR. P.
Feynman,Rev. Mod. Phys.17, 157(1945)).

Successiamentd-eynmane Wheelersonoancheriusciti a porrela loro
teoriain unaformamatematicamentmolto elegante.Sostanzialmenténtero
elettromagnetismalassico— formulato usualmenten termini di forza di
Lorentz ed equazionidi Maxwell — viene ridotto qui ad un sempliceprin-
cipio variazionale in cui compaionasolo le caricheelettriche.La suaforma
esplicitaeé (nel casodi n particelleconmassen; e caricheg; (1 < i < n))

n
S =Y mi [ das(alf (@) ai)) 2+
=1

1 . (i o (i
5Z%Qj//daz‘dajﬂf,(f)(ai)x“m(aj)‘s(Rz?j)

i#]

con
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(3

R = (o) (@) - 2 (0) (") - oD (o). (45)

Nelleeq.(4.4)e (4.5)x£f)(ai) e latraiettoriaquadridimensionaldell’i-esima
particellaespressan funzionedi un parametranvariantea;; si € quindi posto
a'c,(j)(a,-) = dacg)(a,-)/daz-. Chiaramentdl primo integrale nell'eq. (4.4)
'usualeazionerelatiisticaperle particellelibere, mentreil secondaappre-
sental’'interazioneelettromagneticdra le cariche. Si noti cheil fattore1/2
assicura&heognicoppiasiacontataunasolavoltaedil terminei = j €omesso
per evitare 'autointerazione. La funzionedeltadi Dirac §(- - -) implica che
l'interazionefra unacoppiadi caricheavvengasolo quandounasi trova sul
conodi luce dell'altra, garantenda@os chel“azione a distanza’elettroma-
gneticasi propaghiconla velocitadellaluce. Comedi consuetole traiettorie
dinamichedel sistemadi caricheconsideratei ottengonanedianteun princi-
pio di minimaazioneapplicatoad S (datadall’eq. (4.4)),richiedendccioe che
siabbiadS = 0 perpiccolevariazioniéx,(])(ai) delletraiettorie(J.A. Wheeler
andR. P. Feynman,Rev. Mod. Phys.21, 425(1949)).

Feynmanerariuscito cod a realizzarele prima parte del proprio pro-
gramma.A questgountositrattava di quantizzarde teoria. Sulfinire del 1940
egli esposae risultati ottenutiin un seminarioa Princetona cui parteciparono
anchetinstein, Pauli, VonNeumannRussekWigner. In unseminaricsucces-
sivo, Wheeleravrebbedovutodiscuterda corrispondenteersionequantistica.
Pauli eramolto interessat@ questoargomento g volle chiederea Feynmana
gualiconclusionfossegiuntoWheeler Feynmanrisposechenonneeraal cor-
rente,al chelareplicadi Paulifu:“Oh, il professoreonraccontd suoirisultati
all'assistente?Probabilmentel professorenon ha ottenutoalcunrisultato”.
Edinfatti il seminarioccheWheeleravevaannunciatchonebbemailuogo!

Permotivi contingenti(dovuti all'inizio dellaguerra)Wheelernonebbe
piu tempo per occuparsidi questi problemi, cosiccle Feynmansi trovo a
portareavantiil proprioprogrammadasolo.

Quantizzareunateoria classicae di solito un’impresapiuttostofacile.
Bastaporretaleteoriain formahamiltonianee sostituirele coordinatee gli im-
pulsiconi corrispondentoperatorisecondde regolebennote). Inizialmente
Feynmancer® di seguire questavia, ma prestosi resecontodi unagrossa
difficolta. A causadelfattochenel secondderminedell’eq. (4.4) compaiono
due integrazioniindipendentila teorianon possiedalcunahamiltoniana! E
evidentecheil metododi quantizzazioneisualenon puo esser@pplicatoalla
elettrodinamicali Feynmane Wheeler

Comeprocederallora? Un aiutoinsperatogiunsea Feynmandaun in-
controcasualeconH. Jehle.Questieraappenayiuntoa Princetordall’Europa
e — duranteun party — chiesea Feynmandi cosasi stesseoccupando.“Sto
bevendobirra” risposescherzandd-eynman, che poi pero raccond a Jehle
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le difficolta che stava incontrandonel quantizzarda propriaelettrodinamica.
Jehlesiricordo cheDirac avevasviluppatounmetodadi quantizzazionbasato
sull'azioneclassicaanzicte sul’hamiltoniana(P. A. M. Dirac, Phys.Zeit. der

Sawjetunion3; 64 (1933))e consiglib a Feynmandi studiarlo.

E bennoto chela teoriaquantisticae statacostruitapartendodalla for-
mulazionehamiltonianadellameccanicalassica.Ma quest’ultimapud essere
espressa&quivalentementesecondda descriziondagrangiana. Dirac si era
postoil problemadi ottenerel’ analogo quantistico della formulazionela-
grangianaEgli siresecontocheerapiu opportuncconsiderard propagatore
quantistico anzickel'equazionedi Schibdinger e giunsealla conclusionehe
(2", t" |z’ t') “ corrisponde” aexp{(i/ h)S}, ove

S= / Lis(t), 5(1), 1) (4.6)

e l'azione classicacorrispondentella lagrangianal(z, z,t). Dirac osserd
inoltre chenel casoin cui l'intervallo ¢t — t' siainfinitesimo exp{(i/ h)S}
e “analogo” a(z",t"|z’',t") (€ proprioa questecircostanzahesi riferiscelo
scambiadi battutefra Feynmane Dirac riportatonellanota6). Tuttavia Dirac
nonriusd adandareoltre questeaffermazionipiuttostovaghe.

Comeesstatodiscussmelcapitolo2, Feynmanriusd atradurrde suddette
intuizioni di Dirac in unaformulazionealternatva della teoria quantistica.
Questagrandeimpresadel pensieroscientificocontemporanee il soggetto
dell'articolo tradotto.

Feynmanaveva ora a disposizioneun metododi quantizzaziondasato
esplicitamente Sull azione classica. Naturalmenteessoe equivalentealla
formulazioneusualenel casain cuivalgal’eq. (4.6),quandccioe la corrispon-
denteteoria classicae esprimibilein forma hamiltoniana. Tuttavia egli era
profondamenteorvinto cheil propriometodofossenotevolmente pitu gene-
rale e permettessdi quantizzarencheteorieclassichenon hamiltonianema
formulabili medianteun principio di minima azione— comeabbiamovisto,
guestoe proprioil casodell’elettrodinamicadi Feynmane Wheeler(descritta
dall'azione(4.4)). In altre parole,Feynmanpensaa chefossesuficientein-
serirel’azione classica(4.4) nel suo“integrale sui cammini’ per ottenere
un’elettrodinamicauantisticgpriva di divergenze!

Purtroppoquestoprogramma(alquantoambizioso)non &€ mai statore-
alizzato. Cio chein realta Feynmane riuscito a fare e statoriformulare la
meccaniceae I'elettrodinamicaquantisticain un modo diverso,che presenta
grandivantaggida un puntodi vista tecnico. Tuttavia, negli anni’40, egli
sper&achel™ integrale sui cammini’ potesseportarealla scopertadi leggi
fisiche nuove, non rappresentabilnell’ambito del formalismohamiltoniano.
La dimostrazione- ottenutaproprio nell’articolo tradotto— che ™ integrale
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sui cammini” e di fatto equivalente al metodohamiltoniance quindiapparsa
a Feynmancomeil fallimentodel proprio programmaoriginario!



Approcciospazio-temporalealla
meccanicaquantistica non relativistica t *

R.P. FEYNMAN

Cornell University, Ithaca, New York

La meccanicaguantisticanon relativistica & formulataqui in un
mododiverso,che e tuttavia matematicamentequialentealla formu-
lazioneusuale.ln meccanicayuantisticaa probabilit di un eventoche
si puo verificaresecondovarie alternatve € il moduloquadratodi una
sommadi contrikuti complessi,ciascunocorrispondentead una alter
nativa differente. La probabilita chela traiettoriadi unaparticellaz(t)
sia contenutain unacertaregione dello spazio-tempe il quadratodi
unasommadi contrituti, ognunoprovenienteda un camminoin tale
regione. Si postulacheil contributo di un singolocamminosiaun espo-
nenzialela cui fase(immaginaria)e I'azione classicain unitadi &) per
il camminoconsideratoll contributo complessio di tutti i camminiche
raggiungonar, ¢t dal passata la funzioned’onda(z, t) chesoddisa
I'equazionedi Schiddinger Oltre a dimostrarequestofatto, si discute
la relazioneconl'algebradelle matrici e degli operatori. Alcune appli-
cazionisonoindicate,in particolarecomeeliminarele coordinatedegli
oscillatoridi campodalleequazionidell’elettrodinamicajuantistica.

1. INTRODUZIONE

E un fatto storico curiosochela modernateoriaquantisticasia iniziata
con due formulazionimatematicheeompletamenteliverse: I'equazionedif-
ferenzialedi Schiddingere I'algebra delle matrici di Heisenbeg. E stato
dimostratochequestidueapproccicos diversisonomatematicamentequiv-
alenti. | suddettipunti di vista sonocomplementare si fondononellateoria
delletrasformaziondi Dirac.

Il presentdavoro descrve quellache e essenzialmentenaterzaformu-
lazionedellameccanicajuantisticachefu suggeritadaalcuneosserazionidi

T Reviews of ModernPhysics20 (1948)367—387.

* Lenotesonoquelleariginali elaloro numerazione indipendente&laquelladellealtreparti
del present®Quaderno.
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Dirac! - 2 riguardantiarelazionefraazioneclassic& e meccanicauantistica.
Un’ampiezzadi probabilia € associatall'intera traiettoriadi unaparticella
comefunzionedel tempo,anzicte semplicementalla posizionedella parti-
cellaadun particolareistante.

Questaformulazionee matematicamentequivalentea quella usualee
pertantonon ci sonorisultati essenzialmentauovi. Vi e tuttavia un senso
di piacerenel riconoscerevecchiecoseda un nuovo puntodi vista. Ci sono
inoltre problemiperi quali il nuovo approcciooffre un nettovantaggio. Ad
esempioseduesistemiA e B interagisconole coordinatedi unodei sistemi,
diciamo B, possoncessereeliminatedalle equazionichedescrvonoil moto
di A. L'interazionecon B e rappresentataa una modifica della formula
per 'ampiezzadi probabilit associatalla traiettoriadi A. Cio € analogo
alla situazioneclassicain cui I'effetto di B pud essergappresentatdauna
modifica delle equazionidel moto di A (mediantel'introduzione di termini
cherappresentante forze agentisu A). In questomodole coordinatedegli
oscillatoridi campo(siatras\ersalichelongitudinali)possonessereliminate
dalleequaziondell’elettrodinamicagjuantistica.

C’e poi semprela speranzaheil nuovo puntodi vista possasuggerire
un’ideapermodificarele teorieattuali,modifichenecessariperrendereconto
degli esperimentpiu recenti.

Discuteremadapprimail concettogeneralali sovrapposizionalelle am-
piezzedi probabiliain meccanicauantisticaMostreremajuindicomequesto
concettgpossaessergeneralizzatperdefinireun’ampiezzali probabili&per
ogni cammino(posizionevs. tempo)nello spazio-tempoDimostreremache
I'ordinaria meccanicaguantisticarisulta dal postulatoche tale ampiezzadi
probabilits abbiaunafaseproporzionaleall’azione, calcolataclassicamente,
perquestacammino.Cio e veroquandd’azionee l'integraletemporaledi una
funzionequadraticadellavelocita. La relazioneconl'algebradelle matricie
degli operatoriverra discussaisandaun linguaggiochee il piu vicino possi-
bile alla nuova formulazione.Non c¢’e alcunvantaggigpraticonel far questo,
per le formule sonomolto utili nel casoin cui si consideriun’estensione
ad unaclassepiu ampiadi funzionali d’azione. Discuteremainfine alcune
applicazioni. Comeesempiomostrereman che modo le coordinatedi un
oscillatorearmonicopossanaessereesliminatedalle equazionidel moto di un
sistemacon cui essointeragisce. Tale risultato puo essereapplicatodiret-
tamenteall’elettrodinamicaquantistica. Verra anchedescrittaun’estensione

1 P A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics (TheClarendorPressOxford,
1935),second&dizione capitolo33; vedasanchePhysik. Zeits. Sawjetunion3, 64(1933).

2 P A. M. Dirac,Rev. Mod. Phys.17, 195(1945).

3 In questoarticolo il termine“azione” verra usatoper indicarel'integrale temporaledella
lagrangiandungo unatraiettoria. Nel casoin cui tale traiettoriasia effettivamentequella
di unaparticellachesi muove classicamentdl suddettantegrale prendell nomedi prima
funzioneprincipaledi Hamilton.
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formalecheincludegli effetti dello spine dellateoriadellarelatiita.

2. LA SO/RAPPOSIZIONBELLE AMPIEZZEDI PROBABILITA

La formulazioneche presentereme@ontienecome elementoessenziale
I'idea di ampiezzali probabilita associatad un motocompletamentspecifi-
catocomefunzionedeltempo. E pertantaconvenienteiesaminarén dettaglio
il concettoquantisticadi sovrapposizionalelle ampiezzedli probabilit.. Ana-
lizzeremoi cambiamentbasilaririchiestiperil passaggiaallafisicaclassica
aquellaquantistica.

Si consideria tal fine un esperimentadeale in cui possiamofare tre
misuresuccessie: primadi unagrandezza, poi di B edinfinedi C. Non
c’e motivo percui questegrandezzalebbanaesseraliverse e considereremo
I'esempiodi tre misuresuccessie dellaposizione.Si suppongahea siaun
possibilerisultatodellamisuradi A, e analogamentperb e ¢ *. Assumeremo
chele misuredi A, B e C specificanccompletamentéo statodel sistemain
sensaguantistico.Cio significa,ad esempiochelo statoin cui B hail valore
b noné degenere.

E bennotochein meccanicauantisticasi sihaachefarecondelleproba-
bilita, manaturalmenteio & benlungi dal caratterizzard mondoquantistico.
Al fine di mostrarecon piu chiarezzaa relazionetra meccanicaclassicae
teoriaquantisticgpotremmosupporrecheancheclassicamentsi considerino
delle probabilita, ma chetutte le probabilié sianozeroo uno. Un’alternatva
migliore € di immaginarele probabilita classichenel sensodella meccanica
statisticaclassicaove, in generalele coordinatenternenon sonospecificate
completamente).

Indichiamocon P, la probabiliichesela misuradi A fornisceil risultato
a, alloralamisuradi B dialil risultatob. SimilmenteP,. saala probabilitiche
la misuradi C diail risultatoc nell'ipotesichela misuradi B abbiafornito il
risultatob. Analogamentger P,.. Indicheremanfine con P, la probabilia
di ottenerd risultatib e ¢ supposta@hela misuradi A diaa. Ora,segli eventi
fra a e b sonoindipendentidaquellifrab ec, siha

Pabc = Pabec- (1)

Cio e in accordocon la meccanicajuantisticaguandol’affermazioneche B
fornisceil risultatob € unaspecificazioneompletadello stato.
In ogni caso.ci aspettiamahevalgala relazione

4 Nella nostradiscussionenon ha importanzache alcunivalori di a, b 0 ¢ possancessere
esclustdallameccanicguantistiamanondallameccanicaclassca. Sipuodinfattiassumere,
persemplicig, chei valori numericisianogli stessin entrambii casi,machela probabilit
di certivalori possaessereero.
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P,. = Zpabc (2)
b

percle, seinizialmentela misuradi A daa e successiamentel risultatodella
misuradi C € ¢, la quantit B deve avereavuto qualchevaloread un tempo
intermediofra quelli corrispondentalle misuredi A e C: la probabilita che
talevaloresiab e Py;.; quindisommiamop integriamo,sututtele alternatve
mutuamentesclusve perb (taleoperazione schematizzatda ).

Ora, la differenzaessenzialdra fisica classicae fisica quantisticasta
proprio nell’eq. (2). In meccanicaclassicaessae semprevera, mentrein
meccanicaguantisticaspessaisulta esserefalsa. Indicheremocon P2, la
probabilits quantisticacheunamisuradi C' dia ¢ quandosegueunamisuradi
A cheda comerisultatoa. L'eg. (2) € sostituitain meccanicajuantisticada
questdeggenotevole 3: esistonanumericomplessip,y, Yie, Yo tali che

Py = |(Pab|2= Py, = |<Pbc|27 ch = |<Pac|2- (3)

La leggeclassicapttenutacombinandde eq.(1) e (2)

Pac:ZPabec (4)
b
e sostituitada

Pac = Z PabPbc- (5)
b

Sel'eq. (5) e corretta,l’eq. (4) none validain generale.L’errorelogico
fattoneldedurrd’eq. (4) consisteovviamentenell’assunzioneheperandare
daa ac il sistemadebbapassarettaversounacondizionetale che B debba
avereun valoredefinitob.

Sesi cercadi verificarequestaaffermazione cioe sela grandezzaB e
misuratafra due misuredi A e C, allorala formula (4) e di fatto corretta.
Piu precisamentese'apparatoper misurareB € preparatce usato,manon
si cercadi utilizzare i risultati delle misuradi B — nel sensoche solo le
correlazionifra A e C sono misuratee usate— allora I'eq. (4) € corretta.
Questopercte 'apparatochemisuraB ha“fattoil suolavoro”. Sevogliamo,

5 Abbiamo suppostoche b sia uno statonon degenere,e che pertantol’eq. (1) sia valida.
Presumibilmentesein qualchegeneralizzaziondellameccanicajuantisticd’eq. (1) non
fossepiu valida (nemmenaoer gli stati puri b), sarebbeda aspettarsthel’eq. (2) venisse
sostituitadall’affermazione: "ci sononumeri complessip gy, tali che Pype = |@ape|?".

L'analogodell’eq. (5) e allorapgc = Zb Pabe-
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possiamdeggeregli strumentisenzadisturbareulteriormentel sistema.Gli
esperimentthehanndornitoi risultatia e c posson@uindiessereaggruppati
asecondaleivalori di b.

Considerandde probabilia daun puntodi vistafrequentistico)’eq. (4)
segue semplicementelall’affermazionechein ogni esperimentchedaa e
¢, B haqualchevalore. L'unico modoin cui I'eq. (4) puo esseresbagliatae
chel'affermazioné' B haqualchevalore” debbaesserdalvolta privadi senso.
Si noti chel'eq. (5) sostituiscd’eq. (4) solo nel casoin cui non cerchiamo
di misurareB. Siamoquindi portatia dire chel'affermazioné’ B haqualche
valore”puo essergrivadi significatoogniquaholtanoncerchiamali misurare
B,

Abbiamodunqueisultatidiversiperle correlaziondi a ec—cioel'eq. (4)
o I'eq. (5) —asecondalel casochela misuradi B vengaeffettuataoppureno.
La misuradi B — indipendentementdalla suaaccuratezza deve disturbare
il sistema,almenodi quel tanto che bastaper cambiarei risultati da quelli
dati dall'eq. (5) a quelli previsti dall'eq. (4) * . Chele misurecausinoneces-
sariamentalei disturbi e che, essenzialmentd'eq. (4) possaesserdalsafu
enunciatcconchiarezzalaHeisenbeag nel suoprincipio di indeterminazione.
La legge(5) e unrisultatodel lavoro di Schibdinger dell’interpretazionesta-
tisticadi Born e Jordare dellateoriadelletrasformaziondi Dirac®.

L’eq. (5) € unatipicarappresentaziondellanaturaondulatoriadellama-
teria. In essala probabilita chela particellavadada a a ¢ secondoalcune
alternatve diverse(valori di b) pud essergappresentata se nonsi cercadi
determinarejualealternatvasirealizza— comeil quadratadellasommedi al-
cunegrandezzeomplesseynaperognialternatva disponibilealla particella.
La probabilita pud mostrarei tipici fenomenidi interferenzausualmenteas-
sociatialle onde,la cui intensit € datadal quadratadellasommadi contributi
da somenti distinte. Si puo dire che I'elettrone si comportacome un’onda
fintantochenonsi cercadi verificarecheessoe unaparticella. D'altra parte,
si puo determinare- selo si desidera- attraszersoqualealternatvaessgpassa,
proprio comese essofosseunaparticella. Ma quandosi fa cio, si deve usare

6 Non sene osserareche avremmo potuto misurareB seavessimovoluto; in realf, non
lo abbiamafatto.

7 1l modoin cuil’eq. (4) sgguedall’eq. (5) quandaunamisurazionalisturbail sistemad stato
studiatosoprattuttoda J. von Neumann(Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechanik (Dover PublicationsNew York, 1943)). L'effetto della perturbazionedovuta
all'apparatodi misuraé di alterarela fasedelle componenticheinterferiscono- ades. 6,
—in modotalechela (5) diventi pac = ) -, €95 apppc. Tuttavia, comemostratodavon
Neumann/a variazionedi fasedeve restareignotase B € misurato. Quindila probabilig
corrispondentéd®, . €il moduloquadratdi ¢, mediatosututti i possibilivalori dellefasi
0y —in questomodosi ottienel’eq. (4).

8 SeA e B sonogli operatoricorrispondentialle misurazioniA e B e se, € x; sonole
soluzionidi Ayq = atpe €Bxp = bxp, allorasihap,p = f X3 ¥adz = (X3, %a). Quindi
wqb € l'elemento(a|b) della matricedi trasformazioneper il passaggialalla rappresen-
tazionein cui A e diagonalea quellain cui B & diagonale.
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I'eq. (4), edessosi comportaeffettivamentecomeunaparticella.

Naturalmentejuestesonocosebennotee sonogia statespiegateripetu-
tamente®. Ci sembrauttavia chevalgala penadi sottolinearel fattocheesse
seguonodirettamentedall’eq. (5), la qualegiocaun ruolo fondamentalaella
nostraformulazionedellameccanicajuantistica.

Lageneralizzaziondelleeq.(4) e (5) aungrandenumerodi misureA, B,
C,D, -- K eovviamentechela probabilidellasequenza,b,c,d,- - - k risulta
essere

Paved-k = |Pabed--k|*-

Ad esempiola probabilita del risultatoa,c,k, seb,d,- - - sonomisuratee data
dallaformulaclassica

Pocer = Z Z “ Paped-k (6)
b d

mentrenel casoin cui nessunanisurasiaeffettuatafra A eC efraC e K la
probabilitdellastessasequenza,c,k €

Ple=1>_Y" - ¢aved-kl> (M)
b d

La grandezzap,pcq...r PUO esserechiamataampiezzadi probabilia per la
condizioneA = a,B = b,C = ¢,D = d,---,K = k (ovviamenteessae
esprimibilecomeun prodottoy., wsc@ed * - - ik )-

3. AMPIEZZADI PROBABILITA PERUN CAMMINO
SFAZIO-TEMPORALE

Le ideefisichedel paragrafgrecedentposson@sserestesdacilmente
per definire un’ampiezzadi probabilia per un particolarecamminospazio-
temporaleeompletamentspecificato Al finedi spiegarecomecio possaesae
fattoci limiteremoadun problemaunidimensionalein quantol’estensioneal
casomultidimensionale ovvia.

Supponiamali avereunaparticellache pud assumergarecchivalori di
unacoordinataz. Immaginiamodi fareun numeroenormedi misuredi po-
sizione,separatalaun piccolointenallo di tempoe. Allora unasuccessione
di misurecomequelledi A,B,C,- - - pud esserda seriedi misuredellacoor
dinataz ai tempisuccessii t1, ta,t3, - Ovet; 11 = t; + €. Siaz; il risultato

9 Sivedaad es.: W. Heisenbey, The Physical Principles of the Quantum Theory
(University of ChicagoPressChicago,1930),soprattuttdl capitololV.
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della misuradella coordinataz al tempot;. Quindi, se A € z al tempot,,
alloraz; € cio cheprimaindicavamocona. Daun puntodi vistaclassicoi
valori successii z1, z2,z3, - - - dellacoordinatadefiniscongpraticamenteain
camminoz(t). Alla fine, ci aspettiamali prenderél limite e — 0.

La probabilitdi talecamminoe unafunzionedi 1, - - - , z;, - - - cheindi-
chiamoconP(-- -, z;,x;+1,---). Laprobabiliticheil camminosiacontenuto
in unacertaregione R dello spazio-tempe@ dataclassicamentdall’integrale
di P sutaleregione. Cod la probabilita chez; siacompresdra a; e b;, z;4;
fraa; 11 €b;11,€1C. €

b; bita

/ / s P @y T, e dmidmigy e =
a; Qi1 (8)

/p(...3,;1.,9[;1._|_17...)...(11351.01351.4_1...7
R

oveil simbolo [ significachel'integrazionedeve essereeffettuatasui valori

delle variabili &estannonellaregioneR. Questae semplicementéeq. (6),
cona,b,- - - sostituitidazy, zo,- - - € conla sommasostituitadall’integrale.

In meccanicguantisticajuestae laformulacorrettaperil casan cuitutte
le z1,z9,---, x5, - - Sianoeffettivamentemisuratee soltantoquei cammini
che appartengon@d R venganoconsiderati. Ci aspetteremmain risultato
diversose misurazionicos dettagliatenon fosseroeffettuate. Supponiamo
chesiaesguitaunamisurachee in gradodi stabiliresoltantoseil cammino
considerat@ contenutmellaregioneR.

La misuradev’'esserecio che potremmodefinire una “misura ideale”.
Supponiamaioé chenessuraltro dettagliopossaesserettenutodallastessa
misurasenzadisturbareulteriormenteil sistema. Non siamostatiin grado
di trovare unadefinizioneprecisa. Stiamocercandadi evitare le incertezze
addizionaliche devono esseresliminatecon unaoperazioneadi mediase, ad
esempio,unamaggioreinformazionefossemisuratasenzavenire utilizzata.
Desideriamausard’eq. (5) o I'eq. (7) pertuttele z;, senzaaverealcunaparte
residuasucui sommarecomenell’eq. (4).

Ci aspettiamache la probabilia di trovare — tramite la nostra“misura
ideale”—la particellanellaregione R siail quadratadi un numerocomplesso
lo(R)|?. Il numeroyp(R) — che possiamachiamareampiezzadi probabilit
perlaregioneR — e datodall’eq. (7) cona, b,- - - sostituitidaz;, z;y1,--- €la
sommasostituitadaun integrale

QO(R): IL% / @(---mi’aji_l_l’---)---dmidxi_l_l..._ (9)
R
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Il numerocomplessaed(- - - z;, z;4+1 - - -) € unafunzionedelle variabili z; che
definiscondl cammino.In realaimmaginiamochela spaziaturaemporalee
vadaa zerocosiccle ¢ vienea dipenderedall'intero camminoz(¢), anzicte
soltantodaivaloridi z; ai particolaritempit;, z; = x(¢;). Potremmahiamare
& funzionaleampiezzali probabilit.dei camminiz(t).
Riassumiama@uestddeenel nostroprimo postulato:

L. Se si effettua una misura ideale per determinare se il cammino di
una particella é contenuto in una regione dello spazio-tempo, la probabi-
lita che il risultato sia positivo é data dal modulo quadrato di una somma
di contributi complessi, uno da ciascun cammino in quella regione.

L'affermazionedel postulatoe incompleta. L'espressionésommadi
termini, uno perogni cammino”e ambigua.ll significatoprecisodell’eq. (9)
e il seguente. Un camminoeé inizialmentedefinito solo dalle posizioni z;
per le quali essopassaad unasuccessioneli tempi ugualmentespaziati®
t; = t;_1 + e. Allora tutti i valori delle coordinatenellaregione R hanno
ugualpeso. Il valoredel pesodipendedae, e pud esseresceltoin modotale
chela probabilita di un eventocertosianormalizzataa uno. Questomododi
procederepud non esserdl migliore, ma abbiamolasciatoquestofattoredi
pesoin unacostantali proporzionalid specificatalal second@ostulato.Alla
fine del calcolosi deve prenderel limite pere — 0.

Quandal sisteméhadiversigradidi liberta, lo spaziodellecoordinater &
multidimensionalegosiccleil simboloz rappresentaninsiemedi coordinate
(M, 2 ... 2(k)) perun sistemacon k gradidi liberta. Un cammino&
unasequenzali configurazionia tempi successii, ed e descrittodandole
configurazioniz; o (a;,(l),w?),---,xy“)), cioe i valori di ciascunadelle k&
coordinatead ogni tempot;. Il simbolodz; indiche@ I'elementodi volume
dellospaziodelleconfigurazionk-dimensionaléaltempot;). L'affermazione
del postulatce indipendentealal sistemadi coordinateusato.

Il postulatosi limita a definirei risultati di misuredi posizione. Per
esempiogssonondicecio chedeve esserdatto perdefinireil risultatodi una
misuradi impulso. Tuttavia questanone unaveralimitazione,percle—inlinea
di principio — unamisuradi impulso su unaparticellapud essereeffettuata
mediantemisure di posizionesu altre particelle, per esempioindicatori di
distanza. Quindi un’analisidi tale esperimentgermettea di determinare
'impulso dellaparticellaoriginaria.

10 Ci sonoproblemimatematicimolto interessantconnessal tentatvo di evitare la suddi-
visionee il procedimentadi passaggial limite. Un qualchetipo di misuracomplessa
e associatallo spaziodi funzioni z(t). Si possonoottenererisultati finiti in circostanze
inaspettateperche la misuranon & ovunquepositva, mai contributi della maggiorparte
dei camminitendonoa cancellarsi. Questicuriosi problemimatematicisonoevitati dalla
proceduradi suddvisione. Tuttavia ci si sentecomeavrebbedovuto sentirsiCavalieri nel
calcolarel volumedi unapiramideprimadell'invenzionedel calcoloinfinitesimale.
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4. CALCOLODELL'AMPIEZZADI PROBABILITA
PERUN CAMMINO

Il primo postulatospecificail tipo di contestamatematicaichiestodalla
meccanicaquantisticaper il calcolo delle probabili. Il secondopostu-
lato da un particolarecontenutoa questocontestojndicandocomecalcolare
limportantequantita ® perogni cammino:

II. I cammini contribuiscono ugualmente in modulo, ma la fase
dei loro contributi ¢ data dall’azione classica (in unita di h), cioé
dall’integrale temporale della lagrangiana calcolato lungo il cammino.

In altre parole, il contrituto ®[z(¢)] di un dato camminoz(t) € pro-
porzionalea exp(i/ h)S[z(t)], ove l'azione S[z(t)] = [ dtL(z(t),z(t)) €
I'integraletemporalelellelagrangianalassical(z, ) calcolatdungoil cam-
mino considerato.La lagrangianache pud esserainafunzioneesplicitadel
tempo,e unafunzionedi posizionee velocita. Sesupponiama@heessasiauna
funzionequadraticadelle velocita possiamamostrare’equivalenzamatema-
tica dei postulatienunciatisopracon la formulazioneusualedellameccanica
guantistica.

Perinterpretardl primo postulatce statonecessaridefinireuncammino
specificandeolamentéa seriedi puntiz; percui essgassai tempisuccessii
t;. Al fine di calcolareS = [ dtL(z,z) dobbiamoconoscerél camminoin
tutti i suoi punti, non soltantogli z;. Assumeremache la funzione z(t)
nell'intervallo fra t; e ¢;11 siala traiettoriadi una particella classicacon
lagrangiand., chepartedaz; at; eraggiunger;; at;+1. Questaassunzione
erichiestadall'interpretazionelel secondgostulatgpercamminidiscontinui.
Selo si desiderala quantia ®(- - - z;, 41, - - ) PU0 esseraormalizzatgper
vari €) in modotale chela probabilita di un eventocertosianormalizzatead
unopere — 0.

SeL nondipendedaderivatedellaposizionedi ordinesuperioreal primo,
le bruschevariazionidellavelocitachehannduogoai tempit; nonprovocano
alcunadifficolta nell’eseguire I'integraled’azione. Inoltre, a menoche L sia
ristrettain tal modo,i puntiestreminonsonosuficienti adefinirela traiettoria
classica. Poicte tale traiettoriae quellache minimizza l'azione, possiamo
scrivere

S: ZS(.’L‘Z'+1,J?1') (10)
ove

S(ziy1,2;) = Min. / L(z(t),z(t))dt. (11)

ty
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Si vedequindi chel'unico riferimentoalla meccanicalassicaconsistenella
specificazionalella lagrangiana. Infatti il secondgpostulatopotrebbesem-
plicementeessereconsideratacomel’affermazione’ ® e I'esponenzialedi i
perlintegraledi unafunzionerealedi z(t) e dellasuaderivataprima”. Cor-
rispondentementke equazioniclassichedel moto potrebbercesserederivate
successiamentenel limite di grandidimensioni. Si potrebbealloramostrare
chela suddettdunzionedi z(t) e 4(t) coincideconla lagrangianalassicaa
menodi un fattorecostante.

Di fattola sommanell’eq. (10) e infinita anchepere finito, e quindipriva
di significato(a causadell’infinita estensionelel tempo). Questecircostanza
riflette un’ulterioreincompletezzalei postulati. Ci dovremoquindi limitare
adunintervallo di tempoarbitrariamentéungo mafinito.

Combinandad duepostulatiedusandd’eq. (10) otteniamo

€e—0
R

o(®) = lim [ exp l% ;sum,xi)] SRS
oveil fattoredi normalizzazione statoscrittocomeil prodottodi 1/A perogni
istantedi tempo(il valoredi A verradeterminatdn seguito). L'integrazione
e su queivalori z;, z;41,--- contenutinellaregione R. Questaequazione,
la definizione(11) di S(z;41,z;) € l'interpretazionefisicadi |p(R)|> come
probabiligdi trovarela particellain R completanda nostraformulazionedella
meccanicajuantistica.

5. DEFINIZIONEDELLAFUNZIONED'ONDA

Procediammraadimostrard’equivalenzadi questipostulaticon la for-
mulazioneordinariadellameccanicajuantistica.Faremocio in duestadi. In
guestoparagrafanostriamocomela funzioned’ondapossaesseralefinitase-
condoil nuovo puntodi vista. Nel paragrafsseguentemostreremahequesta
funzionesoddistl'equazionedi Schibdinger

Vedremoche e propriola possibilia (datadall’eq. (10)) di esprimereS
comesomma— e quindi & comeprodotto— di contributi di parti successie
dellatraiettoriacheci permettedi definireunaquantit aventele propriet di
unafunzioned’'onda.

Al fine di chiarire questopunto, immaginiamodi scegliere un tempo
particolaret e di dividerela regione R nell’eq. (12) in “futuro” e “passato”
rispettoat. SupponiamaeheR possasserelemmpastoin: (a)unaregioneR/,
limitata in modoarbitrarionello spazio,matuttatemporalmentantecedente
aduntempot’ < t, (b) unaregioneR” limitatain modoarbitrarionellospazio,
matuttatemporalmentsuccessiaat” > t; (c) unaregionecompresdra ¢’



67

et' in cui tutti i valori delle coordinatespazialisonopermessicioe tutto lo
spazio-tempdra ¢’ e t’'). La regione(c) non € assolutamenteecessariag
puo esseresceltaristrettaarbitrariamentael tempo. Tuttavia esseci permette
di variaret di poco senzadover ridefinire R’ e R”. Allora |p(R', R")|?
e la probabilita che la traiettoriasia contenutan R’ ein R"”. EssendoR’
temporalmentgrecedenta@ R” e consideranddl tempot comeil presente,
possiamalire che|p(R’, R")|? €la probabilitacheil camminosiastatoin R
esiain R” nelfuturo. Dividendoperla probabilita chela traiettoriasiain R,
troviamoche|p(R', R")|? &la probabilit (relativa) di trovareil sistemanella
regione R”, nell'ipotesicheessacsi trovasseconcertezzan R'.

Questae ovviamentela quantifi fondamentaleer predirei risultati di
molti esperimenti.Supponiamali prepararél sisteman un certomodo(ad
esempiogessasianellaregioneR’) e poi misuriamoqualchealtraproprieti(ad
esempiosa@ nellaregione R”?). Cosaci dicel’eq. (12) riguardoal calcolo
di tale probabilita, o meglio di ¢(R’, R") di cui essa il quadrato?

Supponiamahenell’eq. (12) I'istante ¢ corrispondaad un punto parti-
colarek dellasuddvisionedel tempoin intenalli €; assumiamaioe ¢t =
(naturalmentd’indice k dipendedalla particolaresuddvisione considerata).
Poicte I'esponenzialecontieneuna somma,essopuo esserescritto comeil
prodottodi duefattori

. 00 . i=k—1
i=k

i=—00

Il primo fattorecontienesoltantocoordinateconindice £ 0 maggiore mentre
nel seconddfiguranocoordinatecon indice £ 0 minore. La fattorizzazione
(13) e possibilein virtu dell’eq. (10), cheseguedal fatto chela lagrangiana
funzioneunicamenteli posizionesvelocita. Ora,sipud esauirel’integrazione
sututte le variabili z; peri > k nel primo fattore: nerisultaunafunzionedi
z (moltiplicataperil seconddattore). Successiamentesi puo integraresu
tutte le variabili z; peri < k nel seconddattore: cio produceunafunzione
di zx. Infine, si puo integraresuz,. Ne consguecheyp(R’, R") pud essere
scrittacomel’integralesux;, del prodottodi duefattori, cheindicheremacon
X*(xkat) e’(/J(xkat):

o(R,R") = / (@ (e, t)de, (14)

ove

dzy_1 dzp_3
A A ’

i k-1
f‘p('fﬂkat) :ell_rn)/exp [E Z S(‘xk-l-lamk)

R 1=—00
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1 dagyr doggs
A A A

(16)

. . i —
X" (%K, t) :!@0/9@ IE;S(%H’%)

RN

Il simboloR’ nellintegraleper staadindicarechele coordinatesono
integratesullaregione R’ e, pert; frat’ et, sututtolo spazio.Analogamente,
l'integraleperx* e suR” esull'intero spazioperle coordinatecorrispondenti
atempicompresirat et”. L’asteriscan x* denotda coniugazion&omples-
sa,in quantorisulter piu corvenientedefinirel’eq. (16) comeil complesso
coniugatadi un’altraquantit .

La grandezzap dipendesolodallaregione R’ precedenta ¢, ede com-
pletamentalefinitasequellaregionee nota. Essanondipendein alcunmodo
dacio cheaccada al sistemadopoil tempot. Quest'ultimainformazionee
contenutdn . Quindiconl’introduzionedi 1 e xy abbiamaoseparatda storia
passataal comportamentduturo del sistema.Cio ci permetteli parlaredella
relazionefra passatce futuro nel modousuale. Esplicitamentese unaparti-
cellae statain unaregione R’ dello spazio-temposi puo dire cheal tempot
essasi trovain un certostatodeterminatcsoltantodal suopassate descritto
dallafunzioned’onda(z, t). Questdunzionecontienetuttal'informazione
necessarial finedi predireprobabilisticament# comportamentéuturo. Sup-
poniamoinfatti chein un’altrasituazionda regione R’ siadiversa— diciamo
r’ —edinoltre chela lagrangianalifferiscapertempiminoridi ¢. D’altra parte,
supponiamg@ero che(z,t) datadall’eq. (15) siaugualeneiduecasi. Allora
I'eq. (14)ci dicechela probabilitidi esserén R” ela stessasiaper R’ cheper
r’. Di cons@uenzamisurefuture nondistinguerann@enel passatal sistema
erain R’ oin r’. Ne concludiamachela funzioned'ondas(z, t) & sufficiente
perspecificarde proprietnecessarial fine di determinare&completamenté
comportamentduturo.

In modoanalogda funzionex*(z, t) caratterizzélesperimentaheviene
effettuatosul sistema. Seunaregioner” diversada R” ed unalagrangiana
diversapertempisuccessii at desserda stessdunzionex* (vedieq.(16))
in entrambée situazioni,avremmo— secondd’eq. (14) — chela probabilia
di trovareil sisteman R" sarebbaigualea quelladi trovarloin 7 (indipen-
dentementelalla preparazionelel sistemagspecificatada). In altre parole,
i dueesperimentiR” e r’’ sonoequialenti, in quantofornisconogli stessi
risultati. Possiamanchedire chequestiesperimentdeterminanaon quale
probabilitil sistemasi trovanello statoy. Di fattoquestaerminologiaeim-
precisajn quantoil sistemasi trovanello statoy. Naturalmentel motivo per
Cui possiama@ssociar@ino statoadun esperiment@ che(perun esperimento
ideale)risultaessercununicostato(la cui funzioned’ondae x(z, t)) nelquale
I'esperimentcavvieneconcertezza.
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Possiamauindidire: la probabilita cheun sisteman unostatoy venga
rivelatodaun esperimentd cui statocaratteristic@® y e datada

‘ / o (o (e t)da] - (17)

Ovviamenteguestirisultatisonoin accordaconi principi dellameccanica
quantisticeordinaria. Essisonounaconsguenzadel fatto chela lagrangiana
e unafunzionesolamentali posizione yvelocita e tempo.

6. LEQUAZIONED'ONDA

Al fine di completarela dimostrazionedell’equivalenzacon la formu-
lazioneordinariadovremomostrarechela funzioned'onda— definitanel para-
grafoprecedentéall’eq.(15)—soddishpropriol’equazionedi Schibdinger. In
realta, riusciremaafarequestasolonelca®in cuilalagranganalL nell’eq. (11)
eunaformaquadraticanomogeneaellevelocit. Nonsitrattape di unase-
rialimitazione,datochesonodescrittidi fattotutti queicasiin cuil'equazione
di Schiodingere verificatasperimentalmente.

L’equazioned’ondaforniscel’evoluzionetemporaledellafunzioned’on-
da. Ci possiamoaspettarali ottenereun’approssimazionaotandoche, per
e finito, I'eq. (15) permettedi sviluppareuna semplicerelazionericorsiva.
Consideriamda forma dell’eq. (15) nel casoin cui volessimocalcolare
all'istantedi temposuccessio:

dxk d:l:k 1

P(Tpr1,t+€) = /exp [ Z S(Tit1, ;) (15")
R

i=—00

Questae simile all'eq. (15), a partel'integrazionesull’ulteriore variabile z,
edil nuovo terminenella sommache stanell’esponenziale Questotermine
significachel’integralenell’eq.(15) elo stessantegralepresentaell’eq.(15),
a menodel fattore (1/A) exp(i/ h)S(zk+1,zx). PoiChe essonon contiene
alcunadellevariabili z; peri minoredi k, tuttele integrazionisudz; possono
esserees@uite, ignorandola differenzacon I'eq. (15). Tuttavia, in virtu
dell’eq. (15), il risultatodi tali integrazionie semplicemente (xy, t). Quindi
dall’eq.(15) seguelarelazione

Wonsrrt+e) = [ e [%smﬂ,zk)] Blan, )drg/A. (18)
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Mostreremasuesempisemplicichequestaelazioneconun’opportunascelta
di A, e equivalenteall’equazionedi Schibdinger Di fatto, I'eq. (18) none
esatta,ma e valida solo nel limite ¢ — 0, e noi assumeremahe essasia
correttaal prim’ordinein e. Osserviamahee sufficiente chetale equazione
siacorrettasolo al prim’ordinein e, pere piccolo. Infatti, se consideriama
fattorinell’eq.(15) checi portancadunintervallo di tempofinito 7', il numero
di tali fattori € T'/e. Facendaun erroredi ordinee? in ognunodi essi,l'errore
risultantesa di ordinee?(T'/¢) = €T, chesi annullanel limite e — 0.

lllustreremoquindi la relazioneesistentdra I'eq. (18) e I'equazionedi
Schibdingerconsiderandd casosemplicedi unaparticellain un potenziale
unidimensionaléd/(z). Primadi far questovogliamo pero discuterealcune
approssimazioralvaloreS(z; 1, ;) datodall'eq.(11),chesarannauficienti
perl'espressiong18).

E difficile calcolareesattamentgyartendodallameccanicealassical’e-
spressionéli S(z;+1, ;) datadall’eq.(11). In real bastausarenell’eq. (18)
un’espression@pprossimatger S(z;+1,z;), purcté I'errore dovuto all’ap-
prossimazionsiadi un ordinedi grandezzapiu piccolodi e. Ci limitiamo al
casoin cui la lagrangiana unaforma quadraticanomogeneanelle velocita
z(t). Comevedremopiu avanti, i camminipiu importanti sonoquelli per
cui z;+1 — x; edellordinedi /e. In questecircostanzee suficiente calco-
larel'integralenell’eq. (11) lungoil camminoclassicocorrispondent@aduna
particellalibera *.

In coordinate cartesiane '? la traiettoriadi unaparticellalibera e una
linearetta,quindil'integralechefiguranell’eq.(11) puo esserealcolatdungo
unaretta. In questocasoe sufficientesostituirel’integrale conla "regoladel
trapezio”

Saipm) = L (2“1) +EL (g” (19)

oppure,see piu corvenientecon

S(@ipr, i) = €L (”"“6‘ o St m) . (20)

Questeequazioninon sonovalide in un sistemaarbitrariodi coordinate,ad
esempiosferiche. Si pud usareun’approssimazionancorapiu semplicenel

11 sjassumehele “forze” entrinoattraversoun potenzialescalareo vettore,e nonin termini
in cui comparell quadratodellavelociti. Pit in generaleper particellalibera si intende
guelsistemda cui lagrangiana alterataperl’omissionedi termini lineari nellavelociia o
indipendentdaessa.

12 pily in generalecoordinateper cui i termini quadraticinelle veloci& in L(z, z) appaiono
concoeficienti costanti.
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casoin cui honsia presentaun potenzialevettoreo altri terminilineari nella
velocita:

S(Tit1,2;) = €L (@,%’H) - (21)

Quindiperil sempliceesempiainidimensionaléi unaparticelladi massa
m in unpotenzialeV (z) possiam@orre

2
Slarna) = (M) V(). (22)

In questocaso/’eq. (18) diventa

P(Tpp1,t+€) = /exp{% l% (@)2 B V(l‘k—i—l)] } " 29

’l/J(:l)k, t)dxk/A.

Poniamoziy1 = z € xx41 — xx = &, cosiccle zx = z — £, In tal modo
I'eq. (23) diventa

imé2 eV (x) dé
e - T v -c0%. e

w(w,t+e)=/e><p[

L'integrazionein ¢ corverge se 9 (z,t) si annullain modo sufiicien-
tementerapido per grandivalori di z (certamentese [ ¢* (z)y(z)dz = 1).
Essende moltopiccolo,nell’integrazionesué I'esponenzial@iim£? /2 he os-
cilla moltorapidamentérannechenellaregioneintornoa& = 0 (¢ dell’ordine
di ( he/m)z). Poictelafunzioney (z — &, t) haunadipendenzalaé piuttosto
“liscia” (datoche e pud esseresceltoarbitrariamentepiccolo), la regionein
cui 'esponenzialenscilla rapidamentecontribuira molto poco, a causadella
guasicompletacancellazioneli contibuti positivi e negativi. Quindisolopic-
coli valori di ¢ sonorilevanti nell’integrazione,il che permettedi sviluppare
P(x — &, t) in seriedi Taylor. Abbiamo

P(z,t+€) = exp (—@) /exp (Tfi) '

2 52
[w(x,t) —£6¢£’ By %a gif’t) - ] d¢/A.

(25)

Ora
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+o00
/ exp(ime? /2 he)de = (2 hei /m)?,
+o0
| ewtime?/2na¢de = (26)

+o0
/ exp(ime? /2 he)e2dg = ( hei/m)(2r heifm)?,

mentrelintegralecontenentg&? & zero,in quantail suointegrandoe unafun-
zionedispari(analogamentall’integrandochecontienet). Inoltre l'integrale
contenentg* &di almenounordinee piti piccolodi quelli consideratsoprat3.
Sviluppanddl primomembrodell’eq.(25)al prim’ordinein ¢, taleequazione
diventa

(z,t) ieV(z)\ (2r hie/m)z
ot + 200 = up (1) B (1)
€i 0% (x
[¢(w,t)+—;‘m%+...]_

Affinché amboi membripossanaoincidereall’ordine zero in € € necessario
chesi abbia

A = (2mi he/m)? . (28)
Sviluppiamooral’esponenzialeontenentd’ (). Otteniamo
op(z,t) i€
n hei 82¢(x,t)> '

om  Oz2

(vt (29)

Cancellanda)(z, t) daamboi membri,uguaglianda termini al prim’ordine
in e e moltiplicandoper— % /i, siha

13 |n realty, questiintegrali sonooscillantie quindi non bendefiniti, pe® ad un simile incon-
venientesi pud ovviare introducendaun fattoredi convergenza. Nell’eq. (24) tale fattore
€ automaticamentéornito day(x — &, t). Sesidesideraun procedimentgiu formale,si
puo, adesempiosostituire k con k(1 — ) oved € unnumeropiccolopositivo, prendendo
successiamentdl limite § — O.
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hoy 1 (RO

= = e (7a—x>Z¢+ V(z)v, (30)

cheel'equazionedi Schibdingerperil problemaconsiderato.

L'equazioneper x* pud essereottenutanello stessanodo, ma aggiun-
gendounfattore,il tempodecresce di unintenallo, cioe x* soddishun’equa-
zionesimile all’eq. (30) col sggnodeltempoinvertito. Prendendd complesso
coniugatopossiamaconcludereche x soddist la stessaquazioneli ¢, cioe
un’esperiment@uo esseralefinito medianteil particolarestatoy a cui esso
corrispondée?.

Questoesempiomettein evidenzacomela maggiorpartedel contrituto
ay(zg+1,t + €) vengadai valori di zy in 9 (zx,t) chesonomolto vicini a
zr+1 (lacuidistanzadell’ordine /), cosiccltel’equazioneantegrale(23) pud
esseresostituitadaun’equaziondaifferenzialenellimite e — 0. Le “velocia”
(zx+1 — zx)/€ chesonoimportantisonomolto grandi— essendalell’ordine
di (h/me)% —edivergonopere — 0. | corrispondentcamminisonoperco
continui manondifferenziabili. Essisonodel tipo familiaredallo studiodel
moto browniano.

Sonoproprio questegrandivelocita che richiedonoattenzionenell’ap-
prossimareS(z;41, ;) datadall’eq. (11) 1°. La sostituzionedi V(zx41)
conV (z) cambierebbdéesponentenell’eq. (18) di ie[V (zx) — V (k+1)]/ b,
chee di ordinee(zx41 — xx): Ci0 introdurrebbeterminiirrilevanti di ordine
superiorein ¢ nel secondomembrodell’eq. (29). E per qguestomotivo che
le eq. (20) e (21) sonoapprossimazionugualmentebuonedi S(zx+1, Tx)
in assenzali potenzialevettore. Tuttavia un terminelinearenella velocita
(dovuto al potenzialevettore)come Az dt deve essereonsiderata@on piu at-
tenzione. Un terminein S(zx41,zx) cOmeA(zg41)(zr+1 — xx) differisce
daA(zk)(zr41 — zx) perunterminedi ordine (zy 1 — z)?, valeadire di
ordinee: questotermine cambierebbda corrispondenteequazioned’onda.

14 || dott. HartlandSrydermi hafatto osserare,in corversazionprivate,la possibili&xmolto
interessanteheci possaesserainageneralizzaziondellameccanicajuantistican cui gli
stati misuratisperimentalmentaon possancesserereparati. Non ci sarebbecioe alcuno
statoin cuiil sisteméaunvaloredefinitodi (almeno)unaosserabile. La classeli funzioni
x honsarebbddenticaalla classedi stati possibilip. Cid avverrebbese,ad esempio,x
soddisacessad unaequazionaliversadaquellaper.

15 eq.(18)ein realtiesattaquandd’eq. (11) & usataperS(z;+1, ;) CONe arbitrario,neicasi

in cuiil potenzialenon contienex a potenzesuperioria due (particellalibera, oscillatore
armonico). E pem necessariausareun valore piu accuratoper A. Si pud definire A

nel modo seguente. Si assumache particelleclassichecon k gradidi liberta partanoda
z;, t; condensi& uniformenello spaziodell'impulso. Siindichi condp/po (po costante)
il numerodi particellecon unadatacomponentalell'impulso nell'intervallo dp. Allora

A = (2wi h/po)*/2p=1/2, ove p &la densi& nello spaziok-dimensionalalelle coordinate
x;4+1 delle particelleconsideratel tempot ;1.
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Per tale motivo I'eq. (21) non e sufficientementeaccuratacome approssi-
mazionedell’'eq. (11), percui si rendenecessariasarel’espressiong20) (o
(19) da cui la (20) differisce per termini superioriin €). Se A rappresenta
il potenzialevettoree p = ( h/i)V I'operatoreimpulso,alloral’eq. (20) da
nell'operatorehamiltonianoun termine(1/2m)(p — (e/c)A) - (p — (e/c)A),
mentrel’eq. (21)fornisce(1/2m)(p- p— (2e/c)A-p+ (e?/c?)A-A). Queste
dueespressiondifferisconoper ( he/2imc)V - A, che pud nonesserenullo.
La questionee ancorapiu importanteperi coeficienti di termini quadratici
nellevelocita. In generalele eq.(19) e (20) nonsonorappresentaziorsuffi-
cientementeccuratedell’eq. (11) per questitermini. E quandaoi coeficienti
sonocostantiche le eq. (19) o (20) possonosostituirel’eq. (11). Sesi usa
un'espressioneomel’eq. (19) ad esempioin coordinatesferiche,si ottiene
un’equazionali Schiddingerin cui I'operatorehamiltonianchaqualcheope-
ratoredelle coordinatee dell'impulsonell’'ordine sbhagliato.L’eq. (11) allora
risolve I'ambiguita nella usualeregola di sostituirep e ¢ con operatorinon
commutanti( 2/7)(0/9q) e ¢ nellahamiltonianaclassicaH (p, q).

E chiaro che I'affermazionecontenutanell’eq. (11) & indipendentedal
sistemadi coordinate. Pertanto,al fine di trovare I'equazioned’onda cor-
rispondentén unarbitrariosistemali coordinateil procedimentgiu semplice
consistenel trovaredapprimal’equazioned’ondain coordinatecartesianegf-
fettuandopoi il cambiamentai coordinate. E quindi sufficiente mostrare
la relazionefra i nostri postulatie I'equazionedi Schibdingerin coordinate
rettangolari.

La derivazionedataqui in unadimensionguo esserestesalirettamente
al casodi coordinatecartesiangridimensionaliperun numeroarbitrario K di
particelleinteragentifra loro edin presenzali un campomagneticadescritto
daunpotenzialevettore.| terminidipendentidal potenzialesettorerichiedono
di completareil quadratonell’esponentenel modo usualeper gli integrali
gaussiani.La variabilez deve esseresostituitadall'insiemez(1) - .. | £(3K),
ovezW £(2) 2(3) sonole coordinatedellaprimaparticelladi massany, z(®,
z®) 1) della secondali massam,, etc. Il simbolodz viene sostituitoda
dz(M ... dz3K) elintegrazionesudz & sostituitada3 K integrali. La costan-
te A assumen questocasoil valore A = (2mi he/my)? - - - (2mi he/msk ) 2.
La lagrangiana quellaclassicae I'equazionedi Schibdingerche nerisulta
sam quella corrispondentalla hamiltonianaclassicaassociataalla suddetta
lagrangiana.Le equazioniin ogni altro sistemadi coordinatepossonaessere
ottenutemedianteunatrasformazione Poiche quantodettosopracomprende
tutti i casiin cuil’equazionadi Schibdingere stataverificatasperimentalmente
possiamadire chei nostri postulatisonoequialentiall’'usualeformulazione
dellameccanicauantisticanonrelatiisticaquandovengatrascuratdo spin.
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7. DISCUSSIONBELLEQUAZIONED'ONDA
[l Limite Classico

La dimostrazionalell’equivalenzara la formulazioneusualedellateoria
quantisticae quellapresentatgui € oracompleta.Vorremmaopero considerare
in questoparagrafealcuneossenrazioniconcernenti'eq. (18).

Questaquazionespecificd’evoluzionetemporaledellafunzioned’onda
duranteun piccolo intervallo di tempo. Fisicamentegssapuo esseranter
pretatacomel’espressionealel principio di Huygensper le ondedi materia.
In otticageometricaj raggiin un mezzoinomogenecoddisanoil principio
di Fermatdi minimo tempo. Possiamoenunciareil principio di Huygens
dell’ottica ondulatorianel modo seguente. Sel'ampiezzadi un’ondaé nota
su una datasuperficie,in un punto vicino 'ampiezzapud essereconsider
atacomela sommadi contrituti provenientidatutti i punti della superficie.
Ogni contrituto € sfasatodi unaquanti& proporzionaleal tempo chela luce
impiegherebbeerandaredallasuperficieal puntolungoil raggiodi minimo
tempo dell'otticageometricaPossiama@onsiderardeq. (22) in modosimile
partendadal primo principio di Hamiltondi minima azione perla meccanica
classicao “geometrica’. Sel'ampiezzadell’'onday e notasuunadatasuper
ficie —in particolarda “superficie” consistenteli tuttele z al tempot — il suo
valorein unpuntovicino, al tempot + ¢, € la sommadi contrituti provenienti
datutti i puntidella superficieal tempot. Ogni contrituto e sfasatodi una
guantifiproporzionalall’ azione richiestaperandaredallasuperficieal punto
consideratdungoil camminodi minima azione dellameccanicalassicat®.

In real@, il pricipio di Huygensdell'ottica non e correttoe va sostituito
dallamodificadi Kirchoff, cherichiedechel'ampiezzae la suaderivatasiano
notesusuperficiadiacenti.Cio e consguenzalelfattochel’equazioned’onda
dell’ottica e del secondmrdinenel tempo. L'equazioned’ondadellamecca-
nica quantisticae invecedel primo ordine nel tempo. Quindi il principio di
Huygense correttoperle ondedi materia,nel qualcasol’azione sostituiscel
tempo.

L'equazione(18) pud ancheessereconfrontatacon grandezzeche ap-
paiononellaformulazioneusuale.Nell’approcciodi Schibdinger’evoluzione
temporaledellafunzioned’ondaé datoda

how

—22 =y (31)

chehacomesoluzioneg(pere arbitrarioseH e indipendentaelaltempo)

P(z,t+ €) = exp(—ieH/ h)(z,t). (32)

16 A talepropositasi vedande osserazionimoltointeressantili Schibdinger Ann. d. Physik
79, 489(1926).



76

Pertantol’eq. (18) esprimeexp(—ieH/ h) come un’operatoreintegrale ap-
prossimatqer e piccolo.

Secondail puntodi vista di Heisenbey si considera,ad esempio,la
posizioneal tempot come un operatorex. La posizionex’ ad un tempo
successio ¢t + € pud essereespressan termini di quellaal tempot secondo
I'equazioneoperatoriale

x' = exp(ieH / h)x exp(—ieH/ k). (33)

La teoriadelle trasformaziondi Dirac ci permettedi considerarda funzione
d’ondaal tempot + ¢, ¥(z',t + €), comedescrventeuno stato nella rap-
presentazionén cui X’ & diagonale,mentre(z,t) descrve lo stessostato
nella rappresentaziona cui x e diagonale. Questefunzioni d’'onda sono
quindi connesselalla funzionedi trasformaziondz’|z). checollegale due
rappresentazioni:

¥t +0) = [ (0)b(a, s
Di consguenzaseguedall’eq. (18) chepere piccolopossiam@orre

(z'|x)e = (1/A) exp(iS(a', z)/ h) (34)

ove S(z', z) e definitadall’eq. (11).

La strettaanalogiafra (z'|z). e la grandezzaexp(iS(z’,x)/ h) € stata
sottolineataripetutamenteda Dirac !. Oravediamoche, con sufficiente ap-
prossimazionde duegrandezz@ossona@ssereonsiderat@roporzionali.Le
ossenazionidi Dirac sonostateil puntodi partenzadel presentdavoro. Gli
argomentidi Dirac riguardantiil limite classicoh — 0 sonomolto belli, e
forsepossoesserescusataseli riporto qui brevemente.

Notiamoinnanzituttochelafunzioned’ondain z” altempot” pud essere
ottenutadaquellain z’ al tempot’ come

Y "m/ / P [%gsmﬂ,xi)l- (35)

d.’L‘Qd.Tl d.T'_l
I I——... ]
VL) A

oveponiamoz, = z’,z; = 2z’ eje = t” — ¢’ (assumiamehefrai tempit’ e
t" nonvi siaalcunarestrizionesullaregioned’integrazione).Cio puo essere
visto sia applicandoripetutamentd’eq. (18) che direttamentedall’eq. (15).
Ci chiediamoora quali valori delle coordinatecontrituiscanomaggiormente
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allintegralepere — 0. Questisaranna valori osserabili sperimentalmente
con maggioreprobabilita, e quindi determinerannd camminoclassicoper
e — 0. Se h € molto piccolo, 'argomentodell’esponenzialesaa unafun-
zionerapidamentevariabiledi ognunodei suoiargomentiz;. Al variaredelle
x;, | contributi positvi e negativi all'integraleprovenientidall’esponenzialsi
cancellanaoquasicompletamenteLa regionedelle z; che contrituiscemag-
giormentee quellain cui 'argomentodell’esponentevaria con z; il meno
rapidamentepossibile(metododella fasestazionaria). Indichiamocon S la
sommanell’esponente

j—1

S =Y S(®ip1, i) (36)

=0

Allora 'orbita classicgpassaapprossimatiamenteperqueipunti z; neiquali
S variadi pocoal variaredelle z;: nellimite & — 0 la traiettoriaclassica
passgoeri puntiin cui S nonvariaperunapiccolavariazionedelle z;. Cio
significachel’orbita classicgpassaeri puntiin cui 9S/0z; = 0, perogniz;.
Prendenddl limite e — 0, I'eq. (36) diventa(in virtu dell’eq. (11))

t”

S= / L(z(t), i(8))dt. (37)

t!

Vediamogquindi cheil camminoclassicoe quellatraiettoriadeformandada
qualenon si induce— al prim’ordine — alcunavariazionein S. Questoe il
principio di Hamilton,cheportadirettamentealle equaziondi Lagrange.

8. ALGEBRADEGLI OPERAORI
Elementidi matrice

Datala funzioned’ondae I'equazionedi Schibdinger e possibilenatu-
ralmentesvilupparel’intero formalismodegli operatorio dell'algebradelle
matrici. E tuttavia piu interessantesprimereguesticoncettiin unlinguaggio
differente,piu simile a quello usatonella formulazionedei nostri postulati.
Cio nonportaadunapiu profondacomprensionélell’algebradegli operatori,
in quantoi nostri risultati sarannounasemplicetrascrizionedelle equazioni
operatorialiin unanotazionepiu pesante.D’altra parte,il nuovo formalismo
e molto utile in certeapplicazionidescrittenell'introduzione. La formadelle
equazionpermetteénoltre un’estensioneaturaleadunaclasseli operatorpiu
vastadi quellausualmenteonsideratdadesempimperatorichesiriferiscono
adueo piutempidiversi). Le formulechesvilupperemajiocherannainruolo
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importantenel casoin cui siapossibileunageneralizzazionadunaclassepiu
vastadi integrali d’azione.

Discuteremajuestiargomentinei tre paragrafisuccessii, mentreil pre-
senteparagrafacontieneprincipalmentealcunedefinizioni. Introdurremauna
grandezzahechiamiamoelementadi transizionetra duestati. Essoe essen-
zialmenteun elementai matrice. Ma invecedi esserain elementai matrice
fra duestatiy e x corrispondentallo stesso tempo,i duestatisi riferisconoa
tempidiversi. Nel paragrafesuccessio otterremaunarelaziongondamentale
fra gli elementidi transizionedacui possonovenir dedottee usualirelazioni
di commutaziondra coordinateedimpulsi. La stessaelazionefornisceanche
le equazionhewtonianedel motoin formamatriciale. Discuteremanfine nel
paragrafalO la relazionefra hamiltonianaed operatoredi traslaziongempo-
rale.

Cominciamacol definireunelementdali transizioneén terminidellaproba-
bilitadi transiziondra unostatoedunaltro. Piu precisamentesupponiamali
avereunasituazionesimileaquellaconsiderataelladerivazionedell’eq.(17).
La regione R consistedi unaregione R’ precedentat’, tutto lo spaziofra ¢’
et” elaregioneR” successiaat”. Studieremda probabilitacheun sistema
nellaregione R’ siatrovatosuccessiamentenellaregione R”. Questae data
dall’eq.(17). Discuteremaon questgparagrafacomeessavariaal variaredella
formadellalagrangiandrat’ et”. Nel paragrafdlO studieremanvececome
essacambiaal variaredellapreparaziond?’ o dell’esperimentdi”.

Lo statoal tempot’ edefinitocompletamentdallapreparaziondt’. Esso
puo esserespecificatodalla funzioned’onda(z’,t') ottenutadall’eq. (15)
considerandgli integrali estesfino altempot’. Analogamentdp statocarat-
teristico dell’esperimentqregione R") pud esseralefinito da unafunzione
x(z",t") ottenutadall’eq. (16) conintegrali calcolatia partiredal tempot”.
La funzioned’'onda(z”,t") pud ovviamenteessereottenutaancheappli-
candol’eq. (15) o dav (', t') mediantel’eq. (35). Secondd’eq. (17) con
t' al postodi ¢, la probabilia cheil sistemavengaosserato nello statoy se
preparatoin ¢ € il quadratodi cid che chiamiamoampiezzadi transizione
[ x* (=", t")p(z",t")dz". Desideriamoesprimerequestagrandezzan ter-
mini di x al tempot” e di ¢ al tempot’: possiamdarlo grazieall'eq. (35).
Quindi la probabilita cheun sistemapreparataello statoy,: al tempot’ sia
trovatoaduntempot” nellostatoy; eil quadratalell’ampiezzali transizione

<xWHﬁm05=!gh/~-/}ﬁ@ﬂﬂﬁam@5/m¢@aﬂy

dzo 421

A A

(38)

dl‘j,

ove si e fatto uso dell'abbresiazione (36). Nel linguaggiodella meccanica
guantisticaordinaria, nel casoin cui la hamiltoniana H sia costantesi ha
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P(z,t") = exp[—i(t" — t')H/ hly(z,t’), cosicclel'eq. (38) e 'elementodi
matricedi exp[—i(t" — t')H/ k] fra gli statix: ey .

Se F e un'arbitrariafunzionedelle coordinater; pert’ < t < t”, defi-
niamol’elementodi transizionadi F' fra gli stativ altempot’ e x al tempot”
perl'azioneS (z" = z;,z’' = z¢) come

(xe|Fle)s :!m/---/X*(ﬂc"at”)F(Io,ﬂil,"',fﬂj)'
-1 (39)

g dxg dr;_ 1
ﬁ E :S(mi-}-lami)] ¢($I’tl) A ;1 dxj'

1=0

exp

Nel limite e — 0 F' diventaun funzionaledel camminoz(t).

Vedremoorapercte tali quantiisonoimportanti. Sa@ piu facile capirlo
seci soffermiamoun momentoa scoprirele corrispondentgrandezzenella
formulazionecorvenzionale. Supponiamahe F' sia datasemplicementela
x, dove k corrispondeadun certotempot = t. Allora nel secondanembro
dell’eq. (39) gli integrali da zy a zx_; possonocesserecalcolati, ottenendo
P(zk,t) 0 exp[—i(t — t')H/ hlyw. Analogamentegli integrali su z; per
J > 1 > k dannox*(xg,t) o {exp[—i(t" — t)H/ h]xs }*. Quindil'elemento
di transiziondi z,

<Xt//|F|’lpt/>S = /X:”e_(i/ h)H(t”_t)fL‘e—(i/ h)H(t_tl)th,d:D _
(40)
[ x @ twits, s

e I'elementodi matricedi x al tempot = t;, fralo statoal tempot chenasce
da. al tempot’ e lo statoal tempot cheevolverain x;» al tempot”. E
pertantad’elementodi matricedi x(t) fra questiduestati.

Procedendin modoanalogosi vede(usandd’eq. (39)conF' = 1)
chel'elementodi transizionedi z;,1 € I'elementodi matricedi x(t + ¢).
L'elementodi transizionedi F' = (zy+1 — xx)/€ € I'elementodi matricedi
(X(t + €) — x(t))/e 0 di i(Hx — xH)/ h, comeé mostratodall’eq. (40): lo
possiamahiamareslementadi matricedellavelocita.

Consideriamain second@roblemachedifferiscedal primo,adesempio,
in quantoil potenzialee aumentatadi unapiccolaquanti&. U(x,t). Allora
nelnuovo problemdaa grandezzahesostituisceS €S’ = S+ ), eU(xz;, t;).
Sostituendolaell’eq. (38) si ha

. g
i€
exp 7 E Uz, t;)

i=1

<Xt” |1|¢t'>s' = <Xt”

w> NS
S
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Quindielementdi transizionecomequellonell’eq. (39) sonoimportantiogni-

qualwlta F’ pud nascerén qualchemododaunavariazione)S di unfunzionale
d’azione. Chiameremdunzionali osserabili queifunzionali F' che possono
esseredefiniti (anchese indirettamente)n termini di variazioni indotte da

possibilicambiamentdell’azione. La condizioneaffinché un funzionalesia

osserabile & abbastanzaimile a quella che un operatoredeve soddisére
affinché siahermitiano. | funzionali osserabili formanounaclasseristretta,
in quantol’azione deve restareunafunzionequadraticadelle velocita. Daun

funzionaleossenrabilealtri possonasseraledotticome,adesempio,

¢t’> (42)
s
chesegguedall’eq. (39).

Incidentalmentel’'eq. (41) portadirettamentead un'importanteformula
perturbatva. Sel'effettodi U é piccolo,l’esponenzialguo esseresviluppato
al prim’ordinein U etroviamo

Fexp ZU Tiyt

=1

<Xt”‘1|¢t'>s' = < Xt

O [1pe) s = Geer L) s + Xt"\ ZCU iy i) [Py ). (43)

Di particolareimportanzae il casoin cui x;» € uno statoin cui ¥, non
potrebbevenirtrovato,senonfosseperctela perturbaziond/ e presentécioe

{xe|1|4s)s = 0). Allora

%KM" > U@, ti)
i

e la probabilitx della transizioneindotta dalla perturbaziondal prim’ordine
nellaperturbazione)Nella notazionausualesi ha

/ [ / o e~/ IHE =Dy =G/ MR-t da:] dt

cosicclel'eq. (44)siriduceall’espression@suale'” perlateoriadelle pertur
bazionidipendentidal tempo.

po )| (44)

17 p A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics (TheClarendorPressOxford,
1935),secondadizione capitolo47,eq.(20).
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9. EQUAZIONIDI NEWTON
Lerelazionidi commutazione

In questaragrafscopriamahefunzionalidiversipossomw darerisultati
identici quandoconsideratifra un coppiadi stati. Questaequialenzafra
funzionalie I'analogo,nel nuovo linguaggio,delle equazionioperatoriali.

SeF dipendedapiu coordinatgpossiamaaturalmentelefinireun nuovo
funzionale9F/dz) dervandorispettoad unadelle suevariabili, ad esem-
pio zx (0 < k < j). Calcolando(x|0F/0zk |4y )s mediantel’eq. (39),
I'integralenel secondanembrocontera 0F/dzy. L'unico altro postoin cui
comparela variabilez;, € in S. Quindil'integrazionesu z; puo essereef-
fettuataper parti. La parteintegratasi annulla(assumendehe la funzione
d’ondasi annulli all'infinito) e nell'integralefigura —F(9/0xy) exp(iS/ h).
Ora (0/0zk) exp(iS/ h) = (i/ h)(0S/0xy) exp(iS/ k), quindi il secondo
membrorappresentéelementodi transizionedi —(i/ h) F(3S/dxy), cioé

1
Xt” ¢tl> = —— <Xt”
< S h

Questaelazioneemoltoimportantan quantamostracheduediversifunziondi

possonalarelo stessaisultatopergli elementidi transiziondra un’arbitraria
coppiadi stati. Diremo cheessisonoequialenti,e rappresenteremsimboli-
camentdalerelazionecome

OF
B{Ek

25
ailjk

F

w}s . (45)

h OF FBS

P ALl - (46)

ove il simbolo T) sottolineail fatto che funzionali equivalenti secondo

un'azionepossonmon essereequivalenti per un’altraazione. Le grandezze
nell'eq.(46)nondevononecessariamenesseressenabili. Usandd’eq. (36)
Si puo scrivere

| 05 (xp+1, Tk) N OS(wk, Tr—_1) (47)
1 0xp S oxk oz
Questaequaziones correttaagli ordini zeroe primo in ¢, ed ha comecon-
seguenzde relazionidi commutazionéra coordinateedimpulsoele equazioni
newtonianedel motoin formamatriciale.

Nel casodel sempliceproblemaunidimensionaldrattatoin precedenza,
S(z;41,%;) €datadall’espression€l5), cosiccte abbiamo

0S(Tk+41,7k) /0K = —m(Tp41 — Tg) /€
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BS(CL‘k,HIk_l)/BLBk = +m(ack — xk_l)/e — GVI(CCk),

oveabbiamascrittoV’ (z) perindicarela derivatadelpotenzialgforza). Allora
I'eq. (47)diventa

—ﬁa—F<—>F [—m ($k+1 — Tk Tp — T-1
1 0xp S € €

) - eV'(a:)] )

SeF nondipendadallavariabilezy, I'eq. (48)forniscele equazionnentoniane
del moto. Ad esempio,se F' & costante(ugualead uno), 'eq. (48) porta
(dividendopere) a

0y T (xk+1 — T Tk — wk—1> CVi(a).
S € € €
Pertantd’elementodi transizionadel prodottodellamassaerl’accelerazione
[(zg+1 — k) /e — (xr —zx—1)/€]/ € fraduestatiarbitrarie ugualeall’'elemento
di transizionedellaforza —V'(z) fra gli stessistati. Questae I'espressione
matricialedellaleggedi Newton chevalein meccanicajuantistica.
Cosaaccadese F' dipendeda z;? Ad esempio,sia F' = z;. Allora

I'eq. (48) fornisce(essend®@F'/dzy, = 1)

——,h<—>xk |:—m (xk-l_l — Tk _ Tk xk_l) - CV'(xk)]

2 S € €

ossiatrascuranda terminid’ordinee

- — Tp_ h
m (7@6“ wk) T —m (xk Tk 1) Tp——. (49)
€ € 54

Al finedi tradurreun’equazioneomela (49) nellanotazioneusuale abbiamo
bisognodi conosceregualematricecorrispondea grandezzelel tipo zy x4 1.
Dallo studiodell’eq. (39) e chiarochese F' vienesceltaadesempiougualea
f(zk)g(zk41), il corrispondenteperatorenell’eq. (40) e

o= (il h)(t”—t—e)Hg(X)e—(i/ h)eH f(x)e—(i/ h)(t—t’)H’

con I'elementodi matrice presofra gli stati x;» e 1. Gli operatoriche
corrispondona funzioni di =41 appaionaoasinistradi quelli corrispondenti
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a funzioni di z, cioé l'ordine dei termini in un prodotto di operatori
corrisponde ad un ordine temporale dei corrispondenti fattori in un fun-
zionale. Cod seil funzionaleé scritto in modotale chein ogni terminei
fattori corrispondenta tempisuccessii appaianaalla sinistradei fattori cor-
rispondentatempiprecedentigli operatoriassociatpossona@sseracrittiim-
mediatamentenantenenddo stessordinamentachesi hanel funzionale!®.
E owvio chein un funzionalel'ordine dei fattori & irrilevante ma facilita la
trascrizionenella notazioneoperatorialecorvenzionale. Al fine di scrivere
I'eq. (49) in modotale chela traduzioneoperatorialesia banaleé necessario
invertire I'ordine dei fattori nel secondaerminea primo membro. Vediamo
perco chetale equazioneorrispondea

pX —Xp = h/i

in cuip = mx.

La relazionefra funzionali ed operatoricorrispondentie statadefinita
in termini dell’ordine temporaledei fattori. E opportunopem sottolineare
il fatto che questaregola deve essereapplicatacon particolareattenzione
ogniqualwlta si consideranayrandezzeche contengonovelocita o derivate
d’ordinepiu elevato. Di fatto,il correttofunzionalecherappresentboperatore
()2 € (zpy1 — ) /€ - (xp — Tp_1)/e €non|(zxr1 — zx)/€)?. La seconda
espressioneliverge come1/e pere — 0. Cio si pud vederesostituenddl
secondaerminedell’eq. (49) col suovalore calcolatoad un istantespostato
di € nel futuro, zx4+1 - m(zk+1 — zx)/e. Tale procedimentonon cambia
I'equazioneall’ordine zeroin e. Allora otteniamo(dividendoper )

2
. h
(””’““6 xk) —— (50)

Riotteniamal risultatogiavisto,chelaradicequadraticanediadella“v elodta”
- . . . N y . _ 1
(zx+1 — z1) /€ fra dueposizionisuccessie del camminoe dell’ordinee™=.
Non avra quindi sensoscrivereil funzionaledell’enegia cineticanella
forma

Sml(zis — 26)/d? (51)

in quantotale grandezza infinita pere — 0. Di fatto, non si trattadi un
funzionaleosserabile.

E possibileottenerel’enemgia cineticacome un funzionaleosserabile
considerandta variazioneal prim’ordine nell'lampiezzadi transizionedovuta

18 Dirac ha studiatoancheoperatoriche contengonograndezzeche si riferisconoa tempi
diversi. Sivedala nota2.
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aduncambiamentadlellamassalellaparticella. Si sostituiscan conm(1+ 6)
perunpiccolotempoe, intornoall’istantet,. Lavariazionendottanell’azione
e 2dem[(zk+1 — zx)/€)?, la cui dervata da un’espressioneome quella
nelleq. (51). Ora, la variazionedi m alterasia la costantedi normaliz-
zazionel /A relativaa dz;, chel'azione. La costantevariada (27 hei/m)~?
a[2m hei/m(1 + §)]"% o, al prim'ordinein §, 25(2r hei/m)~3. Leffetto
totaledellavariazionedellamassanell’eq. (38) al prim’ordinein 6 &

<Xt” ¢t'> .

Ci aspettiamoche la variazionedi ordine 6 che dura per un tempo e sia
di ordinede. Quindi, dividendoper dei/ h, possiamadefinireil funzionale
enegiacineticacome

1 1
E(Seim[(l‘k_i_l — 1) /€ h+ 5(5

BC. = %m[(mk+1 )/ + B2, (52)

Questoe finito pere — 0, grazieall'eq. (50). Usandol’equazioneche si
ottieneinserendoF’ = m(zky+1 — z)/€e nell’eq. (48) si pud anchemostrare
chel'espressiong52) € uguale(al prim’ordinein ¢€) a

EC = im (w’“+1 — x’“) (w’“ - ””’“‘1) : (53)
2 € €

Sivedecheil modopiu sempliceperottenerdunzionaliosserabili contenenti
potenzealellavelocita e di sostituirequestgotenzacol prodottodellevelocita,
calcolandmognifattoreatempileggermentaliversi.

10. LAHAMILTONIANA
L'impulso

L’operatorehamiltonianoha un’importanzacentralenell’'usualeformu-
lazione della meccanicaguantistica. In questoparagrafostudieremal fun-
zionale corrispondentea questooperatore. Potremmaodefinire immediata-
menteil funzionalehamiltoniancsommandd funzionaledell’enegiacinetica
(52) o (53) all'enegia potenziale. Tuttavia questometodoe artificiale e non
mostral'importanterelazioneesistentdra hamiltonianae tempo. Definiremo
il funzionalehamiltonianomediantda variazioneindottain uno statodauna
traslaziongemporale.
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A talfineenecessariosserarechela suddvisionedeltempoin intervalli
uguali none necessariaChiaramentegni suddvisionein istantit; € soddis-
facente;i limiti vannopresirichiedendochel'intervallo maggioret; 1 — t;
vadaa zero. L'azionetotaledeve oravenirerappresentatdallasomma

S =" S(mis1,tis1; Tirts) (54)
i
ove
tit1
S(Tiv1, tiv1; i ts) = / L(z(t), £(t))dt, (55)

2

in cui l'integrale e calcolatolungoil camminoclassicoche congiungez; al
tempot; conz; 1, altempot; ;. Peril nostroesempiaunidimensionalesi ha
consuflicienteprecisione

2

m [ Zj; — I

S(@isa, tiai 2 1) = [5 (—;i_t?) —V($i+1)] (tiss —ts)  (56)
2 K3

e la corrispondenteostantedi normalizzazioneper l'integrazionesu dz; €
A =27 hi(tig1 — t;)/m]™2.

Possiamastudiareadessda relazioneesistentdra hamiltonianaed evo-
luzionetemporale.Si consideriunostato(t) definitoin unaregionespazio-
temporaleR’. Siimmaginioradi considerarein altro statoal tempot, 15 (t),
definitoin un’altraregione Rj. Supponiamahelaregione R} siaesattamente
la stessali R’ trannecheprecedeR’ di untempod, cioe & spostatan blocco
nel passatali untempod. L'apparatoassociat@ R} perla preparazionéello
statoé identico a quello associatca R’, ma operaad un tempo precedente
dell'intervallo §. SeL dipendeesplicitamentelaltempo,anch’essaev’'essere
traslataemporalmentssioelo statoy; eottenutada L usatgperlo statoy, con
la soladifferenzacheil tempot in Ls € sostituitocont + 4. Ci chiediamaoora
comelo statoy; differiscadaty. In ogni misurazionda probabilitidi trovare
il sistemain unaregione prefissataR” & diversaper R’ e Rj. Si consideri
la variazionenell'elementadi transiziong(x|1|45) s, indottadallatraslazione
temporaled. Possiamaonsiderarguest’'ultimacomerealizzatadiminuendo
tutti i valoridi ¢; di § per: < k, lasciandanalteratii valori di ¢; per: > k,
essenda nell'intervallo ¢, 1 1°. Questavariazionenonavraalcuneffetto

19 Dal puntodi vista del rigore matematicosed & finito, il limite e — O & problematican
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su S(x;41,tiv1; i, t;) definitadall’eq. (55) fintantochesiat; ; chet; ven-
gonovariati dellastessajuantit.. D’altro lato, S(zx+1, tk+1; Tk, ) diventa
S(Tk+1,tk+1; Tk, tx — 6), mentrelacostantal’integrazionel /A relatvaadzy,
diventa[2r hi(tyy1 — tx + 6)/m]~ . Al prim’ordinein 4, I'effetto di queste
variazionisull'elementadi transizionee datoda

10
(xI1¥)s — (x|1l%s)ss = E<X|Hk|¢>5 (57)
in cui la funzionehamiltonianaH;, € definitacome

H, — as(fﬂk+1,tk+1;$k,tk) + h (58)
F Bt 2i(ths1 — te)

L'ultimo termineé indotto dalla variazionedi 1/A e mantieneHy, finita per
e — 0. Ad esempioperl'espression€56) si ha

2
m [ Tx+1 — Tk h
Hy = — V

F 2 ( tet+1 — Tk ) + 2i(tk+1 — tx) +V(@h41)

cheeé proprio la sommadel funzionaledell’enegia cinetica(52) e di quello
dell’'enegiapotenzialeV (zy41).

La funzioned’onda s (z,t) rappresentaaturalmentdo stato(z,t)
traslatotemporalmenteli 6, cioe(x,t + ). Quindil'eq. (57) e strettamente
connessaonl’equazioneoperatorialg31).

Si puo ancheconsiderarevariazionidovute ad unatraslaziongemporale
dello statofinale x. Naturalmentein questacasononsi ottienealcunrisultato
nuovo, in quantoe solola traslazionaelatva fra x e ¢ checonta. Si ottiene
un’espressionalternatva

H. — _8S(wk+1atk+1;$k,tk) + h (59)
* Otkt1 2i(tk+1 — tk)

chedifferiscedalla(58) soloperterminidi ordinee.

La rapidita di variazionetemporaledi un funzionalepuo esserecalco-
lata considerandd'effetto combinatodi unatraslazionetemporalesia dello
statoiniziale chedi quellofinale. Cid equiale a calcolare’elementodi tran-
sizionedel funzionaleriferito adun temposuccessio. Il risultatoe I'analogo
dell’equazioneoperatoriale

guantoades. lintervallo tx.+1 — t;, €mantenutdinito. A cio si pud ovviareassumendohe

4 dipendadal tempo,e chesia“acceso’lentamenterimadi t = t;, e “spento”’lentamente
dopot = t;. Tenenddissala dipendenzaemporaledi é, si effettui il limite e — O; quindi

si cerchila variazione(al prim’ordine) peré — 0. Il risultatoé essenzialmentelenticoa

quelloottenutocol procediment@il sempliceusatosopra.



87

LT
2

Il funzionaledell'impulso p, puo esseradefinitoin modoanalogocon-
siderandde variazioniindottedalletraslazionispaziali:

(e} — elihia)sy = 22 (xlpil)s.

La preparazionelello statoi A € associatad unaregioneR)y cheé identica
allaregione R, trannecheperil fatto di esserdraslataspazialmenteli una
distanzaA. (La lagrangiana- se essadipendeesplicitamenteda z — deve
esseresostituitacon L = L(z — A, i) pertempiprecedentat). Sitrova2’

_ 0S(zp+1,26)  OS(@ky1,%k)
Pk = 0Tk 11 = o1, . (60)

Poicteya(z,t) €ugualeay (z — A, t), necons@uela strettaconnession&a
pi €laderivataspazialedellafunzioned'onda.

Gli operatoridi momentoangolaresonoconnessalle rotazioniin modo
simile.

Ora, la dervatadi S(x;+1,t41;;,t;) rispettoa t;,1 comparenella
definizionedi H;, mentrela derivatarispettoa z;,; definiscep;. Ma la
derivatadi S(z;+1,t:+1; x;, t;) rispettoat;,; € connessalladerivatarispetto
ar;.1,datochelafunzioneS(z;11,t;+1; x;, t;) definitadall’eq. (55) soddisk
I'equazioneadi Hamilton-JacobiQuinditaleequazionesprimeH; in funzione
di p;. In altre parole,l’equazionedi Hamilton-Jacobiesprimeil fatto che
statitraslatitemporalmentesonoconnessalla traslazionespazialedegli stati
originali. Questadeaportadirettamentedunaderivazionedell’equazionali
Schibdingerchee molto piu elegantedi quellaconsideratgprecedentemente.

11. INADEGUATEZZADELLA PRESENTEFORMULAZIONE

La formulazionedescrittain questolavoro possiedeun serio incorve-
niente:i concettimatematicisu cui si basasononuovi. Essarichiedeperora
unasuddvisioneartificiosaedinnaturaledell'intervallo di tempoper chiarire
il significatodelleequazioni.Questasituazioneguod esseremiglioratanotevol-
mentemediantd’uso di notazionie concettidellamatematicalei funzionali.

20 Non abbiamosostituitop; datodall’eq. (60) direttamentenell’eq. (47) percte altrimenti
I'eq. (47) nonsarebbepiu statavalidané all’ordine zeroné al prim’ordinein e. Avremmo
potuto derivare le relazioni di commutazionema non le equazionidel moto. Le due
espressionmell’eq. (60) rappresentangli impulsiai dueestremidell’intervallo [¢;, t;+1] —
essidifferisconopereV'(zx+1), a causadellaforzaagenteduranteil tempoe.
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Abbiamotuttavia ritenutoopportunoevitare questimetodiin unaprima pre-
sentazione.Ulteriormenteé necessari@vere a disposizioneun’appropriata
misurasullo spaziofunzionaledei camminiz(t) °.

Questaformulazionee ancheincompletadal puntodi vista fisico. Una
caratteristicdondamental@ellameccanicajuantisticae I'in varianzapertra-
sformazioniunitarie, che corrispondonaalle trasformazionicanonichedella
meccaniceaclassica. Naturalmentesi puo dimostrarechela presentdormu-
lazionee invariantepertrasformazionunitarie,in virtu dellasuaequvalenza
con la formulazioneusuale. Non & pe fisicamente ovvio che sussistaale
invarianza.Questancompletezzai manifestain un modobendefinito. Non
e statodescrittoalcun procedimentadiretto per misuraregrandezzealiverse
dalla posizione. Ad esempiomisuredell'impulso di unaparticellapossono
esserelefinitein terminidi misuredi posizionddi altreparticelle. Analizzando
guestasituazionein modo dettagliatosi ottienela connessiondéra misuredi
impulso e trasformatadi Fourier della funzioned’'onda. Questoe pero un
metodopiuttostoinvoluto perottenereunrisultatocos importante.E naturale
attenderschei nostripostulatipossane@sseragyeneralizzatsostituendd’idea
dei “cammini in unaregione R dello spazio-tempo’ton quelladi “cammini
dellaclasseR”, o “camminichehannola proprie& R”. Non € pero chiaroin
generalequalepropriet specificadebbacorrispondere misurazionifisiche.

12. UNA POSSIBILEGENERALIZZAZIONE

Laformulazionecheabbiamaconsideratsuggeriscein’ovviageneraliz-
zazione.Ci sonoproblemiclassiciinteressantthesoddisanoadun principio
d’azione,maperi qualil’'azionenonpuod esserescrittacomel'integraledi una
funzionedellaposizionee dellavelocita. L'azionepud conteneread esempio
I'accelerazionegppure-sel’interazionenoneistantanea essguo contenere
il prodottodellecoordinateaduetempidiversi,come z(¢)xz(t+T)dt. Allora
I'azione non pud venire suddvisa nellasommadi piccoli contrikuti, comee
statofattonell’eq. (10). Di consguenzalo statodel sistemanon pud essere
descrittodaunafunzioned’onda. Cid nonostantei pud definirela probabilit
di transizioneda unaregione R’ ad unaregione R”. La maggiorpartedella
teoriadegli elementidi transizione(x;~|F |y )s pud essereestesaa questo
caso. E sufiiciente inventareun simbolo del tipo (R"|F|R’)s definito da
un’equazionesimile all’eq. (39) in cui noncompaionay e y, edin cuifigura
per S I'espressiongiu generaledell’azione. L’hamiltonianaedil funzionale
d’'impulso possonaesseralefiniti comenel paragrafo(10). Ulteriori dettagli
sonocontenutinellatesidell’autore?! .

21 La teoriadell’elettromagnetismalescrittada J. A. Wheelere R. P. Feynman,Rev. Mod.
Phys. 17, 157 (1945) pud essereespressan formadi principio di minima azionein cui
compaioneolamentde coordinatedelleparticelle. E statoil tentatio di quantizzarejuesta
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13. APPLICAZIONEALL'ELIMINAZIONE
DEGLIOSCILLATORIDI CAMPO

Un aspettacaratteristicalellapresentdormulazionee cheessaoffre una
visione panoramicadelle relazioni spazio-temporalin una datasituazione.
Primadi effettuarel'integrazionesulle z; in un’espressioneomel’eg. (39) si
haadisposizionainaformulain cui vari funzionali F' possonasserenseriti.
Si possonoquindi studiarele relazioni esistentifra gli stati quantisticidel
sistemaa tempidiversi. Discuteremaraun esempigoerrenderepiu definite
guesteosserazionipiuttostovaghe.

In elettrodinamicaclassicai campiche descrvono, ad esempio,l'in-
terazionefra due particelle possonoessererappresentatda un insiemedi
oscillatori. Le equazionidel motodi questioscillatoripossonovenirerisolte,
e gli oscillatori possoncesseresliminati (potenzialidi Lienard e Wiechert).
Le interazionichenerisultanocorrelanoil motodi unaparticellaad un dato
tempoconquellodell’altra particellaad untempodiverso.In elettrodinamica
quantisticail campoe ancorarappresentatala un insiemedi oscillatori, in
guestocasoper nonsi puo calcolarael motodegli oscillatori,cosiccle questi
non possonovenir eliminati. A direil vero,gli oscillatoricherappresentano
ondelongitudinalipossonaessereliminati, il chedaluogoadun’interazione
elettrostaticaistantanea. L’eliminazione elettrostaticae molto istruttiva, in
guantomostrain modo molto chiaro la difficolta dell'auto-interazione. Di
fatto, la situazionee cod chiarache non c’e alcunaambiguit nel decidere
qualeterminee scorrettoe debbaesseresliminato. Né I'intero procedimento,
néil termineeliminatosonorelativisticamentenvarianti. Sarebbeuspicabile
cheanchegli oscillatori cherappresentanondetras\ersali potesser@ssere
eliminati. Cio rappresentan problemapressock insormontabilenellamec-
canicaguantisticacorvenzionale Ci aspettiamaheil motodi unaparticellaA
adundatoistantedipendadalmotodi B adunistanteprecedente vice versa.
Unafunzioned’'ondai(z,, zp;t) pud invecedescrveresolo la dinamicadi
entrambde particelleallo stessaempo. Non c¢’e alcunmododi tenerconto
di cio che B hafattonel passatal fine di determinarél comportamentdi A.
L'unica possibilita consistenello specificardo stato,al tempot, dell'insieme
di oscillatori,chesenonoper‘“ricordare” cio che B (ed A) hannofatto.

Lapresentdormulazionepermettadi determinard motodi tutti gli oscil-
latori, e di eliminarli completamentedalle equazionidel moto chedescrvono
le particelle. Tutto cio e facile. Si devonosolorisolverele equazionidel moto
degli oscillatoriprimadi integraresullevariabili z; delle particelle.E proprio
l'integrazionesulle z; che cercadi condensaréa storiapassatan un’unica

teoria— senzaalcunriferimentoai campi—chehaportatol’autoreastudiarda formulazione
dellameccanicajuantisticaconsideratajui. L'estensionedi tali ideeal casodi funzionali
d’azionepiu generalié statasviluppatanella suatesidi Ph. D. “Il principio di minima
azionein meccanicajuantistica’(tesipresentatall’'universit di Princeton,1942).
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funzioned'onda. Questoe cio chevogliamoevitare. Naturalmenteil risul-
tato dipendedagli stati iniziale e finale dell’oscillatore. Qualoraessisiano
specificati,l risultatoe un’equazionger (x:|1|4 ) simileall’eq. (38),in cui
apparecomefattore—oltrecheexp(iS/ k) —unaltrofunzionaleG chedipende
soltantodalle coordinatechedescryvonole traiettoriedelle particelle.

lllustriamobrevementecomecio avvengain un casomoltosemplice.Sup-
poniamocheunaparticella(coordinatax(t), lagrangiand.(z, £)) interagisca
con un oscillatore(coordinatag(t), lagrangianas (4> — w?q?)) medianteun
terminevy(z, t)q(t) nellalagrangiangeril sistemacomplessio. Qui y(z,t)
& unafunzionearbitrariadellacoordinataz(t) dellaparticellae del tempo?2.
Supponiamali voler conoscerda probabilita di unatransizioneda uno stato
al tempot’, in cui la funzioned’ondadella particellae ;. e 'oscillatore &
nel livello enegeticon, ad uno statoal tempot” conla particellain x; e
I'oscillatore nellivello m. La probabilitacercatee il quadratadi

Xty om |1t On) S,+50+51

:/.../w;kn(qj)xg,,(zj)exp %(Sp+50+51) Pr (20)pn(0)-

dro day | drjr dgjs

dzidq;. 1
A a A a 3445 (61)

Qui ¢, (¢) elafunzioned'ondadell’oscillatorenello statorn, S, él'azione

.
[ary

Sp(Tit1,73)

Il
<)

i
calcolataperla particellaimmaginandahel’oscillatore siaassente,

S :jE_:l € [ qi+1 — i 2_£4 2
o 2\ ¢ 2%—}—1

=0

el’azionedel solooscillatore e

j—1
Sr=">_ v
i=0

(ovey; = v(=x4,t;)) € l'azione perl'interazionefra particellaed oscillatore.
La costantedi normalizzazioneper l'oscillatore, a, vale (2rei/ h)~z. Ora

22 |a generalizzazional casoin cui v dipendedallavelocit z della particellanon presenta
problemi.
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I'esponenzialelipendequadraticamentdatuttele ¢;, quindil'integrazionesu
tutte le variabili ¢; (0 < ¢ < j) pud essereeffettuatafacilmente- si trattadi
unasequenzali integrali gaussiani.

Pertantascrivendol’ = ¢ — ¢, sitrovacheil risultatodi taleintegrazione
& (2n hi sinwT /w) ™= exp|(i/ 1) (Sp,+Q(g;, 90))], oveQ(g;, qo) risultaessere
propriol’azioneclassicgperl'oscillatorearmonicoforzato(vedasia notal5).
Esplicitamentesi ha

Q(gj,9) =

coswT (g2 + ¢2) — 2¢;

t”

2 .
240 / (1) sinw(t — #)dt +
w

l

t'’
—”/fy sinw(t"” — t)dt —
W

// s)sinw(t” —t) sinw(s — t')dsdt |,

tt

ove~(t) estatarattatacomefunzionecontinuadd tempa Gli integralidovreb-
beroin realt esseresostituitida sommedi Riemanne le quantit y(z;, t;)
andrebberacritteal postodi y(¢;). Quindi @ dipendedalle coordinatedella
particellaa tutti i tempiattraversoy(z;, t;), e daquelladell’oscillatoreai soli
tempit’ et”. Corrispondentement&q. (61) diventa

<Xt”7 ‘pml]-l/(pt’a (pn>5p+So+SI =

dz dx;i_
/" /Xt”(xj)Gmn eXp( >¢t’($0) AO : .PE;l ld%':

(Xt | Grmnl®tr) s,

cheoracontienesolamentde coordinatedella particella. La quanti&e G, €
datada

Gmn = (27 hSinwT Jw) %//gam ;)
exp[(i/ 7)Q(a5, 90)]pn (90) dg;dgo-
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Procedendan modoanalogosi trova chetutti gli oscillatoridel campo
elettromagneticpossoncessereeliminati da unadescrizionedel moto delle
cariche.

14. MECCANICASTATISTICA
Spine relativita

Spessa problemidellateoriadella misurazionee della meccanicasta-
tisticaquantisticasi semplificanaquandovengondformulati secondal punto
di vista descrittoin questolavoro. Ad esempio,la perturbazionedovuta
allinfluenza di uno strumentodi misurapuo — in linea di principio — es-
sereeliminataper integrazionenello stessomodoin cui si & procedutoper
l'oscillatore. La matrice densif statisticaha una generalizzazionaitile e
piuttosto ovvia, che si ottiene consideranddl quadratodell’eq. (38). E
un’espressionsimile all’eq. (38), contenentgem I'integrazionesui duein-
siemi di variabili dz; e dz}. L'esponenziale sostituitoda exp[(i/ 7)(S —
S’)], ove S’ dipendefunzionalmentedalle variabili z; nello stessomodo
in cui S dipendedalle variabili z;. Essadescryve, ad esempio,il risultato
dell'eliminazionedegli oscillatoridi campogquanddo statofinale degli oscil-
latori non & specificatce si considerasoltantola sommasututti gli statifinali
m.

Lo spin puo esserdncluso nella nostradiscussionen modo formale e
'equazionedi Pauli perlo spin puo essereottenutanel modo seguente. Si
sostituiscan S(z;41, z;) il terminedi interazionecol potenzialevettore

e e
g Kit1 = Xi) - AlX) + 5 (Xi1 = Xi) - A(Xit1)

datodall’espression€l3) con

5210 (i = x)][o - AT + oo - Al - (ki = ).
Qui A eil potenzialevettore x; 11 €X; sonoi vettori posizionedellaparticella
ai tempit; 11 et; e o € il vettoreformato dalle matrici di spin di Pauli.
La grandezzab deve oraessereespressaome] [, exp[(i/ 1)S(ziy1,2;)], In
quantoessadifferiscedall’esponenzial@ellasommadi S(z; 1, z;). Quindi
® e qui unamatricedi spin.

Anchel’equazionerelatvisticadi Klein-Gordonpud esserettenutafor-
malmente aggiungendainaquartacoordinataper specificareé cammini. Si
consideraun “cammino” comeindividuato da quattrofunzioni z#(7) di un
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parametror. Tale parametrovienetrattatonello stessomodoin cui si con-
sideraa la variabilet: essovienesuddviso in intenalli di lunghezzee. Le
grandezzer!(7), z?(7),z3(7) sonole coordinatespazialidi unaparticella,
mentrez*(7) &il tempocorrispondenteSi usala lagrangiana

4

Y [(da”/dr)? + (¢fc)(da" /dr) Ay,

pu=1

in cui A* eil quadriettorepotenzialee nellasommai terminicony = 1,2, 3
sonopresiconsegnoopposto.Si puod dimostrarecheunafunzioned’ondache
dipendeperiodicamentelar soddish necessariamentequazionedi Klein-
Gordon. L'equazionedi Dirac si ottiene modificandola lagrangianausata
per'equazionedi Klein-Gordon— modificache e simile a quellanecessaria
nellalagrangiananonrelatvistica per derivarel’equazionedi Pauli. Cio che
si ottienee il quadratadell’'usualeoperatoredi Dirac.

Questirisultati perlo spine la relativita sonopuramentdormali, e nulla
aggiungonalla nostracomprensioneali tali equazioni.Ci sonoaltri modi di
ottenerd’equazionedi Dirac cheappaiongpiu promettential fine di ottenere
unamigliore interpretaziondisicadi questebellaedimportanteequazione.

L’autoreapprezzainceramentgli utili consiglidel professoH. C. Cor-
benesignorae del professoH. A. Bethe.Egli desideraingraziareal professor
J. A. Wheelerper moltissimediscussionidurantele fasiiniziali di questola-
VOro.






§5. Nuova formulazione della meccanicaquantistica

5.1 — Vogliamo concluderequestoQuadernocon la discussionali una
formulazionedella meccanicaguantistica(non relativistica) ottenutamolto
recentementdaunodegli autori(M. R.) 22. Questasceltahaunaduplicemo-
tivazione.Vedremoinfatti (comeanticipatonel paragrafa2.8) chei cammini
di Feynman generalizzati hannounaprofonda connessione conle traietto-
rie dinamicheclassiche.E nell’ambito del nuovo approccio,essiacquistano
unacaratterizzazionesplicita comesoluzioni di un’equazione differenziale
stocastica 2*. D’altro lato, la formulazionechedescrveremoemegein modo
completamenteraturale dall’'analogiafra meccanicagquantisticae processi
stocasticiclassici(su cui ci siamosoffermati a lungo nel capitolo 3): essa
nonealtrochela controparte quantistica delladescrizionadi Langevin di un
PSMC.Scriviamosimbolicamente

FORMULAZIONE PRESENTE

DI LANGEVIN ¢  FrormvULAzIONE. (D

Ci sembraguindi sorprendentehe questonuovo approccionon sia gia
notodaalcunidecenni!

5.2 — Abbiamovisto cheun PSMC puo esseralescrittoin due modi e-
quivalenti,anchesemolto differentifradi loro: I'uno basatcsull’equazionei
Fokker-Planckl'altro sull'integraledi Wiener Ma esisteun’ulteriore formu-
lazionedi un PSMC (alquantadiversadalle precedentiflovutaa Langesin 2°.

L'approcciodi Langevin € in un certosensail piu profondo,in quanto
si considerancesplicitamente le traiettoriefisiche del processo- comeve-
dremo, ogni altra informazione viene derivatada queste. Ricordiamoche
essenon figuranonell’approcciodi Fokker-Planck,mentrecompaionaosolo in
forma implicita nellaformulazionedi Wiener Ulteriormentel’effetto delle

23 M. Roncadelli,New Formulation of Quantum Mechanics, Pavia preprint(1991)(in
corsodi pubblicazione);Random Path Quantization of Nonrelativistic Systems,
Pavia preprint(1991)(in corsodi pubblicazione);Random Path Quantization in Ac-
tion, Pavia preprint(1991)(in corsodi pubblicazione).

24 Questaconcettoverra discussmel prossimoparagrafo.
25 p Langevin, Compt.Rend.Acad. Sci. (Paris) 146, 530(1908).



96

fluttuazioni e qui rappresentatin modo esplicito, contrariamente quanto
avvienenell'equazionali Fokker-Planck.

Al fine di semplificarela trattazionesfruttiamol’ossenazionefatta nel
paragrafa3.6 supponende- peril momento- cheil numerodi particelleresti
costante, cosiccleponiamoA (z, t) = 0 (effetti di emissioneadi assorbimento
verrannocconsideratin un seconddempo).

Sappiamoche un PSMC puo essereimmaginatocome un’evoluzione
temporaledeterministicagperturbatada fluttuazionigaussianeli fondo. Ab-
biamoanchevisto che— in assenzali fluttuazioni— le traiettoriefisiche del
processcsonodatedall’eq. (3.22). Ora, I'idea fondamentale di Langevin
consistenel supporrechel’effetto delle fluttuazioni sulle traiettoriedel pro-
cess@ossaveniredescritto aggiungendo semplicemeateunterminedi rumore
nell'eq. (3.22),cioe modificandatale equazionanel modoseguente

S0 = Vi€, 1) + (o). 52)

Questa la celebreeguazione di Langevin 2°. E essenzial@otareche
nell’eq. (5.2)la drift € imastainalterata, in perfettoaccordocol fatto chein
un PSMCle fluttuazioninon interferisconacongli effetti deterministici.

Discutiamoorail significatodell’eq. (5.2). L'aspettopiu caratteristico
dell’'equazionali Langerin e chele variabilin(t) non sonofunzioniassegnate
deltempo,bens rappresentanon opportungrocessatocastico Pertantdal
variabili vengonodefinite solo in senso probabilistico, specificandda loro
distribuzione di probabilita P[n(-)]. Quale? Al finedi determinareP[n(-)] &
cornvenientdimitarsial casoV (z, t) = 0 —cid non comportaalcunaperditadi
generalid, in quantoP[n(-)] & indipendente daV (z,t) 27. Quindil'eq. (5.2)
diventaora

LE0(0) = (1) (5.3)

echiaramentée suesoluzionirappresentanie traiettorie fisiche delprocesso
di Wiener. Sappiamaeraltro(si ricordi quantodettoalla fine del paragrafo
3.9) chela distribuzionedi probabilita pertali traiettoriee 22

26 Essagé I'esempiopil notofra le equazioni differenziali stocastiche, Su cui esisteuna
vastdetteraturanatematicdsi vedala bibliografia). Vaosseratochei matematicscrivono
I'eq. (5.2)nellaformapit rigorosad¢ ; (t) = V;(£(t), t)dt + dw;(t), ovew; il processo di
Wiener (cid verra ulteriormentechiarito nellanotal15). Preferiamaper attenerciqui al
formalismo(menorigoroso)chevieneusatocomunementeelle applicazionifisiche.

27" Ancoraunavolta, questofatto & consguenzadell'indipendenzadelle fluttuazioni dagli
effetti deterministici.

28 E ovvio chetutte le distribuzioni di probabilit devono esserenormalizzate.D'altra parte,



97

+oo
PE@()] ~ exp{ —(1/4D) / dt EQED(t) 3 - (5.4)

Poicte siamointeressatia determinareP[n(-)], notiamoche — facendouso
dell’eq. (5.3)-I'eq. (5.4) pud venireriscrittacome

+oc
PIE©) ()] ~ exp{ —(1/4D) / dt 7a(tyma(t) b (5.5)

A gquestopuntosfruttiamoil fatto chead ogni valoredi n(t) corrispondeun
valoredi £(%)(¢) 29, percui la probabilita 3 perun datoinsieme(continuo!)
di valori di n(t) & uguale alla probabilita 112 peri corrispondentivalori di
¢©)(¢). Evidentementeio implica

DEO )P ()] = D) Pla()]- (5.6)

Ma I'eq. (5.3) & lineare, quindi il determinanteg(funzionale3!) jacobiano
che connetteD¢(0) () a Dr(t) & costante. Di consguenzadall’eq. (5.6)
deduciamo®

PO ()] ~ Pn(-)] (5.7)

percuidall'eq. (5.5) otteniamainfine

400
Pn(-)] ~ exp{ —(1/4D) / dt 7:(t)ma(2) (5.8)

chehala bennotaforma gaussiana.

guandosi & interessatal calcolodei valori medi (comein questocaso)e pitl economico
ignoraremomentaneamentele richiesta,salvo poi normalizzareopportunamentevalori
medi(ritorneremosu questopuntopiu avanti).

Cio sguesemplicementdall'ipotesiche¢ ©)(¢) en(t) sianoconnessiall’eq. (5.3). Sinoti
chesottoopportunecondizionidi regolari& per V(z, t) (chesupporremcsoddishtte) ab-

biamopiu in generaleehead ogni valoredi n(t) corrispondesn valoredi £(t) soddisacente
all'eq. (5.2).

Contrariamentella praticaseguitain questoQuadernojntendiamogu: realmentda pro-
babilita e non la densita di probabili@!

Questapercte stiamoeffettuandoun cambiamentdli variabili fra funzionali.

Dato che consideriamalistribuzioni di probabilit. non normalizzates superfluoindicare
esplicitamenteale costante.

29

30

31
32
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Un processostocasticodefinito dall’eq. (5.8) e detto rumore bianco
gaussiano (RBG) 33,34,

Ritorniamoall'eq. (5.2). E chiarochele suesoluzionisonofunzioni di
t e dellaposizionez’ fissataad un (arbitrario)istanteiniziale t' (condizione
iniziale £(t') = ') oltre ad essergunzionali del RBG 7)(t): le indicheremo
comel(t; ', t'; [n(-)]). Essegodonodell’importantepropriet.

ALt 2, ¢ n()]) ~ (At)H/? (5.9)

cheseguedirettamentelal fattochen(t) € un RBG 5. Vediamochele traiet-
torie fisiche di un PSMCsonofrattali condimensionedi Hausdorf uguale
a due, ritrovandocos un risultato gia ottenutonell’ambito dell’approcciodi
Wiener(ritorneremasu questgountoin seguito).

Vanotatochela descrizionali Langevin di un PSMCpuo anche essere
vista comeun cambiamento di variabili n(t) — &(t;2',¢';[n(-)]) definito
dall’eq. (5.2) 36: il caratterenon banaledi questatrasformazioneg pura
consguenzalegli effetti deterministici.

Quantoappenasseratosuggeriscspontaneamenta domandaqual’e
la distribuzione di probabilita P[£(-)] per le soluzioni dell’'equazionedi
Langevin? L’argomentousatoprecedentementper ottenerel’eq. (5.6) ha
validita generalé®”, percui oraabbiamo

DE)PEC)]Y = Dn(t)Pln()]L . (5.10)

Si noti cheadess@referiamoconsideraréper maggiorechiarezzalun inter-
vallo di tempofinito t' < t < t”, supponendehealle soluzioniconsiderate
siaimpostala condizioneiniziale £ (') = z'. Dall’eq. (5.10)segue38

33 Strettament@arlandojl RBG & unagrandezz:matematicamentpatologicaE perguesto
motivo chei matematiciscrivono I'equazionedi Langevin comeindicato nellanota108.
Ulteriormentenella notazionequi usatasi haw;(t) = 550)(13). Tuttavia & statodimostrato
chel'uso del RBG portaa risultati corretti. (Perunatrattazionematematicamentggo-
rosadel RBG si veda: L. Arnold, Stochastic Differential Equations: Theory and
Applications (Wiley, New York, 1973)).

34 siosservichele variabili7(t) non appartengonallaparticellaconsiderata posson@nche
venireinterpretatedisicamentecomedescrventi un “campoesterndluttuante”agentesudi
essa:eccopercle abbiamausatol'espressioné fluttuazioni di fondo”!

35 piu precisamentee facile dimostrareche Aw(t) ~ (At)Y/2. Quindi'equazionedé(t) =

V (&(¢), t)dt + dw(t) implical’eq. (5.9).

Cio nondeve stupire:I'interateoriadelleprobabilié &, in ultimaanalisi,unatrasformazione

di variabili (si vedaal propositail testodi VanKampencitatonellanota75)!

87 Sitengapresentejuantodettonellanotal1i.
38

36

Unicamentepermotivi tipograficiscriviamo qui semplicementd”[£(-)] anzicte piu corret-
tamenteP[{(¢; z', t'; [n(-)])].



99

PO = J@",¢)Pl(-)]i (5.11)

ove J(t",t') eil determinantéfunzionale'!?) jacobianacorrispondentegioe
J(t",t") = detdn;(t)/5¢;(t*)|. Naturalmentd'eq. (5.2) none piu lineare(in
generale)cosiccte J(t”,t") non e costante Grazieall'eq. (5.2), J(¢",t') puo
esser@iscrittoin modopiu eloquentecome

J(",¢") = det Vi(z,t) 8t —t")|. (5.12)

z=£(t;z’ 30 ()])

d 0
_51.. -
|:dt J 6£Cj

Il calcoloesplicitodi J(¢",t") pud venireeffettuatoconmanipolazionformali
partendadall’eq. (5.12). Si ottiene3®

t//

0
J(tuatl) ~ exp _(1/2)/dt %W(.’L',t) |z=§(t;z’,t’;[n(-)]) (5]‘3)

tl

quindi la distribuzionedi probabilia per le traiettorie fisiche di un PSMC
uscenti da(z’,t') €120

t,,
" 8 "
t t
P[E()]p ~ exp —(1/2)/dt a—xiVi(%t) lo=¢ i st ( PO -
t,

(5.14)

E evidentechein guestoapproccictutte le quantigfisichemisurabilinascono
comemedie SUIRBG di opportunifunzionalidellesoluzionidell’equazioneli
Langevin. La media di unacertaquantig (- - -) € ovviamentedefinitacome

(¢-9), =N [ PrPeNC-) (5.15)

ove la costantadi normalizzazioneV deve esserdissatain modochesi abbia
(=1 1,

39 Si vedaad es.: J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena
(ClarendorPressOxford, 1989).

40 Questa la normalizzazione cui abbiamecaccennatmellanotal10.
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Mostriamoora comela probabilit di transizioneP (z”,t"|z’,¢") di un
PSMC possavenire espressdn termini delle soluzioni dell’equazionedi
Langevin 4!, A tal fine consideriamaancoral’evento B “% va da (z',t')
a (z"”,t")" la cui probabilita (totale)e proprio P(z"”,t"|z’,t"). Nel presente
contestduttele alternatve disgiunte*? secondde quali B pud realizzarssono
descrittedaquellesoluzionié (¢; ', '; [n(-)]) chesoddisnola condizione

§t"5 2,5 [n()]) = 2" (5.16)

per tutte le possibiliconfigurazioni(t) del RBG. In realta abbiamopero a
chefareconsoluzionigeneriche, chenon soddisnoin generalda condizione
(5.16). Si puo superarequestoostacoloassociandad ogni & (¢; =, t'; [n(+)])
la seguenteprobabilita di transizione

Pu(a","|2", 1)) =

( probabilia che I si muova lungo ) (5.17)
E(t;2',t';[n(-)]) e vadada (/,t') a (z",t") ’
Evidentementeguandoaccadeche &(¢; z',t'; [n(-)]) soddisa I'eq. (5.16),
P.(«",t"|z',t")[€(-)] & proprio la probabilit relativa ad unagenericaalter
nativa disgiuntaassociatall’evento B. Ma sappiamaheseconddl calcolo
classico delle probabilita la probabilita (totale) di un evento e datadalla
sommadelle probabilita relative alle possibili alternatve disgiuntesecondo
cui essopuo realizzarsi.Abbiamopertanto

P(",t"|2',t") = /Df(t)P*(ac”,t”|x’,t’)[§(-)] (5.18)

(5.16)

ove il sufisso(5.16) al segno di integrazionestaad indicarechel'integrale
va estesosolo all'insiemedi soluzionidell’eq. (5.2) che soddistinola con-
dizione (5.16). Procediamasserandoche P, (z",t"|z',t")[¢(-)] € di fatto
unaprobabili congiunta, percui possiamaiscriverel’eq. (5.17)nellaforma

P, (2", "2’ 1) [¢()] =

(probabilia che = vadada (z/,) ¥ si muove > .
a (z",t") lungo &(¢;2',t'; [n(-)]) | lungo (¢ 2,5 [n()])

41 Abbiamovoluto presentargui unadiscussiongil dettagliatadi quantousualmenterenga
fatto.

42 Sjricordi 'ossenazionefattanellanota28.
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probabilia che Z si muova (5.19)
lungo &(¢; 27,5 [n(+)]) '
Ulteriormentee evidenteche
probabilid che X si muova &
( ungo (t;a/, 3 [p()) ) = TGk (520

Pertantoponendo

P(a",t"|z",1")[n()] =

( probabilid che £ vadada(z’, ) ¥ si muove ) (5.21)
a («”,t") lungo £(t; 2", ¢'; [n(-)]) | lungo &(t; ", ¢"5[n()]) )7

otteniamo
P (a" "7, 1)[E()] = P(a",¢" |2/, ¢)[n(-)IPIEC)]E (5.22)
in virtu delle eq. (5.19), (5.20) e (5.21). Corrispondentementéeq. (5.18)

assumea forma

Pz, t"a’, ') = / DE(H)PIEC) P(a”, ¢, ¢) (). (5.23)

(5.16)

Ma grazieall’'eq. (5.10)abbiamo

144
’

P(a", "2, 1) = / Dn(t)Pln()]i P(a",t"|2', ) ()] (5.24)

(5.16)

A questopuntoé necessari@onoscerd’espressionai P(z",t"|z',t")[n(-)]
in funzionedi &(z;2',¢'; [(-)]). Abbiamosuppostdinoracheil numerodi
particellefossecostante. E chiarochein tale situazionesi ha

Po(a”,t"]a’, t)[n(-)] = o(z" — £(t"; 2", t'; [n(-)]))- (5.25)

Tuttavia e facile estenderd’eq. (5.25) al casogenerale in cui A(z,t) # 0.
Ponendmercorvenienza
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N probabilid di sopravivenzalungo
TlnC)le = ({(t;x’,t’; n(-)]) nell intervallo ¢ <t < ¢ (5.26)

sempliciagomentiprobabilistici*? forniscono

t”

T[n(-))t = expq — / dt A(E(t; 2,15 [n()]), t) (5.27)

t’

cosiccte al postodell’eq. (5.25)otteniamoora

P, "2, #)[n()] = 8(z" — £, ts nCDTOL (5.28)

in quantoi processidi emissioneed assorbimentaion interferisconocon
gli effetti deterministicie delle fluttuazioni(quindi le relative probabili si
moltiplicano). Ma seinseriamd’eq. (5.28)nell'eq. (5.24)scopriamaun fatto
molto importante: la forma particolaredi P(z"”,t"|z',t')[n(-)] tiene conto
automaticamente del vincolo chela condizione(5.16) debbaesseresoddi-
sfatta! Concludiamq(in virtu delleeq.(5.15)e (5.24))chenellaformulazione
di Langevin la probabilita di transizione & datada**

Pla",t"la’,1') = (P, "la',1)[n()]) - (5:29)

Possiam@ncheriscriverel’'eq. (5.29)in formapiu esplicita, facendaisodelle
eq.(5.27)e(5.28). Otteniamocos

P(a",)a! 1) = <6<w" e s O
" (5.30)

expg — [ dt A(&(t; ", [n()]), ¢ :
/ ( 1()]),t) >n

Un vantaggiodell’approcciodi Langevin & permettereunaderivazione
della formulazionedi Wienerin modo molto semplice *>. Consideriamo

43 Sivedaades.:F. W. Wiegel, Introduction to Path Integral Methods in Physics and
Polymer Science (World Scientific,Singapore1986).

44 VediamocheP(z", t" |2', ') & effettivamentenormalizzata.
45 E anchepossibilederivare I'equazionedi Fokker-Planck. Il metodo“classico” (basato
sullacosiddettaespansione di Kramers-Moyal) € riportatoades. in: H. Risken, The

Fokker-Plack Equation (Springer Berlin, 1984). Un metodoalternatvo & descrittonel
testodi Zinn-Justincitatonellanotal21.
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nuovamentd’insiemeC(z',t'; "', ") dellefunzioni continuex(¢) conestre-
mi fissi z(t') = 2, z(¢") = z’". Analogamentea quantofatto nel para-
grafo3.9,fissiamol'attenzionesullaprobabilit P(z"”, t"|z’, t")[z(-)] definita
dall’eq. (3.42). Essenzialmente;io checi proponiamodi fare e dervareil
postulato W2. Vanotatocheoratutti i camminiz(t¢) congiungondz’, ¢") con
(z",t"), percui sela particellasi muove lungoun certoz(t) essaraggiunge
(z",t"") con certezza — la situazioneera diversa quandoconsidergamole
soluzionidell’eq. (5.2). Pertantce evidenteche,nel casoin cui z(t) coincida
coné(t;z',t'; [n(-)]) pertuttii valoridi ¢t compresnell'intervallot’ <t < ¢”,
abbiamoP (z",t"|z',t')[z(-)] = P.(z",t"|2’,t')[£(-)]. Questaosserazione
piuttostoovvia pud esserdormalizzatanel modoseguente

P, "', 1) / DE)5[x(t) — £t ¢ () -
Pu(a ¢!, #)[E ()]

(5.31)

oved[- - -] eunadeltafunzionale di Dirac, cioeil prodottocontinuodi funzioni
deltadi Diracpertuttii valoridit compresnell'intervallot’ < ¢ < ¢". Usando
le eq.(5.10),(5.15)e (5.22),I'eq. (5.31)assumda forma

P(a", "o, t)[(-)] =

(3t - &6, 5 WO PGl ) - O

Siamo cos riusciti ad esprimerela probabilig per un camminodi Wiener
nell'ambitodell’approcciadi Langesin. Nonsolo,mainserendmell’eq.(5.32)
I'espressiondi P(z",t"|z',t")[n(-)] datadalleeq.(5.27)e (5.28)e possibile
calcolareesplicitamente P(z",t" |z, ¢')[z(-)]. Sitrovaperquestavia proprio
quantostabilitodal postulato W2. Ma € anchepossibilederivareil postulato
W3! Infatti, integrandol’eq. (5.32)suC(z’,t'; ", ¢") siha

[ Patyp e ) = (Pt OC)  (5.33)

in quantol’operazionedi integrazionenon fa altro che eliminared[- - -] dal
secondanembrodell’eq.(5.32). E grazieall’eq. (5.29)otteniamd’eq. (3.47).

Vogliamoconcludereonun’importanteosserazione.Comeseguedalle
eg.(3.49)e (5.9), sia i camminidi Wiener che le soluzionidell'’equazionedi
Langerin sonofrattali con dimensionadi Hausdorf ugualea due. Cid non
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e casuale. La derivazionedei postulatiWw2 e W3 mostrachiaramenteche ;
cammini di Wiener che congiungono (z',t') con (z",t") possono venir
interpretati come soluzioni £(t; ', t'; [n(+)]) che soddisfano la condizione
("2, t';[n(-)]) = z” — dopotutto, gli uni e gli altri descrvonole stesse
traiettoriefisichedi un PSMC!

Quest'ultimoe unrisultatodi granderilevanza,percui ci sembraoppokr
tunodarneunadimostrazionelternatva (che puo forseapparirepiu esplicita
dellaprecedente)Chiediamociqualesiala distribuzionedi probabilit perle
traiettoriefisiche di un PSMCuscentida (z’,t¢'). Si osservichenel casoin
cui il numerodi particellee costante la rispostagia la conosciamo fornita
dall’eq. (5.14). E pem molto facile considerareél caso generale, in quanto
bastacombinarel’eq. (5.14) con I'eq. (5.27) (quest'ultimatiene conto dei
processii emissiones assorbimento®. Otteniamo'2°

t”

Pl ~ oo~ [[at |52 vitwn) + A,

zz&(t;ﬂ,t’;[n(-)])}

Pln(-))t/ -

in cui compareesplicitamentél RBG. Tuttavia P[{(-)] puo venire espressa
completamenteinterminidié(¢; 2',¢'; [n(-)]). Atalfineésufiicienteeliminare
n(t) dall’eq. (5.8) facendausodell’eq. (5.2). Abbiamoquindi

t”

P ~ eXp{_/dt [419( Vil (5.35)

-Vi(z,t) + A(z, t)]

; }

20z a=¢(tsa! 3n(-)])

Ma I'eq. (5.35) coincide con la distribuzione di probabili& P[z(-)] per i
cammini di Wiener 47 (si vedanole eq. (3.43), (3.44), (3.45) e (3.46)),
dimostrandocos la completa equivalenza fra questiultimi e le soluzioni
§(t;2',¢'; [n(-)]) chepassanper(z”,1").

5.3—Nel casodellaparticellaS descrittadall’azioneclassica2.33)e un
giocofin troppofacile ottenereaunaformulazionedellameccanicajuantistica

46 procediamaello stessanodoin cui abbiamaderivatol’eq. (5.28)partendadall’eq. (5.25).

47 Naturalmentequesti ultimi soddiséno la condizionez(t") = z'’ mentrele soluzioni
dell'eq.(5.2) chefiguranonell’eq. (5.35)non soddisino(in generale)a condiziong5.16).
Ma questdfatto e qui del tutto irrilevante.
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comecontroparte della descrizione di LangevindiunPSMC:bastaicordare
l'eq. (3.1) e far usodella completa corrispondenza frale dueteoriestabilita
dalle eq. (3.39), (3.40) e (3.41) unitamentealle definizioni (3.35), (3.36) e
(3.37)!

Cominciamodall’equazionedi Langevin (5.2). Graziealle eq. (3.40)e
(3.36)essadiventa

%éi(t) = _%Qi@ (#):8) +mi(2) (5.36)

chee I’ equazione di Langevin Sucui € basatoil presenteapproccio. Ora,
nel casodi un PSMC le fluttuazioni sono simulateda un RBG definito
dall’eq.(5.8). Analogamente- almenodaun puntodi vistaformale— le flut-
tuazioni quantistiche *® sonosimulatequi daun rumore bianco di Fresnel
(RBF) %%, chesi ottienedall’eq. (5.8)in virtu delle eq.(3.39) e (3.35). Natu-
ralmenteadessde probabilita vannosostituitedalle corrispondentampiezze.
Quindiil RBF e definitodalladistribuzionedi ampiezza 5°

+o00

Aln(-)] ~ exp (i/2)(m/h)/dtm(t)m(t) : (5.37)

—0o0
Un concettochiave nellaformulazionedi Langevin di un PSMCe la proba-

bilita di transizione (condizionata)P (", t"|z’,t')[n()] lungo £@; ', t's ()
definitadall’eq. (5.21). Ponendmra

(2, ¢")a’ ) (-)) =

(ampiezzacheS vadada (z',t") S si muove ) (5.38)
a (z",t") lungo &(t; 2, s [n(-)]) | lungo &(t; 2,25 [n(-)]) '

I'eq. (3.1)implicaevidentemente

P, "o, ) ()] «— (2", "|2", 1) [n(-)]. (5.39)

48 | 'espressiond fluttuazioni quantistiche” viene usatacon significati spessddifferenti.
Ritorneremasu questoargomentonel paragrafdb.7.

49 Questadenominazionéraeorigine dal fattochenell’eq. (5.37)figural’analogofunzionale
di unintegraledi Fresnel.Si noti cheformalmentdl RBF puo esserevisto comeun RBG
concostantdi diffusioneimmaginaria (D = 1 h/2m), quindi alcuneproprief del RBG
valgonoancheperil RBF (questopuntoverra precisatanelladiscussioneseguente).

50" Anchequinonci preoccupiamali normalizzarde distribuzionidi ampiezze A posteriori
si scopre(discutendoesempifisici espliciti) che la correttacostantedi normalizzazione
nell'eq. (5.37)e proprio uno!
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Sfruttandol’eq. (5.39),la formaesplicitadi (z",t"|z’,t')[n(-)] seguediretta-
mentedalleeq.( 5.27)e (5.28)facendaisodelleeq.(3.41k (3.37). Otteniamo

(2", "2, ) ()] = o(z" — £(t"; ', 5 [n(-)]))-

tll
0
exp{(1/2m) / dt 5 —i(z,1) |x—s<t;xf,t';[n<->1>}'

2
t!

t”
exp{(z/ h) /dt (%Qi(m,t)ﬁi(m,t) + @(a:,t)) } )
z=¢(t;a’,t'5[n(-)])
tl
(5.40)

Concludiamac- graziealle eq.(5.29),(3.19)e (5.39)—cheil propagatore
quantisticoemege qui comemedia sul RBF 51

(", ¢"la’,t) = (", ¢"]a', ) nC)]) . (5.41)

n

Inserendd’eq. (5.40)nell’eq. (5.41)abbiamocesplicitamente

<.’E”,t”|:13’,t’> _ <5(:E” _ §(t”;$’,tl; [77()]))

0
eXp{(]_/Qm) dt a—%Qz(xat) z_ﬁ(t,w',t'a[”()])} '

xE(t;OU',t'E[TI(')])}>7]

(5.42)

t

"

exp{—(z'/ h)/dt (%Qi(w,t)ﬁi(x,t) + <I>(x,t)>

t!

checostituisceessenzialmeniénostrorisultato finale: il propagatore quan-
tistico espressm terminidelle soluzioni dell’equazione di Langevin (5.36).
Tuttavia I'eq. (5.42) puo veniresemplificataun po’ definendo

0
8:53-

A(t"; &', 15 [n(-)]) = det

&(t" 2!t [71(')])‘ - (5.43)

51 'operazionedi mediasul RBF & definitacomenel casodel RBG, ciog dall’eq. (5.15)con
P[n(-)] sostituitoovviamenteda A[n(-)] e N = 1.
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Un semplicecalcoloda 52

t”
]
", 14l _ .
A" 2", 15 [n()]) = exp —(1/m)/dt a2, (@0 lo=e(ar 410D
tl
(5.44)

chepermettedi riscriverel’eq. (5.42)nellaforma

(') = (B~ €50 L5 OAW S 5 Iy

opd —(i/ h)/dt (%Qi(ﬁ,t)ﬁi(x,t) + @(x,t))

z=£&(t;z’ ,t'5[n(-)]) >77
(5.45)

E importantesottolineareche— bencle I'eq. (5.45)sia statadedottain modo
abbastanzeorvincente-gli agomenticheabliamousatosonoesenzidmente
euristici, percui e necessarigerificare(a posteriori) chel’eq. (5.45)fornisce
realmente il propagatorelell’equazionali Schibdinger(naturalmente stato
dimostratochele cosestannceffettivamentecos).

Un vantaggiodi questaformulazioneé fornire la derivazionedell'ap-
procciodi Feynmanin modo quanto mai semplice (€ sufiiciente seguirela
stessastratgia sviluppatanel paragrafgrecedente)®. Consideriamayuindi
lo spaziodei camminiC(z’,t'; 2", ") e fissiamol'attenzionesul’ampiezza
(«",t"|2',t")[z(-)] definitadall’eq. (2.34). E immediatoesprimerequesta
ampiezzaomemedia SUIRBF (in cui compaionde soluzionidell’eq.(5.36)):
bastainfatti usarele eq.(3.53)e (5.39) perotteneredall’eq. (5.32)

"

(@ "l )2 ()] = (Slat) — £t 3 (I -

(5.46)
<:v”,t"|$',t'>[n(-)]>n-

52 senell'eq. (5.36) non comparissé terminedi rumore,l'eq. (5.44)manterrebbéa stessa
forma: avremmoalloraun risultatobennoto a chi si occupadi sistemidinamiciclassici
(sivedaades.: R. Kurth, Aziomatics of Classical Statistical Mechanics (Pegamon
PressQxford, 1960)). Si puo pero dimostrarechel’eq. (5.44)vale anche in presenzali un
rumore additivo (Qualeeil casodell’'eq.(5.36)).

5 E anchepossibilederivarel’equazionedi Schibdingerpartendadall’equazioneli Langesin
in modomolto simile a comesi ottienel’equazionedi Fokker-Plancksecondda stratgia
discussalazZinn-Justin(si vedala notal27).
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Inoltre, sesi inseriscenell’eq. (5.46)'espressionali (=", t"|z',t')[n(-)] data
dall’eq. (5.40) & possibilecalcolareesplicitamente (z",t"|z',t')[z(-)]. Si
ritrova per questavia proprio quantostabilito dal postulato F2. (Questoe
un modo per verificare la correttezzadell’eq. (5.45)). Ancora, integrando
I'eq. (5.46)suC(z’,t'; 2", t"), siha

[ Patiia” it )ia] = (@ O], (54

dato che I'operazionedi integrazioneelimina 4[- - -] dal secondomembro
dell’eq. (5.46). Infine I'eq. (2.37)— cioe il postulato F3 — emege combi-
nandol’eq. (5.47)conl’eq. (5.41).

Analogamente quantosi hanelladescrizionadi Langesin di un PSMC,
anchde soluzionidell'equazioneali Langevin (5.36)sonofrattali condimen-
sionedi Hausdorf ugualea due °*. Non stupisceche questaproprief: sia
condvisa dai camminidi Feynman. Infatti le eq. (5.46) e (5.47) implicano
chei cammini di Feynman che congiungono (z',t') con (z",t") possono
venire interpretati come soluzioni &(t; ', t';[n(-)]) che soddisfano la con-
dizione E(t"; 2,5 [n(+)]) = ="

Alternativamente,si pud giungerea questofondamentaleisultato de-
finendo unadistribuzionedi ampiezza AE(+)] °° perle soluzionidell’eq.(5.36)
uscentida(z’,t') (consideranddintervallo di tempot’ < ¢t < t"). La forma
esplicita di A[£(+)] pud esserettenuta— ancoraunavolta grazieall'eq. (3.1)
— da P[¢(-)] datadall’eq. (5.35), usandola corrispondenzastabilita dalle
eg. (3.39), (3.40) e (3.41) congiuntamentelle definizioni (3.35), (3.36) e
(3.37). Ricordandol’'ampiezzaA[z(-)] peri camminidi Feynmandefinita
dall'eq.(2.35)ele eq.(2.33)e (2.36),si trova proprio A[£(-)] = A[z(-)].

E evidentechel'eq. (5.36)— senza il terminedi rumore— non possiede
alcunsignificatospecificoin meccaniceclassica. Cio comportache non vi
siaalcunarelazione frale soluzionié(¢; 2, t'; [n(-)]) ele traiettoriedinamiche
classichenellospaziadelleconfigurazioni.Pertantdra questaultime edi cam-
mini di Feynmannon sussiste alcun legame (Comeanticipatonel paragrafo
2.8) (si vedaancheguantoverra dettonel paragrafdb.6).

5.4—Vogliamomostrarechela formulazionedellameccanicajuantistica
descrittanel paragrafgrecedent@ud essergostain unaformaalternativa,
chepossiedein legame molto stretto con la meccanica classica.

Abbiamo consideratd’azione classicaS[z(-)] definitadall’eq. (2.33):
cio presupponéda sceltadi un insiemedi potenzialiG = {Q(z,t), ®(z,t)}.
Consideriamancord’equazionedi Hamilton-Jacobassociata S|z (-)]

54 Sipossonaipeterequile stesseonsideraziorfiattenelparagrafd.2perottenerd’eq. (5.9).

55 Unicamenteper motivi tipografici, scriviamo qui semplicemented[£(-)] anzicte pili cor
rettamenteA[E(t; ', t'; [n()])].
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2S(gv,t) + L ( 0 S(z,t) — Qi(a:,t)> + &(z,t) =0 (5.48)

ot 2m \ Ox;

edinterpretiammgni suasoluzioneS(z, t) comela generatriceli unatrasfor
mazionedi gaugeg — G = {Q(z,t), ®(z,t)} 55. Esplicitamente

Qi(z,t) = Q(z,t) — (9(:91:- S(z,t), (5.49)
®(z,t) = ®(x,t) + %S(w,t). (5.50)

Questarasformazionenducenell'azioneclassical cambiamentd[z(-)] —
S[z(-)], con

Sla() = Slz(E — [S(=¢"),t") - S(a(t'),t')]- (5.51)

Corrispondentementepropagatorguantisticcassociat@ S[z(-)] € connesso
aquelloassociata@ S[z(-)] dallarelazione®”

m _ e_(i/ h)[s(l‘//’t//)_s(g:’,t’)]<xll’ t”|$’, tl>. (5.52)

Quantizziamadessdazioneclassicas[z(-)] seconddo schemalelparagrafo
precedentel’equazionadi Langevin (5.36)e ora

%E"(t) = —%Qz(f (t),t) + mi(t) (5.53)

che—in virtu dell’eq. (5.49)— puo venireriscrittacome

%&(t) = % ( aiiS(:z;,t) - Qi(a:,t)> + i (t). (5.54)

w=£(t)

56 Ricordiamochenel presenteQuaderndgnoriamo(per semplicii) i problemidovuti all’e-
sistenzali punti focali e caustiche nello spaziodelle configurazioni.

57 1l modopitifaciledi derivarel’eq. (5.52)édi esprimeesia(z’’, t' |z, t') che(z" , t! |z’ ')
in funzionedi S[z(-)] e S[z(-)] (rispettvamente)secondd’eq. (2.31), paragonand@oi i
duerisultati.



110
E proprio nella differenza fra le equazionidi Langesin (5.36) e (5.54) che

consistela diversita di questaformulazionerispettoa quelladel paragrafo
precedentel’espressioné5.42)del propagatoreguantisticadiventa

C T <6<x" & ()

t”
9 _
exp{(l/Qm)/dt oz, Qy(x,t) xE(t;iC',t’;[n(')])}.

t/
z—&(t;w’,t’;[n(-)])}>77

exp { —G/ h)]udt (%Qi(w,t)ﬁi(x, 1) + &(z, t))

(5.55)
Ma le eq.(5.48),(5.49)e (5.50)implicano
1 - _ _
%Qi(w,t)fli(:v,t) + ®(z,t) = 0. (5.56)
Comein precedenzajefiniamo
A " 1 4! 8 - " 1 4l
A% et [n()]) = det) =5 &(tT5 o ,t;[n(-)])‘ (5.57)
J

ottenendo

t”
_ o -
At 2", 15 [n(4)]) = exp{(l/m) dt B—MQi(x’t) x—f(t;m’,t’;[n(.)])} .
t!
(5.58)
Graziealle eq. (5.56) e (5.58), I'eq. (5.55) si semplificanotevolmente,as-
sumendda forma

@, 0) = (8" = E(t"sa' 13 MO AW !, 5 [ ()2)
(5.59)

Paragonanddinfine I'eq. (5.59)all’eq. (5.52)otteniamoun’espressionelter-
nativae pPeril propagatore@uantisticoassociat@ll’ originaria azioneclassica
S[z(-)] in cui compaionoora le soluzionidell’equazionali Langevin (5.54)
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<.’E”,t”|$’,tl> — i/ RSz t")=S (= "),

_ _ 5.60
(o & s mODA@ s o) - T

Sottolineiamachequantodettovale perun’abitraria soluzioneS(z, t) dell’e-
quaziong(5.48)°8.

5.5—La formulazione a cammini aleatori *°° dellameccanicajuanti-
sticae stataottenutadi fatto nel paragrafdb.4. Tuttavia ci sembraopportuno
riassumerngli aspettfondamentalseguendoun ordinelogico.

Diversamentdaquantoavvienenellealtreformulazionidellateoriaquan-
tistica, si assumeyqui comepuntodi partenzgoropriola meccanica classica
(approcciodi Hamilton-Jacobi).Ricordiamoche, nel casodella particellaS
descrittadall’azioneclassica2.33),I'equazionedi Hamilton-Jacobge

2
%S(a:,t) + % (%S(m,t) — Q,-(x,t)) + &(z,t) = 0. (5.61)

Supponiamali conoscerein integraleparticolare S(x,t) dell’'eq.(5.61). Al-
lora la traiettoriadinamicaclassicag(t; z’, t'; [S()]) controllata da S(z,t)
soluzionedell’equazione

%qi(t) _ % ( 81 S, 1) — Qi(:c,t)> (5.62)

z=q(t)

Ricordiamoancheche ¢(t; z',¢';[S(-)]) corrispondealla condizioneiniziale

q(t") = =', p(t') = (V) (<, 1').
La quantizzazione si effettuatrasformandd’eq. (5.62)in un’equazione
di Langevin

e + (ﬁ> v ni(t)  (5.63)

Loty =2 ( 0 S(a;,t)—Q,-(gc,t))

m \ 0x;

m

nellaqualen(t) & un RBF definitodalladistribuzionedi ampiezza 132 » 3°

58 |nfatti il secondomembrodell’eq. (5.60) & (globalmenteYindipendente dalla sceltadi
Se,t)

59 Sj noti chele eq. (5.63) e (5.64) sonostateriscritte in modo leggermentediverso (ma
equivalentealle eq.(5.54)e (5.37)).
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+oo

Aln()] ~ exp{ (i/2) / dt mi(tymi(t) b (5.64)

-0

E evidentechenel limite 7 — 0 e/om — oo siritrovala meccanicalassica.
Ulteriormenteil RBF possiedeora un significatouniversale ¢°. Indichiamo
coné(t; 2, t';[n(+), S(+)]) lasoluzionedell'eq. (5.63)concondizioneiniziale
£(t") = z’ e controllatadall'integraleS(z, t) dell’eq.(5.61). Questesoluzioni
descrvonoi cammini aleatori quantistici (CAQ), chesonogli oggettifon-
damentalisu cui si basala presentdormulazione. E chiarochei CAQ sono
frattali condimensionedi Hausdorf ugualea due 135, Abbiamovisto cheé
corvenientedefinire

A5t [n(-), S()]) = det

ai,_fi(t”;w’,t’;[77(-),5(-)])‘ (565)

e sappiamanchechevalelarelazione

A" 2", 15 [n(), 8()]) =

t”

exp (1/m) / dt a‘l ( aii S(s, 1) —Qi(m,t))

t!

w=(tsa' ,t'5[0(),5 (-)])
(5.66)

Si trattaora di esprimerel propagatoreuantistico(z”,t"|z’, ') in termini
dei CAQ. La stratggia che sgguiremoconsistenell’analizzarel’'evento A “S
va da (z',t') a (2",t")” facendouso dei CAQ (anzicte dei cammini di
Feynman come nel paragrafo2.4). Ma questomodo di procederenon e
altro che I’ analogo quantistico dell’analisi fatta per un simile evento nel
casodi unPSMCal fine di ottenereP (", t"|z',t") in termini dellesoluzioni
dell'equazionedi Langevin. Ancora unavolta I'eq. (3.1) e le sueforme
piu specificheci permettonali raggiungerel nostroobiettivo in modoquasi
banale.

Ricordiamocheperun PSMCun concettdfondamentale la probabilita
di transizione (condizionata)P(z",t"|z',t")[n(-)]) lungo una soluzione
&(t;2',t'; [n(-)]) dell’'equazionali Langevin (5.2)

60 Concidintendiamadire cheil RBF& completamente indipendente dalsistemalinamico
considerato.
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P(a",¢"|',¢)[n()] =

¥ si muove

probabilia che Z~ vadada(z’,t’) )
( |ungo é(t; .’L'I, t’; [77()]) . (567)

a (z",t") lungo &(t; 2,15 [n(+)])

E statoquindi dimostratonel paragrafcb.2 cheP(z",t"|2',t") emegecome
media di P(z",t"|z',t")[n(-)] SURBG

P(a", "', ) = (Pla",t"la', 1) [n()]) - (5.68)

Ritornandaal casoquantisticog naturaledefinireun’ampiezza di transizione
(condizionata)z”,t"|z’,t")[n(-), S(-)] lungo un (generico)CAQ
<$”, tllll'l, tl>['f]

(-
( ampiezzache S vadada (z/,#') a
(z",¢") lungo &(t;2',t'; [n(-), S(-)])

), 8()] =

S(:
S | muwe lungo
£tz

' [n(-), s<->]>> - (569)

E alloraowvio chel'eq. (3.1)implica

P(x”at”"xl’tl)[n(')] A <$”at”‘$latl>[7’(')’S(')]' (5'70)

Ma in virtu delle eq. (3.19) e (5.70) concludiamodall’eq. (5.68) cheil pro-
pagatore quantistico emegequi comemedia di (z”,t"|z’,t')[n(-), S(-)] sul
RBF 133

(@ t"la', ) = (@, #"]a, 1)), SC)]) (5.71)

A questguntoe necessarigpecificareome(z”, t" |z, t')[n(-), S(-)] dipenda
funzionalmenteda &(¢; 2, t'; [n(-), S(-)]). Notiamo preliminarmenteche la
strutturadi (=", ¢ |z',¢')[n(-), S(-)] €

(2", t"|2", 1) [n(-), S()] =
o(z" — &(t"; ', 25 [n(-), SO A(), S()] (5.72)

in quanto— in virtu del suo significatofisico — essadeve esserenulla per
"2t n(+), S(+)]) # «”. Osserviamoche avremmo potuto derivare
I'eq. (5.72)dall’'eq. (5.28) usandadl’eq. (5.70). Potremmoanchecercaredi
determinareper questavia la forma esplicita di A[n(-), S(-)], facendouso
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della corrispondenzalefinita dalle eq. (3.39), (3.40) e (3.41) 5*. Ci sem-
bra tuttavia un fatto notevole che si possapenenire a questaespression@
modoancorgpiti sempliceetotalmentediverso. Supponiamanfatti diinserire
I'eq. (5.72)nell'eq. (5.71). E evidenteche (z",t"|z’,t')[n(-), S(-)] dipende
dal particolareintegrale S(z, t) dell’'eq. (5.61)chee statoscelto. Pertantdale
dipendenzalovrebbemanifestarsinche nel propagatorejuantistico.Ma cio
e assurdo: (z",t"|z',t') dipendesolo da (z',t') e (z",¢"). Siamoquindi
indotti a richiedereche la media di (z",t"|z',t')[n(-), S(-)] sul RBF non
dipendadaS(z, ) 52. Sipuo alloradimostrarechequestarequisitodetermina
completamente A[n(-), S(-)]! Otteniaman tal modo

@ " (), S ()] = (il RS ") -5 )],

(5.73)
(o — €52 3 (), SODIAEs 2, ' (), SO

Bastaorainserirel’eq. (5.73)nell’'eq. (5.71)perconcluderechela rappresen-
tazione a cammini aleatori del propagatorguantisticarisultaessere

<.’L‘”,t”|.’El,t’) _ e(i/ RS2 ") —S (' t")].

(0" = €t"sa! ¥5n(), SOAEs 2!, #5n(), SN2 .

n

(5.74)

Questaespressionealeperun’arbitraria soluzioneS(z, t) dell’'equazionedi
Hamilton-Jacobi(5.61) 14°, conferendocos una notevole “flessibilita” alla
presentdormulazione®3.

L'approcciodi Feynmanemege in modo molto semplice nel presente
contestoe la discussiondattaa tale propositonel paragrafo5.3 puo essere
ripetutaqui allalettera®*. Ovviamentd’eq. (5.46)diventaora

(", t"la! #)]2()] = (dla(t) — &t ¥'s In(), SO

(5.75)
("¢l ¥)n(), S()])

n

e similmentel’eq. (5.47)assuméa forma

61 Tuttavia questastratgjia & oramenoimmediataispettoa quantosi & visto nel paragrafds.3.
62 OvviamenteS(z, t) deve sempresoddisrel’eq. (5.61).

63 Quantodettonellanota55 circala validita dell'eq. (2.52)vale anche perleq. (5.74).

64 valeanchequi I'affermazionefattanellanotal35.
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[ Patiia” ¢l )ia) = (@@ e )l SO) . (576)

Vediamocheil postulato F2 pud esserelerivato calcolandoesplicitamente
(", ¢, t")[=(-)] in terminidei CAQ secondd’eq. (5.75). (Perquestavia si
verifica anchela correttezzalell’'eq. (5.74)). Ulteriormenteil postulato F3 si
ottienecombinandd’eq. (5.71)conl’eq. (5.76).

5.6—Mostriamoorachela formulazione a cammini aleatoridellamec-
canicaquantisticachiarisce la naturadei camminidi Feynmangeneralizzati.

Probabilmentd lettoresaameravigliato dalfattocheabbiamanterrotto
la discussionalel paragrafgprecedent@roprio quandoeravamosul puntodi
faredelle affermazionisullarelazionefra camminidi Feynmane CAQ, nello
spirito dell’analisibasatasulle eq. (5.46) e (5.47) (fine del paragrafos.3). |l
motivo &€ semplice:untalerisultatonon sarebbeorretto! A causadelfattore
esponenzialéndipendente dal rumore presentaell’eq. (5.73)sarebbénfatti
errato trarreconclusionisimili dalleeq.(5.75)e (5.76)°.

Unamanierapiuttostoovvia di evitare questadifficolta consistenel con-
siderare-al postodi (z",t"|z’,t")[n(-), S(-)] — la nuova ampiezza

(@, t"|2", )40 (), S()] = 0(z" — £ 27,25 [n(-), S())-

A(t";x',t’; [7](')7 S(.)])I/Z. (5.77)

Corrispondentementaefiniamosu C(z’,t'; ", ¢"") unanuova ampiezzanel
modoseguente

(@, "]’ t)u[x ()] = <5[fv(t) - &t (), SCDTE -

(5.78)
(@, 1"la', ) fn(), SO

L'analogiafra le eq.(5.75)e (5.78) e evidente. Procediamauindiintegrando
'eq. (5.78)suC(z’,t'; 2", t"). Analogamente quantogia visto, otteniamo

65 Laconnessionéra camminidi Feynmane soluzionidell’eq. (5.36)ricavatadalleed. (5.46)
e (5.47) ¢ corretta proprio percte sia sottoil segnodi integrazione nel primo membro
dell’eq. (5.47) che sottoil segno di media nel secondomembronon compaionofun-
zioni banali rispettoa tali operazioni. Orainvecesottoil seggnodi media nel secondo
membrodell’eq. (5.76) & presenteun esponenzialéndipendente dal rumore, in virtl
dell’'eq.(5.73).
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[ Pat)a ¢l ). 12 0] = (@ e, n(), SO . (.19

Ci siamoricondottiin tal modoalla situazionediscussanel paragrafdb.3 (si
vedandaeq.(5.46)e (5.47)).

Osserviamehee possibilecalcolareesplicitamente (", t" |z’ , t') « [z (-)]
inserendd’eq. (5.77)nell'eq. (5.78). Conalcunemanipolazioniformali (pe-
raltro abbastanzatandard}ki trova

(@, t"|2", 1) e ()] = 0(a" — 2(t"))d(2" — w(t'))-

t//

e i/ /2 [at [@-(t) - o (st - )

t’

2
x:m(t)]

(5.80)

macio implica

/Dx@x"ﬂmt () /ona S0 — z(t'))-

2
w:wul

(5.81)

Ricordandd’eq. (2.52)vediamo-grazieall’eq. (5.81)—chei camminichecon-
tribuisconoeffettivamente nell'integraleaprimomembrodell’eq.(5.79)sono
proprioi cammini di Feynman generalizzati definitinelparagraf®.8. Giun-
giamocod (sullabasedelleeq.(5.78)e (5.79))alla conclusione:i cammini
di Feynman generalizzati controllati da S(z,t) che congiungono (z',t")
con (z",t") possono venire interpretati come CAQ &(t;2',t';[n(), S()])
soddisfacenti alla condizione £(t"; 2,5 [n(-), S(-)]) = =" 5.

e (i/ B)(m/2) / d laci(t) - (st - 9uta0)

66 Avevamoosserato(paragraf@.9)chenon esistona@amminidi Wienergeneralizzati. Ora
il motivo di taleaffermazionedovrebbeesserehiaro. Infatti, seessiesistesseraovrebbero
esserénterpretabilicomesoluzionidi un’equazioneli Langesin diversa dall’eq.(5.2) ma
fisicamente equivalenteadessa.A differenzadel potenzialevettoreQ(z, t) checompare
nell’'eq. (5.36),la drift V(z,t) chefiguranell’eq. (5.2) & unagrandezzassservabile: cid
precludela possibilia di effettuaresu di essatrasformazionisimili all'eq. (5.49) senza
alterarde descriziondisica. Questecircostanza consguenzalel fattoche—in assenzai
fluttuazioni— un PSMCubbidiscead unadinamicaaristotelica anzicte newtoniana (Si
ricordil'eq. (3.22)).
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Avevamoconclusonel paragrafos.3 che non sussistealcunlegamefra
camminidi Feynmanetraiettoriedinamicheclassichenello spaziodelle confi-
gurazioni. D'altra parte,la rappresentaziongel propagatoreuantisticopre-
sentatanel paragrafd.8 suggerisceheperi camminidi Feynmangeneraliz-
zati le cosevadanodiversamente Siamoorain gradodi discuterecompiuta-
mentequestgunto. Contrariamentaquantasi haperl'eq. (5.36),I'eq. (5.63)
— senza il terminedi rumore— possiedain profondosignificatoin meccanica
classicajn quantoessacoincideconl’eq. (5.62). Cido comportachel'insieme
dei CAQ &(t;2',t'5[n(+), S(-)]) controllatida S(z,t) nascadalla traiettoria
dinamicaclassicag(t; 2, t'; [S(-)]) per effetto del terminedi RBF presente
nell’eq. (5.63). Quest'ultimoe la sogentedgyli effetti quantistici, che si
manifestanaellaproprieBl A¢(t) ~ (At)Y/2. Pertantai CAQ controllati da
S(z,t) appaiono come curve fluttuanti intorno a q(t;z',t';[S(+)]). Com-
binandoquestorisultato con quantoottenutosopraabbiamochei cammini
di Feynman generalizzati controllati da S(z,t) possono essere visti — in
modo completamente naturale — come curve fluttuanti intorno alla tra-
iettoria dinamica classica q(t; 2, t';[S(-)]). Questdegame- gia sospettato
nelparagraf®.8—haunanotevolerilevanzaconcettualepercle mostrachela
teoriaquantisticgpossiedeinaradice classica piu profondadi quantoappaia
dalla formulazioneoperatoriale(ritorneremosu questopunto nel paragrafo
successio).

Vogliamoconcluderaejuestgaragrafmsserandocheabbiamoverificato
implicitamentechel’eq. (5.74)fornisce effettivamente il propagatoreuan-
tistico. Al fine di rendereesplicito questoargomento,combiniamodapprima
I'eq. (5.79) con I'eq. (5.81), moltiplicando poi per exp{(:/ h)[S(z",t") —
S(z',t")]} amboi membridell’equazionettenuta.Unmembradi quest’ultima
equaziongisultaessere- grazieall'eq. (2.52)— proprio (z”,t"|z',t'), men-
tre 'altro membrocoincide— in virtu dell’eq. (5.77)— col secondanembro
dell’'eq. (5.74).

5.7—-Bencleladiscussion@resentatagyli ultimi quattroparagrafabbia
un carattereessenzialmentirmale,l'approccioa camminialeatorioffre una
rappresentazionéituitiva della meccanicajuantisticacheci sembramolto
semplicee suggestia.

Ancoraunavolta I'analogiaconi PSMCe illuminante. Abbiamovisto
cheil RBG descrve fluttuazioni classiche di fondo. Possiamaitare,come
esempioil casodelmotobrownianomacroscopic’, nelqualetali fluttuazioni
sonole bennote fluttuazioni termiche dell'ambiente. Ritornandoal caso
generale le fluttuazioni (classiche)di fondo modificanoil comportamento
deterministicalellaparticellad (che“materializza”il PSMCconsiderato)una

67 Tutti i PSMC consideratinel presenteQuaderncsonodefiniti nello spaziodelle configu-
razioni. Quindiintendiamoin real& il motobrowvnianomacroscopicamell’ approssima-
zione di Einstein-Smoluchowski (siricordila nota75).
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singola traiettoriag(t; z’, t') —ottenutagnorandd’esistenzalellafluttuazioni
di fondo— € sostituitadaunafamiglia di traiettoriealeatoriet (¢; ', t'; [n(-)])
(unaperogni possibileconfigurazione)(t) del RBG). Abbiamoanchenotato
chequestdraiettoriedescrvonole alternative disgiunte associatall’evento
B “Y va da (2',t') a (z",t")". E conargomentiprobabilisticila probabilita
di transizione P(z",t"|z',t") & stataderivatacomemediasul RBG in cui
compaionole traiettorie aleatorie{(¢; z',¢'; [n(-)]). Ma c’€ un punto che
vogliamo sottolineargvedremoin seguito che essoci permettea di chiarire
alcuniaspettidellateoriaquantistica).Al fine di tenercontodell’effetto delle
fluttuazionisu X, la dinamicaintrinseca del sistemanon e statamodificata.
Si e suppostanvecechela stessa dinamica— chee deterministicajuandda si
consideranel “vuoto” — avvengain realxin un ambientdn cui sonopresenti
fluttuazioniclassichedi fondo.
Segguendd’analogiaconquantcappenaristo, ci sembramolto suggestio
immaginarecheil RBFdescrva fluttuazioni quantistiche di fondo (Chenon
interferisconocon alcun effetto deterministico). Supponiamanaturalmente
che questonuovo tipo di fluttuazioni universali  modifichi il comporta-
mentodeterministicadellaparticellasS. Esplicitamentecio significacheuna
genericatraiettoriadinamicaclassicaq(t; ', t'; [S(-)]) viene sostituita— in
presenzalelle fluttuazioni quantistichedi fondo — da unafamiglia di CAQ
E(t; 2", [n(-), S(-)]) (unoperognipossibileconfigurazione)(t) del RBF).A
questopuntoe naturalesupporrechei CAQ &(¢; 2/, t'; [n(+), S(+)]) descrvano
le alternative disgiunte associat@ll’'eventoA “S va da (z',t') a (z",t")".
Allora — procedendgarallelamentea quantoe statofatto peri PSMC— si
ottieneil propagatore quantistico (z",t"|z’,t")y comemediasul RBF in cui
compaiona CAQ &(t;2',t';[n(-), S(-)]). Vediamoquindichegli usuali ef-
fetti quantisticinel comportamentali S nasconodalla combinazionedelle
fluttuazioniquantistichedi fondo conla dinamicaclassica.
VienespontaneehiedersiqualesoluzioneS(z, t) dell'equazionali Ha-
milton-Jacobiebbaesseraisatgpercontrollarei CAQ &(t; 2, t'; [n(-), S(+)]).
Comee statodiscussmel paragrafds.5, il risultatofinale & indipendente da
questascelta. Ma cio implica chei CAQ abbianounicamenteun significato
matematico. Nonci sideve meravigliare di questecircostanzaanalogamente
a quantoavvieneperi camminidi Feynman,non esistealcunadistribuzione
classica di probabilita peri CAQ, chequindinon sarebber@omunque inter
pretabili cometraiettorieseguite da S in sensoclassico 5°. Cid nonostante,
ragionarein termini di CAQ e statomolto utile sul piano euristico: ci ha

68 Universali nel sensccheessesonocompletamente indipendenti dal sistemadinamico
chesi considera.Questagpropriet seguedirettamentedall’eq. (5.64) (si tengacontodella
notal4?2).

69 Infatti I'eq. (5.69)definisceunadistribuzionedi ampiezza sui CAQ. Ragionandan modo
simile acomee statofattonel paragraf®.5peri camminidi Feynman,& facile corvincersi
dellacorrettezzali quantoaffermato.
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permessdli ottenereunanuovaformulazionedellameccanicajuantistica’®.

Vogliamomostrareoracomela circostanzachei CAQ sianocurve flut-
tuantiintornoadunatraiettoriadinamicaclassicgnel sensaspiegatonel para-
grafo precedentepongala relazionefra meccanicaclassicae quantisticain
unanuowva prospettva.

Ricordandoquantoé stato ossenato a propositodella descrizionedi
Langevin di un PSMC(fine della discussionalei PSMC contenutan questo
paragrafo)siamoindottiadaffermarecheladinamicaquantisticanon & intrin-
secamente diversa daquellaclassica.E facile capireil percke. Lo scenario
che emege in modo naturale dalla formulazionea camminialeatorie che
S ubbidiscesempre alla stessa dinamica,definitadalle eq. (5.61) e (5.62).
Evidentemente- quandoquestadinamicahaluogo nello spazio“vuoto” — il
comportamentali S & deterministicoe si ottienela meccanicalassica. Ma
guestasituazionerisulta esseresoltantoun’ approssimazione. Al fine di ot-
tenereunadescrizionepiu accuratee necessarisupporreche nel’ambiente
sianopresentfluttuazioni quantistiche di fondo. A causali tali fluttuazioni,
I'eq. (5.62)viene modificata € va sostituitacon 'eq. (5.63)— proprio come
nel casodei PSMC— mentrel'eq. (5.61) restainalterata. Edil fattochele
eg.(5.62)e(5.63)differiscanasoltanto perl’aggiuntadel RBF implica quanto
affermatosopra.Possiam@chematizzarautto cid nel modoseguente:

DINAMICA QUANTISTICA = DINAMICA CLASSICA +

FLUTTUAZIONI QUANTISTICHE DI FONDO.
(5.82)

Questoscenariofornisceunarappresentazionéituitiva dellateoriaquanti-
stica, che ha, se non altro, il pregio della semplicii. Essomostraanche
in modo esplicito comela meccanicaclassicadebbaesseremodificata per
ottenerela meccanicajuantisticasenza che sianecessariantrodurrevettori
di statoed operatori. Restada vederesela schematizzazion¢.82) fornisce
unacomprension@iu profonda dellanaturastessalellaquantizzazione.
E pem opinionecomunechela dinamicaguantisticasiaintrinsecamente

diversa daquellaclassicalVediamonédl motivo. Sesi pone

P(z,t) = Pz, 1) /2 S @) (5.83)

nell'equazionali Schibdinger

70 |n realfs, i CAQ sonoconcettualmente sullo stesso pianodei camminidi Feynman(cid
vale naturalmenteancheperi camminidi Feynmangeneralizzati).
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., 0 1 .0

(~i ha% = ilw,1) ) (@) + D(a, ) (w, )

. Qi(m’t)). (5.84)

questadiventaequivalente allacoppiadi equazioni’

0 S(x,t) — Qi(w,t)> +&(z,t)+Vo(z,t) =0, (5.85)

0 - 1
0 -~ or11/70 « .
P+ 5 [E( 5o 5.1 —Qi(x,t))P(x,t)] —0,  (5.86)
in cui Vg(z,t) &il cosiddettopotenziale quantistico ™
Vo(z,t) = —ﬁﬁ(x t)_1/2a—215(:1: £)1/2 (5.87)
@YY Tom T or2” ' ’

Sappiam@eraltrochela meccanicalassica pud esserespressdallacoppia

di equazioni
Oty (DSt - uwd) +B@ =0, (588)
ot z, 2" axz z, i\T, z, — Y -

o dr1/0
Gt + 5 [E ( 5 S t) - Qi(x,t))P(x,t)] —0, (5.89)
in quantol’eq. (5.89)e matematicamenteguivalente all'equazione
d 1,0
00 = (S )| _ (5.90)

chesi ottieneponendaP(z, t) = 8(z — ¢(t)) 7. E evidentechele eq.(5.86)e
(5.89)coincidonoformalmentementrel’equazioneguantistica di Hamilton-
Jacobi(5.85) differisceda quellaclassica(5.88) per la presenzali Vg (z,t).

71 Questacircostanza statanotataperla primavoltain: E. Madelung,Zeit. Phys. 40, 322

(1926).
72 D. Bohm,Phys.Rev. 85, 166(1952).
73 NaturalmenteP(z, t) & la distribuzione(classica)li probabilita sullo spaziodelle configu-

razionidi S (sitengapresenteuantoosseratonellanota79).
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Cio implica che (in questocontesto)la differenza fra dinamicaclassicae
quantisticaé dovuta unicamentea Vg (z, t) nell’eq. (5.85) ™. Ma Vg (z,t)
dipende dallo stato dinamicodi S (in virtu dell’eq. (5.87)),quindila dinamica
quantisticadifferisceintrinsecamente daquellaclassica.

Non ci nascondiamahe,a questopunto, il lettore(checi abbiaseguito
fin qui!) possaprovareun certosensali disagio,e perdiversimotivi. Quanto
appenavisto sembraesserein contraddizionecon cio che & schematizato
dall'eq. (5.82). Non solo, mala formulazionea camminialeatoripretendedi
descrverela dinamicaquantistica facendausodi un’equazionali Hamilton-
Jacobiclassica; perd dalle eq. (5.85) e (5.88) segue chetale equazionenon
sembraesserevalidain meccanicaguantistica. Edinfine, abbiamaintrodotto
il concettadi fluttuazioniquantistichesenzgpreoccuparcdi discutereil loro
significatofisico.

E un fatto notevole che I'eq. (5.61) — se usataper controllarei CAQ
attraversol’eq. (5.63)— e perfettamenteonsistente conl’eq. (5.85). Al fine
di comprendereomecio siapossibilee corvenienteconsiderard’eq. (5.74).
Seindichiamocon §(z, t) la fase di (z, t|z’, '), & evidentechesi ha™

S(z,t) = S(z,1) + Sqc(z, t) (5.91)

ove Sgc(z,t) &la fase dellespressioné - -),.. SappiamahesS(z, t) soddisé
I'eq. (5.85),mentreS(z,t) e soluzionedell’eq. (5.61). Pertantda comparsa
di Vo (z,t) nell'eq. (5.85) puo esserevista qui comeuna conseguenza della
presenzali Sgc(z,t) nell’eq. (5.91)— si noti che Sgc (z,t) # 0 percle la
distribuzionedi ampiezzad[7(-)] peril RBF & unagrandezzaomplessa 7.
Concludiamaochela differenzafra le eq.(5.61) e (5.85)— cioe la correzione
quantistical/ (z, t) — nasceproprio dal fatto chel'evoluzionedinamicaclas-
sicae perturbatadalle fluttuazioniquantistichedi fondo. Si osservicheritro-
viamo per questavia proprio I'eq. (5.82) (cio prova la suaconsistenzaon
I'eq. (5.85)).

Ma allora, la dinamicaquantisticae intrinsecamente diversada quelle
classiceoppureno?

74 'usodelpotenziale quantistico perdiscuteralcuniproblemiconcettualtlellameccania
guantisticae statosuggeritadaL. DeBroglie(sivedail Quaderndli FisicaTeorica:S. Boffi,
Onde di Materia e Onde di Probabilita (1989)). Questastratgia & statasviluppata
successiamentedaD. BohmeJ.S.Bell: D. Bohm,B. J. Hiley andP. N. Kaloyerou,Phys.
Rep.144,321(1987);J.S.Bell, Speakable and Unspeakable in Quantum Mechanics
(CambridgeUniversity PressCambridge 1987).

75 Omettiamoper sempliciéi la dipendenzalalle variabili z’, ¢ percle irrilevantein questa
discussione.

7 | gratificanteconstatarehe,seavessimocercatadi simularele fluttuazioniquantistichedi
fondo conun RBG, avremmoottenutoSgc (z,t) = 0. Cio implica che non si avrebbe

alcunacorrezionequantisticaalla dinamicaclassica!
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E un meritodellaformulazionea camminialeatorimostrard’ intrinseca
identita delleduedinamiche.Si noti chequesteacircostanza propriola con-
troparte quantistica delfattochela dinamicaintrinseca di un PSMCrnon €
alteratedallapresenzalellefluttuazioniclassicheli fondo. La situazionesem-
bra esseraliversasesi ragionanell’ambitodellaformulazionedi Schibdinger
nellagqualeci silimita aconsiderareoltanto I'effetto medio dellefluttuazioni
quantisticheli fondosulladistribuzionedi ampiezza)(z, t) (funzioned’'onda).
Infatti— nonessendoqpiu variabili del RBFin gioco—I" unico modoin cuile
fluttuazioniquantistichedi fondo possonanodificarel’evoluzionetemporale
classicadi ¢ (z,t) € attraversoun termineche coinvolge 1 (z,t) stessa.Ma
cio significachela correzionequantisticadipende dallo stato dinamicodi S,
suggerend@os apparentemente chela dinamicaquantisticasia intrinseca-
mente diversadaquellaclassica’. Sipud giungerealla stessa conclusione
anchesfruttando(ancora!) I'analogiaconi PSMC (in particolarel’analogia
fra equazionali Schibdingeredequazionali Fokker-Planck).Sesi paragona
I'equazionedi Fokker-Planck(3.20) all'eq. (3.24) si € indotti a pensareche
le fluttuazioniclassichali fondo alterinoin modointrinseco la dinamicadel
processo.Ma sappiamachecio e falso: il terminediffusivo nell’eq. (3.20)
rappresentaoltanto I'effetto medio dellefluttuazioniclassicheali fondosulla
distribuzionedi probabilit P(z, t).

Osserviamanfine che le fluttuazioni quantistichedi fondo sono state
introdottesulla basedell’analogiaformale fra meccanicajuantisticee teoria
dei processistocasticiclassici. E spontaneachiedersise esseabbianoun
significato fisico. Purtroppo,non sappiamorisponderea questadomanda!
Osserviamape che la formulazionea cammini aleatorie quantoesposto
in questoparagrafesonoindipendenti dall interpretazione dellefluttuazioni
quantistichedi fondo78.

ConcludendauestoQuadernai vengonaalla mentele parolefinali del
libro di H. Weyl, Space, Time and Matter (Dover, New York, 1922),maun
minimo di modestieci suggerisceli parlaresottosoce!
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