A. DISTRIBUZIONI E DELTA DI DIRAC

Per ragioni pratiche, ispirate dalla necessita di considerare autofunzioni impro-
prie appartenenti alla parte continua dello spettro di operatori che intervengono nel
formalismo della meccanica quantistica, Dirac fece ricorso a una funzione generaliz-
zata, detta poi delta di Dirac, cosi definita *:

0(z) =0, zF#0, (A1)
/’“00 dz é(z) = 1. (A.2)

La delta di Dirac non & una funzione nel senso proprio del termine; in realta essa
rientra nella classe di oggetti che i matematici hanno poi studiato e definito come
distribuzioni 2. Essa acquista significato solo in espressioni integrali del tipo

| e i@ = 50, (A3)
0, in generale,
/_ - dz f(z)é(x — a) = f(a). (A.4)

Nel formalismo della meccanica quantistica, che é basato sulla valutazione di prodotti
scalari tra funzioni, queste espressioni integrali intervengono tutte le volte che si

1 PAM. Dirac: The physical interpretation of the quantum mechanics [L’interpretazione fisica della
meccanica quantistica], Proceedings of the Royal Society of London A113 (1926) 621-641.

2 Laurent Schwartz (n. 1915): Théorie des distributions, Hermann, Parigi, 1950, vol. 1, 1951, vol. 2.
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Appendice A: distribuzioni e delta di Dirac

abbia a che fare con autofunzioni improprie, appartenenti cioé alla parte continua
dello spettro di un operatore quantistico.

In questa appendice, dopo un breve richiamo alla teoria delle distribuzioni,
vengono ricordate le proprieta piu rilevanti che ne derivano per la delta di Dirac. In
particolare si illustrano i vantaggi dell’uso della delta di Dirac come generalizzazione
formale della delta di Kronecker e come ausilio nel calcolo delle trasformate di
Fourier.

A.1. Distribuzions

Le distribuzioni sono dei funzionali lineari e continui ¢(f) su un dominio di
funzioni D opportunamente scelto. La linearita implica

#larfr + azf2) = a1¢(f1) + axd(f2), Vfi, f2 €D, (A.5)

dove a; e ap possono essere in generale numeri complessi. La continuita indica che,
per una successione qualsiasi di funzioni { f,,} € D, convergente in senso opportuno
af=Ilim,,o fn € D,siha

limg(/) = 4. (A6)

L’insieme dei funzionali lineari cosi costruiti costituisce dunque uno spazio lineare,
che si chiama spazio duale di D.

La denominazione di distribuzione € piu propriamente riservata ai funzionali li-
neari e continui, definiti sull’insieme di funzioni a valori non nulli in un dominio finito
delle loro variabili e che posseggono derivata di ogni ordine rispetto a queste variabili,
cioé I’insieme C§° delle funzioni infinitamente derivabili a supporto compatto.

Si chiamano distribuzioni temperate i funzionali lineari e continui, definiti
sull’insieme S delle funzioni infinitamente derivabili e a decrescenza rapida, cioé
I’insieme delle funzioni che sono continue con tutte le loro derivate e che si annullano
all’infinito con tutte le loro derivate piu rapidamente di ogni potenza costruita con le
loro variabili. Per funzioni a una sola variabile, z € IR, ci0 significa I’insieme S(IR)
per cui

S

lim z" d f(x)=0 (r,s=0,1,2,...). (A.7)
r—+o00 dxs

Evidentemente risulta Cg° C S. D’altra parte la convergenza a f € Cg° di una

successione { f,} implica anche la convergenza della stessa successione a f € S.

Percio restringendo una distribuzione temperata a Cg° si ottiene una distribuzione:

in questo senso si puo dire che le distribuzioni temperate sono una sottoclasse delle

distribuzioni.
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A ogni funzione v(x) localmente integrabile, cioé tale che esista il suo integrale
(nel senso di Lebesgue) su ogni intervallo finito della sua variabile x € IR, corrisponde
una distribuzione ¢(f), definita dalla relazione

o(f) = / " de () f(2). (A8)

Due funzioni localmente integrabili definiscono la stessa distribuzione se differiscono
al piu su un insieme di misura nulla. Se il tipo di funzioni 4 che intervengono nella
(A.8) & a crescenza algebrica, cioé |+(z)| < c|z|* per |z| > a con a, c e k numeri
positivi, la distribuzione definita dalla (A.8) € una distribuzione temperata.

Le funzioni f della meccanica quantistica, che intervengono nella valutazione di
un prodotto scalare, sono in generale funzioni a quadrato sommabile, f € £2. Grazie
alla (A.8), queste funzioni definiscono delle distribuzioni temperate. Precisamente si
ha

Wi = 6 () = /_ " de (@) f (). (A9)

Le distribuzioni che soddisfano la (A.8) sono dette distribuzioni regolari, per
distinguerle da quelle non riducibili alla forma (A.8), che vengono dette distribuzioni
singolari. Un esempio di distribuzione (temperata) singolare € proprio la delta di
Dirac, che in questo contesto & definita dal funzionale lineare e continuo

¢(f) = f(0), (A.10)

in accordo con la (A.3).
Una successione di distribuzioni (o di distribuzioni temperate) converge a una
distribuzione (o a una distribuzione temperata) quando

i ga(/) = 4(f), VI €CE(S). (A1)

Si dimostra che ogni distribuzione puo essere sempre ottenuta come limite di
una successione di distribuzioni regolari del tipo (A.8), cioe V¢(f) si puo trovare una
successione di funzioni {«,,(z)} tali che

+oo
im [ dou 070 = 400 (A12)
n—oo [ o
In particolare tale successione puo essere sempre realizzata con funzioni 1, (z) €
cse.

Questo teorema, la cui dimostrazione viene qui omessa, &€ fondamentale nell’uso
pratico e permette di visualizzare tutte le distribuzioni, e quindi anche la delta di
Dirac, come funzioni generalizzate. Unito alla completezza rispetto alle operazioni
di passaggio al limite, definite nello spazio dei funzionali lineari e continui che
costituisce I’insieme delle distribuzioni, questo teorema consente infatti di estendere
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alle distribuzioni molte delle operazioni caratteristiche sulle funzioni ordinarie, quali
per esempio quelle di sostituzione di variabile, di derivazione e di integrazione.
In particolare, ricorrendo alla (A.8), si verificano le seguenti relazioni

[ davtor@= [ dop@ia (A13)

oo I T
/_ dz P(az) f(x) = 5/_ dz(z)f (E) , a>0, (A.14)
| dovenso = [ ayun b, (A15)

che corrispondono rispettivamente alle sostituzioni

T — —, (A.16)
z—azr, a>0, (A.17)
z — g(x). (A.18)

Analogamente si giustifica la definizione di derivata di una distribuzione,

/_+: e (dﬁ;$)> fl@) =~ /_ +: do (@) L2 (A.19)

dz '’

e la validita, anche per le distribuzioni, di tutte le proprieta della derivata di una
funzione. Pertanto le distribuzioni sono derivabili a tutti gli ordini e la derivazione,
in quanto agente su funzionali lineari e continui, € un’operazione lineare e continua
nello spazio delle distribuzioni.

Se una distribuzione ¢(f,t) dipende da un parametro ¢ che varia in modo con-
tinuo nel dominio 7 e se I’integrale ®(f) di questa distribuzione esiste su 7 per
gualungue funzione f del dominio di definizione del funzionale lineare e continuo
associato, ®(f) risulta ancora una distribuzione:

a(f) = /T dt B(f, 1). (A.20)

In particolare, se 1(z, t) € una funzione localmente integrabile in x e integrabile
int € T, ladistribuzione

o/, 1) = / dz(z, 1) f(z)

e integrabile in¢ € T e il suo integrale ®(f) & la distribuzione associata alla funzione
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\Il(a:)Z/Tdtw(x,t).

A.2. La delta di Dirac

L’uso comune, che segue la definizione data da Dirac, prevede la notazione 6(x)
per indicare la distribuzione definita nella (A.10). Per soddisfare le proprieta (A.1) e
(A.2), la delta di Dirac pud essere pensata come limite di una successione di funzioni
{¢n(x)}, dipendenti da un parametro e tali da essere significativamente diverse da
zero solo su un piccolo intervallo intorno a z = 0, con un picco che diventa sempre
piu pronunciato per n — oo. Se si mantiene uguale a 1, I’integrale (A.8), calcolato
con v = b, nel limite n — oo definisce una distribuzione che soddisfa i requisiti
della delta di Dirac (fig. A.1).

Si considerino, ad esempio, le funzioni del tipo

sin(Kz) _ 1 /*K

Sx(z) = dk e, (A.21)

T 2r J_g

Tali funzioni permettono di ottenere

lim 65 (@) =0, (A.22)
/m dz 6 (z) = % /W d¢ % =1. (A.23)

Inoltre per K — oo le oscillazioni si smorzano e il picco centrale per z = 0 si innalza.
Pertanto si ha

0(z) = lim g (x), (A.24)
K—o0
e quindi
1 [* ”
o(z) = —/ dk e*"®. (A.25)
21 J_ oo

La (A.25) costituisce anche la rappresentazione di Fourier della delta di Dirac.
Un’altra possibile successione di funzioni utili per la definizione della delta di

Dirac ¢ la seguente:
8.(z) = \/g e (A.26)
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Fig. A.1. Funzioni utilizzabili per la definizione della delta di Dirac.

x—llrzpoo 5(1(-77) =0,

/+°0 dz d,(x) = 1.

— o0

(A.27)

(A.28)
Pertanto

o(x) = ILm 0a(x). (A.29)
Un’altra definizione della delta di Dirac € legata alla funzione gradino di Heav-
iside, cosi definita:

O(x) =0,
O(x) =1, z > 0. (A-30)

La derivata della funzione gradino ha ovviamente una discontinuita per x
altrimenti e identicamente nulla. Pertanto

<0,

:O’

d
o(z) = —O(x). (A.31)

dx
Anche la successione delle funzioni costanti su un intervallo finito converge a
una delta di Dirac quando si restringe I’intervallo mantenendo I’integrale costante:

L lz| < ¢
OER SE

(A.32)
0, altrimenti.
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Sono utili le seguenti proprieta della delta di Dirac:

0(—x) = 6(x), (A.33)
1
6(ax) = Eé(x), a >0, (A.34)
8(z% — a?) = 2—1(1 [0(z —a)+d(z+a)], a>0. (A.35)

Queste proprieta derivano tutte dalle proprieta generali (A.13), (A.14) e (A.15). Anzi,
la (A.35) € un caso particolare della relazione

=Y o (A36)
dove z; sono gli zeri dell’equazione: f(z) = 0.
Altre proprieta utili sono:
f(@)o(z — a) = f(a)d(z — a), (A.37)
/dy oz —y)o(y — a) =6(x — a). (A.38)

In particolare, dalla (A.37) segue la possibilita di definire la delta di Dirac mediante
I’equazione

z6(z) = 0. (A.39)

Dalla derivabilita della delta seguono inoltre le seguenti proprieta:

8 (z) = -8 (~x), (A.40)
/ : dz ()8 (@) = —£'0), (A41)
e, in generale,
/_ : dz (2) 8z — a) = — f'(a). (A.42)
Se nella (A.42) si prende f(z) = z € a = 0, si ottiene
— / +: dez6'(z) = 1. (A.43)
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Ma —z ¢’(x), considerata come funzione di z, si annulla sempre eccetto quando
|z| — 0. Percio —z §'(z) ha tutte le proprieta della §(z) e si puo scrivere:

—z8'(z) = 0(x). (A.44)
Vale infine lo sviluppo di Fourier:
i [T ,
8 (x) = — / dk k e+, (A.45)
2T J_ o
Esempio A.1
Spesso si ha la necessita di valutare integrali del tipo
N A )
JHQ*/_OO dxw:l:ie' (A.46)
Utilizzando I’identita
1 % -, ¢ (A.47)

T tie z2+€2 2+ €2’

I’integrale (A.46) puo essere riscritto

lim /m PAC)

e—0+ [ x * i€

+oo +oo
. z . €
= lim ——— Fi lim ——.
e—>0+/oo dwf(x)$2+€2 :er—>o+‘/_oo dacf(ac)w2+€2

(A.48)

Il primo addendo a secondo membro della (A.48) puo essere decomposto nella
somma seguente:

i [ sty [l [T a2

o0

. (A.49)
_*

+10) ElLrTg+/€ dz x2+ €2’

Ma I’'ultimo termine della (A.49) & identicamente nullo perché I’integrando € una funzione
dispari. Inoltre si e soliti indicare con P la parte principaledi un integrale, definita come

'P/wodxM:“m |:/_6de+/+00¢1:@:|. (A.50)
oo T e—0+ o T +e T
Percio la (A.49) diventa

Em/w dwf(x)ﬁ :73/oo dw%. (A.51)
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Il secondo addendo della (A.48) coinvolge funzioni del tipo

_1 e
Y € _

che per e — 0+ costituiscono una successione di funzioni utile per la definizione della
delta di Dirac:

lim 3c(a) = &(). (A.54)

Percio il secondo addendo della (A.48) diventa
- e € _ __.

In definitiva dunque I’integrale (A.46) risulta

lim /+ood;v /(@) :P/mdxM:me(O). (A.56)

e—0+ T + i€ T

—0o0

— 00

Questo risultato puo essere riassunto ricorrendo alla formula simbolica

lim
e—0+ T £ i€

= P% T ind(z). (A.57)

Esempio A.2

La delta di Dirac si puo considerare una generalizzazione a indici continui della
delta di Kronecker 3,

_ [ i=g,
5y = { o i (A.58)
che viene usata per esempio per indicare gli elementi (1);; della matrice identita e che piu
in generale viene coinvolta nella scrittura degli elementi di una matrice M;; diagonale
(cfr. Appendice C):

Mij = fidij. (A.59)

Quando si usano matrici con indici continui per le righe e le colonne, come succede
nellarappresentazione matriciale di operatori quantistici che abbiano uno spettro continuo,
diventa necessario esprimere gli elementi di matrice della matrice identita mediante la
delta di Dirac. Infatti la matrice identita 4 per definizione & la matrice che, moltiplicata
per una qualsiasi matrice M, di elementi M(«, '), secondo la regole del prodotto di
matrici righe per colonne, deve riprodurre la matrice M, cioé

3 Leopold Kronecker (1823-1891).
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/da"ﬂ.(a, o"M(@",d') = M(e, ). (A.60)
Percio si vede che gli elementi della matrice identita sono

(e, ') = 8(a — o). (A.61)

In generale una matrice M (c, ') a indici continui € diagonale se ha diversi da zero
solo gli elementi diagonali, che risultano del tipo f(a) (e — «’). A tale matrice sono
per esempio riconducibili la relazione di chiusura (1V.2.9) e la condizione di ortonormal-
izzazione tra autofunzioni improprie (1V.2.15).

A.3. Trasformate di Fourier

Per una qualsiasi funzione (reale o complessa) f(x) della variabile z € IR,
I’espressione

Fk) = +ooa; z) ek
Fo= / daf@)e (A62)

se esiste, ¢ detta trasformata di Fourier di f(z) *._ Sotto opportune condizioni di
convergenza, f(x) puo asua volta essere dedotta da f (k) per mezzo della trasformata
di Fourier inversa:

— i e s eika:
f@)= /_ k) e (A.63)

La (A.63) é detta anche rappresentazione di Fourier della f(z). Questa definizione
di trasformata di Fourier pu0 essere considerata una generalizzazione degli sviluppi
in serie di Fourier validi per funzioni a quadrato sommabile su un intervallo finito.
Per f(z) € £L*(—a, a), si ha infatti

1 X .
J@)= 7= > foeinola, (A.64)
con i coefficienti di Fourier dati dalla relazione
1 *a -
fn = N dz f(z) e~ "me/a, (A.65)

Se si pone

4 Si veda, per esempio, il testo di Georgi P. Tolstov: Fourier Series, Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J.,
1962 (traduzione inglese di Richard A. Silverman).
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k=kn=nm/a, Ak=knps—kn=7/a, [f(kn)= \/Efn, (A.66)
™

la (A.64) e la (A.65) diventano

f@)= 2= 3 Ak, (A67)
f(kn)=\/% | do f(z)em . (A.68)

Nel passaggio al limite per a — oo, in modo che la distanza Ak che separa i valori di
k., tenda a zero lasciando & costante, la (A.67) e la (A.68) diventano rispettivamente
la (A.63) e la (A.62). Tra sviluppi di Fourier e trasformate di Fourier si puo cosi
stabilire formalmente il seguente limite:

1 X 1 [t

— - — dk. A.69
v 2 /. (A69)
In realta I’esistenza della (A.62) e della sua inversa (A.63) sono garantite per
funzioni € S(IR) C L*(IR). Ma siccome S(IR) & denso in £2(IR) secondo la
topologia di £2(IR), si possono estendere le definizioni (A.62) e (A.63) anche alle
funzioni € £L2(IR). Precisamente, se { f,,(x)} & unasuccessione € S(IR) che converge

in £2(IR) verso f(z), si pone

+oo +oo
/ dz f(z) e *% = lim / dz fr(z) e e, (A.70)
—00 n —oo —00
dove il limite va inteso come limite in media, secondo cioé la topologia di £L2(IR).

Queste considerazioni si estendono direttamente al caso tridimensionale. Per
una f(r) € £2(IR®) si definisce la trasformata di Fourier,

f(k) = ﬁ / drf(r)e ™", (A.71)
e la sua inversa,
f(r) = ﬁ / dk f(K) e (A.72)

Corrispondentemente, la (A.69) nel caso di uno sviluppo di Fourier su un volume
finito V diventa

1 +00 1 +00
W, L AT
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Con queste premesse, si puo anche definire la trasformata di Fourier di una distri-
buzione temperata. Se #(f) € un funzionale dello stesso tipo di ¢(f), la trasformata
di Fourier ¢(f) della distribuzione temperata ¢(f) si definisce

o(f) = ¢(f), (A.74)

cioé la trasformata di Fourier della distribuzione ¢(f) € la distribuzione associata alla
trasformata di Fourier della funzione f.

A parte ’eventuale diversita con la definizione (A.63) per un fattore /27, la
(A.25) costituisce la rappresentazione di Fourier della delta di Dirac:

V2r §(z) = \/% /_ " kit (A.75)

Essa puo interpretarsi come la trasformata inversa della funzione costante f(z) = 1.
E infatti per la (A.62) la sua trasformata di Fourier risulta

1 /+°° ,
— | [\/27“5 . ] e~k =1 A.76
ol (z) (A.76)
in accordo d’altra parte con la definizione della delta di Dirac.
Esempio A.8
Come prima applicazione della delta di Dirac si consideri un pacchetto di onde
piane,
U(z,t) = / dk' A(K')e'™® 2=t (A.77)

e si supponga che A(k) abbia una delle forme indicate in (A.21) oppure (A.26). Nel limite
in cui K — oo (eq. (A.24)) oppure a — oo (eq. (A.29)), il corrispondente pacchetto
di onde (A.77) diventa, in virtu della (A.4), un’onda piana con &’ = k corrispondente al
valore centrale della delta di Dirac:

A(K") = 0(k — K",

U(z,t) — e'br=wh), (A.78)
L’onda piana dunque, che pure non appartiene a £2, si pud considerare come limite di un
pacchetto di onde (€ £2) quando i coefficienti di Fourier A(k’) convergono a una delta
di Dirac, quando cioe in termini fisici i contributi delle varie onde piane nel pacchetto
sono dominati da quello di una singola onda. Questo aspetto dell’onda piana, unito alla
proprieta di locale integrabilita (111.3.32), permette di usarla anche in luogo del pacchetto
di onde, pur di sottintendere un processo di limite del tipo (A.78).
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Esempio A.4
Si considerino due funzioni f, g € £2(IR) e il loro prodotto scalare

(flg) = / dz f*(@)g(z). (AT9)
Vale la proprieta
/ dz f*(2)g(w) = / dk f*(k)g(k). (A.80)

Anche se si pud dimostrare la (A.80) con metodi elementari, puo essere utile farlo
ricorrendo alle proprieta della delta di Dirac. Per definizione di trasformata di Fourier,
(A.62), si ha

/ dk F* ()3 (k)

= +00 1 +00 1 +00
= dk —— dz f*(x eikw—/ dz' g(z'") e
/_oo o /_Oo (=) o | g(z’)

- [ [ wreee g [ ke
—o0 —o0 2m —o0

La (A.80) e dunque dimostrata se si tiene conto della rappresentazione di Fourier (A.25)
e della proprieta (A.4) della delta di Dirac.

Il risultato (A.80) € interessante per il formalismo della meccanica quantistica, in
quanto nella teoria il prodotto scalare risulta in generale legato ai valori di aspettazione
degli operatori quantistici; la (A.80) indica la possibilita di descrivere lo stesso prodotto
scalare secondo rappresentazioni diverse, per esempio nello spazio diretto delle posizioni
o nello spazio reciproco delle trasformate di Fourier, che, per il legame p = hk, € lo
spazio degli impulsi.
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B. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI OMOGENEE
DEL SECONDO ORDINE

In questa appendice sono richiamati alcuni risultati generali della teoria delle
equazioni differenziali lineari omogenee del secondo ordine, di interesse per la
risoluzione dell’equazione di Schrodinger 1. Un’equazione differenziale lineare
omogenea del secondo ordine si puo porre nella forma

2
o+ () 2+ g(eulz) =0, B

dove la funzione u(z), integrale della (B.1), € una funzione (in generale a valori
complessi) della variabile complessa z nel dominio S e le funzioni p(z) e ¢(z) sono
funzioni analitiche in S, con eccezione al piu di un numero finito di punti isolati.
Tutti i punti di S in cui p(z) e g(z) sono analitiche vengono detti punti regolari.
L’integrale della (B.1) in un punto regolare € una funzione analitica. Ogni altro punto
di S che non sia regolare viene detto punto singolare. Si dimostra che i soli punti
singolari possibili al finito per I’integrale u(z) sono quelli individuati dalle singolarita
di p(z) e q(2). E opportuno distinguere, tra le possibili singolarita di p(z) e ¢(2),
quelle denominate singolarita fuchsiane (o inessenziali) 2, caratterizzate dal fatto che
in tali punti p(z) presenta al piu un polo del primo ordine e g(z) al piu un polo del
secondo ordine. Pertanto, se zg € un punto di singolarita fuchsiana per la (B.1), in un
intorno di z deve essere
A e i)

z— 20 (z — 20)?’

(B.2)

1 Dimostrazioni di teoremi enunciati e ulteriori dettagli si possono trovare in testi classici, quali ad esempio
quelli di Francesco Giacomo Tricomi (Equazioni differenziali, Einaudi, Torino, 1953) e di Edmund Taylor
Whittaker (1873-1956) e George Neville Watson (1886-1965) (A Course of Modern Analysis, Cambridge
University Press, 4. ed., 1927).

211 nome deriva da quello del matematico Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902).
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Appendice B: equazioni differenziali

dove P(z) e Q(z) sono funzioni analitiche in z.

Ogni altro punto di singolarita che non soddisfi le condizioni (B.2) e detto punto
di singolarita essenziale.

Se il dominio comprende il punto all’infinito, € utile eseguire la trasformazione
di variabile

1
2= (B.3)
e studiare il comportamento per z’ = 0. Con la trasformazione (B.3), I’equazione
(B.1) diventa

d’u 1\1du 1
14 13 2 —
v (20 (5) vl )u =0, (B.4)
Allora la condizione perché il punto all’infinito sia regolare & che 2z — 2%p(2) e z%¢(z)
siano analitiche all’infinito; si ha una singolarita fuchsiana se z p(z) e 2z?q(z) sono
analitiche all’infinito oppure se p(z) vi ha uno zero del primo ordine e g(z) uno zero
del secondo ordine.

B.1. Soluzione nell’intorno di un punto regolare

Nell’intorno di un punto regolare, z = ¢, esiste ed € unica la soluzione analitica
della (B.1) che per z = ¢ assume il valore u(c) = ao, con (du/dz)|. = a1, dove ag €
a1 Sono due costanti arbitrarie.

Questa soluzione puo essere cercata sotto forma di sviluppo in serie di potenze:

u(z) = i ar(z — ). (B.5)
r=0

Dato che z = ¢ € un punto regolare, anche p(z) e g(z) possono essere sviluppate in
serie di potenze nell’intorno di c:

A=Y psz -0y a2) = aslz - o). (B-6)
s=0 s=0
Sostituendo gli sviluppi (B.5) e (B.6) nella (B.1) si ottiene
Zr(r —Da(z—c) "2+ Zps(z —c)? ZraT(z —ort
r=2 5=0 r=1

P ale— S ale— o =0
s=0 r=0

Eseguendo i prodotti tra serie e raccogliendo i termini di uguale potenza, si ha
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Eventuale polidromia degli integrali

S {4 20+ Dz + 3 [prlr +1— Barescs + auare] Yo = o =0,
r=0 k=0

Si puo pertanto uguagliare a zero i coefficienti delle varie potenze,

T
(r+2)(r+1)amz+ Z [pk(T +1—k)ara—k + Qkar—k] =0, (B.7)
k=0
stabilendo una relazione di ricorrenza che permette di determinare il coefficiente a,..,
a partire da ag, a1, - - - a,+1. In tal modo, noti ag € ay, Si Possono determinare tutti i
coefficienti a,- della serie (B.5).

Dato che larelazione di ricorrenza (B.7) € lineare, le due soluzioni u1(z) € uz(z),
ottenute rispettivamente ponendo ap = 1,a; = 0 e ap = 0,a; = 1, sono tra di loro
linearmente indipendenti. Esse costituiscono un sistema fondamentale di integrali
della (B.1). La soluzione generale della (B.1) puo ottenersi nella forma

u(2) = crua(z) + couz(2), (B.8)

dove ¢ e ¢, sono costanti arbitrarie.

Prolungando analiticamente la soluzione (B.8), si puo trovare la soluzione della
(B.1) per ogni altro punto regolare che appartiene all’intersezione dei domini di
analiticita delle funzioni p(z) e g(z). Tale soluzione e dunque analitica, con un raggio
di convergenza della serie (B.5) non inferiore alla distanza di ¢ dal piu vicino punto
singolare di p(z) o di ¢(z).

B.2. Eventuale polidromia degli integrali

La presenza di punti di singolarita in S impedisce di prolungare analiticamente,
con risultato univoco in tutto S, la soluzione u(z) trovata nell’intorno del punto
regolare z = ¢. In presenza di singolarita, il prolungamento analitico puo fornire
risultati diversi a seconda del cammino percorso da ¢ fino al generico punto z; si dice
in tal caso che la funzione ottenuta € polidroma e la singolarita costituisce un punto
di diramazione della funzione.

Le eventuali polidromie degli integrali di un’equazione differenziale lineare
omogenea del secondo ordine sono pero di natura semplice. Si suppongadi conoscere
il sistema fondamentale u1(2) e uy(2) di integrali della (B.1) nell’intorno del punto
singolare z = zg e siano Ui(z) e Ux(z) il risultato del prolungamento analitico di
u1(2) e uz(z) lungo un qualsiasi cammino chiuso che aggiri il punto zo. Deve essere

U1(2) = auq(2) + bua(2),

(B.9)
Ua(z) = cua(2) + duz(2),
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con

ad — be 70. (B.10)

Si dice invariantivo un integrale della (B.1) che si alteri soltanto per un fattore
moltiplicativo A rispetto a un qualunque cammino chiuso che aggiri zo. Condizione
necessaria e sufficiente affinché un certo integrale della (B.1) sia invariantivo & che
sia

a—\N ¢
b d— )\

‘ = 0. (B.11)

Infatti, per la lineare indipendenza di u1(z) € uy(2) e di Uy(z) e Ux(z), un integrale
del tipo (B.8),
u(z) = ciua(z) + cua(2),

si trasforma nell’integrale

U(z) = caUa(2) + c2Ua(2),

che per ipotesi deve essere invariantivo, cioe

U(z) = Au(z).
Per le (B.9) cio si traduce nel sistema di equazioni algebriche lineari omogenee,
(@a—Nec1+cep=0,
bCl+(d—)\)02:0,

per la cui soluzione deve valere la (B.11). Per ciascuna delle due soluzioni non nulle
della (B.11), A1 e A, si ottiene una coppia di valori ¢y e ¢, che conducono ai due
integrali invariantivi della (B.1).
Si suppongano \; e A radici distinte della (B.11). La funzione
r _irf

(z—20)" =p"e

& una funzione polidroma per  non intero, che si moltiplica per ¢2"*" girando intorno
a zo, cioe si moltiplica anch’essa per A se r € scelto in modo che sia

627r1r =\

Allora due integrali particolari della (B.1), linearmente indipendenti e invariantivi
nell’intorno del punto zo, sono rappresentabili con formule del tipo

u1(2) = (2 — 20)" $1(2),
u2(2) = (2 — 20)"2¢2(2),
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Soluzione nell’intorno di un punto di singolarita fuchsiana

dove

1 1
ry=——1logA;, 7ro=—-——logAs (B.13)
2mi 2mi

e ¢1(2), ¢2(z) sono funzioni analitiche nell’intorno di z.

Qualora le due radici della (B.11) coincidessero, lo stesso procedimento permette
di determinare solo uno degli integrali invariantivi, che viene moltiplicato per A =
A1(= A2). Il secondo si trova tenendo presente che deve essere

Ul = Aula
Us = cuq + duo;

inoltre per la (B.11) € d = \;. Pertanto

Ug_’Uz C

="+ —,
Ur w M

cioé il rapporto uy/u; Si altera per la costante aggiuntiva ¢/ A1 nel prolungamento

analitico lungo il cammino che aggira zo. Questa situazione é simile a quella della

funzione A log(z — zo) e quindi la funzione

v(2) = 2 — Alog(z — 20)
ul

non si altera per una rotazione intorno a zo. Percio quando la (B.11) ammette una

radice doppia, il sistema fondamentale della (B.1) € costituito dalle funzioni

u1(2) = (2 — 20)" ¢1(2),

u2(2) = u1(2)[Alog(z — zo0) + v(2)].
In ogni caso, dunque, I’eventuale polidromia degli integrali della (B.1) si puo con-
finare in fattori esplicitamente determinabili. Le funzioni ¢1(z2), ¢2(2) e v(z) inoltre,

pur potendo presentare una singolarita in zo, sono rappresentabili nell’intorno di zg
mediante sviluppo in serie, in quanto funzioni analitiche.

(B.14)

B.3. Soluzione nell’intorno di un punto di singolarita fuchsiana

Il fatto che il punto z = zg sia un punto di singolarita fuchsiana per I’equazione
(B.1) é condizione necessaria e sufficiente affinché esista un sistema fondamentale
di integrali u1(2) e uy(z) rappresentabili nell’intorno di zo mediante formule del tipo
(B.12) e (B.14), in cui ¢1(2), ¢2(2) e v(z) sono funzioni analitiche dotate al pit di un
poloin zg.

Con questo teorema viene esclusa la possibilita di una singolarita essenziale in
zo per le funzioni ¢1(z2), ¢2(2) e v(z). Inoltre si ha un criterio per cercare I’integrale
della (B.1) nell’intorno di zo. Basta infatti adottare per u(z) lo sviluppo in serie
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u(z) = (z — 20)° Z ar(z — 20)"- (B.15)

r=0
Tenendo presenti le (B.2) e il corrispondente sviluppo in serie per le funzioni P(z) e

Q(2),

P(2) =) palz — 2)°,

-~ (B.16)
Q(z) =) gz — 20)°,

s=0

la sostituzione dello sviluppo (B.15) nella (B.1) fornisce
D latr)a+r—Dar(z —20)"+ Y pslz — 20)° Y _(+7)ar(z — 20)"
=0 s=0 r=0

+> qs(z — %) Y _ ar(z — )" = 0.
s=0 r=0

Eseguendo i prodotti tra serie e raccogliendo i termini di uguale potenza, si ottiene

> {@+na+r—Da,+ Y [@+ Fprs + i ar e — 20" = 0.
r=0 k=0

Si puo pertanto uguagliare a zero separatamente i coefficienti delle varie potenze. In
particolare per r = 0 si ottiene
[a(a — 1) + apo + golao = 0,

cioe, essendo ag 7 0,

o — a(l —po) +qo =0, (B.17)

che e I’equazione determinante, di secondo grado nell’esponente «. In corrispon-
denza delle due radici della (B.17) si possono determinare tutti i coefficienti a,. della
(B.15) dalla relazione di ricorrenza

[(@+7)(@+r— 1)+ (a+r)po+ golar
=1 (B.18)

+> e+ k)pr—i + grrlax =0, 170,
k=0
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Equazioni totalmente fuchsiane

che si ottiene azzerando i coefficienti delle successive potenze di (z — zp). Le due
soluzioni, ricavate in corrispondenza delle due radici a; e «ay della (B.17), sono
linearmente indipendenti.

Eccezionalmente pud verificarsi che le due radici o coincidano o differiscano
per un intero, cioe che sia a; = ap +p conp = 0,1,2,.... In tal caso, una volta
costruita la soluzione di tipo (B.15) per o = a1, nella (B.18) con a = a3 viene ad
annullarsi il coefficiente a,, per r = p e I’equazione diventa impossibile. Si ricorre
allora al secondo integrale del sistema fondamentale (B.14).

Il fatto che zo sia un punto di singolarita fuchsiana permette di ottenere subito
I’equazione determinante (B.17) e di costruire esplicitamente le soluzioni (B.12)
0 (B.14), mentre in generale per una singolarita essenziale pud non essere facile
determinare i coefficienti che intervengono nella (B.11).

B.4. Equazioni totalmente fuchsiane

Le equazioni del tipo (B.1) con soli punti singolari isolati di tipo fuchsiano sono
dette equazioni totalmente fuchsiane.
Indicando con z1, 2, . . . 2z, gli n punti di singolarita fuchsiana al finito e posto

Pr(2) = (z — 21)(z — 22) . .. (2 — 2n), (B.19)
i coefficienti p(z) e ¢(z) della (B.1) devono essere funzioni della forma
_ Qn —l(z) _ RZn _2(2)
p(2) = T(Z)’ q(2) = Wa (B.20)

dove per rispettare le (B.2) @, —1(2) e Rz, —2(z) sono polinomi qualsiasi di grado
uguale ai rispettivi indici (n > 1).

Esempio B.1
Si consideri ad esempio I’equazione

d*u h du k B
iz + s =) u(z) =0, (B.21)

per cui dunque €

ple)= ", q(z):(z_’“—zo)z. (B.22)

Z — 20

Il punto z = 2o € un punto di singolarita fuchsiana in virtt della (B.2) e in accordo con la
(B.20). La corrispondente equazione determinante (B.17) diventa

o —a(l—h)+k=0, (B.23)

la cui soluzione permette di scrivere I’integrale generale della (B.21) nella forma
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u(z) = c1(z — 20)™* + ca(z — 20)*2. (B.24)

Questo integrale € regolare 0 no in z = zo a seconda dei valori assunti dalle costanti h
e k. Infatti u(z) é regolare per h = —2,k = 2 (da cui a1 = 1,2 = 2), € singolare
per h = 4,k = 2 (da cui a1 = —1,a2 = —2), mentre ci(z — z0)** € regolare, ma non
co(z — 20)*2, per h = 1,k = —1 (da cui a1 = 1,2 = —1). Cio conferma che in un
punto di singolarita dei coefficienti p(z) e g(z) dell’equazione (B.1) si possono, ma non
necessariamente si devono, localizzare le singolarita dell’integrale della (B.1).

Anche il punto all’infinito della (B.21) € un punto di singolarita fuchsiana, come
si pud verificare con la trasformazione (B.3). La (B.21) € la piu generale equazione
differenziale lineare omogenea del secondo ordine con due singolarita fuchsiane (una al
finito in 2 = 2o e una all’infinito).

La condizione (B.20) garantisce anche che p(z) sia uno zero del primo ordine e
q(z) uno zero del secondo ordine quando z — oo; percio le (B.20) includono anche il
punto all’infinito tra le singolarita fuchsiane e I’equazione (B.1) con le (B.20) diventa
un’equazione totalmente fuchsiana con n + 1 punti di singolarita fuchsiana (uno
all’infinito e . al finito in z1, 2, . . . 2,,).

Si dimostra che per un’equazione totalmente fuchsiana con n + 1 punti di
singolarita fuchsiana la somma delle radici di tutte le equazioni determinanti (B.17)
éugualean — 1.

Dalla (B.17) segue che la somma delle due radici vale 1 meno il residuo pq di
p(z) nel punto di singolarita zop (a1 + a2 = 1 — po) e il loro prodotto vale aja, =
go = lim,_,,(z — z0)?q(z). Si possono allora riscrivere le (B.20) in termini delle
radici di tutte le equazioni determinanti dei punti di singolarita al finito. Per il punto
all’infinito occorre ricordare che p(z) deve essere uno zero del primo ordine e g(z)
uno zero del secondo ordine.

Da queste considerazioni segue che la piu generale equazione differenziale
lineare omogenea del secondo ordine con cinque singolarita fuchsiane, di cui quattro
al finito e una all’infinito, puo scriversi nella forma

d?u +i 1-af?) — o) du +{ 2 o) N Az?+Bz+C
dz? Z— 2

dz r=1 (z = 2)? Hizl(z — 2r)

}u(z) =0, (B.25)

r=1

dove of” e o sono le due radici relative al punto di singolarita al finito z, e A &
fissato dall’equazione

4 4
e Y [o) +af)] —3}+ 3 ala+a=0,  (B.26)
r=1

r=1

che rappresenta I’equazione determinante per il punto all’infinito con radici u1 € u>.
Deve essere inoltre (n — 1 = 3)

576



Equazioni totalmente fuchsiane

4
Z [a(f) + 04(2”] +prtpe =3 (B.27)
r=1
Le costanti B e C' in (B.25) sono due costanti arbitrarie.

Si presenta a volte il caso che un’equazione differenziale derivi da un’altra
quando si facciano coincidere due o piu singolarita di quest’ultima. In tal caso si dice
che e avvenuta una confluenza e I’equazione in esame & la forma confluente dell’altra.

Molte equazioni differenziali di interesse per le applicazioni di meccanica quan-
tistica sono forme confluenti della (B.25), con le radici dell’equazione determinante
(B.17) per ciascuna singolarita che differiscono tra di loro di %

o) =alV+3, pp=pm+i
Percio la (B.25) diventa I’equazione generalizzata di Lamé 3:

2 4
o Z T A p— (Z - Zr) [ =1(z = 2)
Quando due punti di singolarita confluiscono, per esempio z; = z;, la singolarita

risultante e tale che le radici dell’equazione determinante corrispondente soddisfano
le relazioni

}u(z) = 0. (B.28)

1-po=2(0f” +af?),
+ Bz +C
(zl - Z3)(z1 — za)’

cioeé la differenza a; — a, tra le radici non € piu in generale pari a z’ ma assume
gualungue valore in dipendenza dalle costanti arbitrarie B e C. Inoltre, combinando
3 0 piu singolarita fuchsiane, si possono ottenere singolarita essenziali. Pertanto
dall’equazione (B.28) mediante confluenza si possono ottenere sei tipi di equazioni,
con s; singolarita fuchsiane con radici che differiscono di % sp singolarita fuchsiane
con radici diverse e sz singolarita essenziali, secondo lo schema seguente.

- @ 1 2 2
=0 (e)) + 3) + a(e)? + 3) +

S1 S2 S3 nome

Lamé
Mathieu
Legendre
Bessel
Weber
Stokes

OrRrPORrRNW
COCORrNOR
PP P ORO

3 Gabriel Lamé (1795-1870).
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Per I’equazione di Lamé la confluenza avviene per z4 — oo con il punto
all’infinito che resta una singolarita fuchsiana, sia pure con radici diverse; per
I’equazione di Mathieu 4, z3 = z4 — oo e il punto all’infinito diventa una singo-
larita essenziale; per I’equazione di Legendre ®, z1 = 2o = 1€ 23 = z4 = 0 sono
singolarita fuchsiane con radici diverse; per I’equazione di Bessel &, z; = 2z, = 0,
23 = z4 — oo e quindi il punto all’infinito diventa una singolarita essenziale; per
I’equazione di Weber 7, z; = 0 e le altre singolarita confluiscono all’infinito, che
cosi risulta una singolarita essenziale; I’equazione di Stokes & ha un’unica singolarita
essenziale nel punto all’infinito, nel quale sono confluite tutte le singolarita.

B.5. Equazioni con tre singolarita fuchsiane

L’equazione di Legendre citata al paragrafo precedente € un caso particolare di
equazione totalmente fuchsiana con tre punti di singolarita. La pit generale equazione
totalmente fuchsiana con tre punti di singolarita, di cui uno all’infinito, puo scriversi
nella forma

dz_u h1z + ho d_u kzzz +kiz + kg
dz?  (z—21)(z —2)dz (2 —21)%(z — 22)
che deriva dalle (B.20) con n = 2. Pertanto le corrispondenti radici delle equazioni

determinanti (B.17) (a1, a2 per z1, B1, B2 Per z € u, u2 per z — oo) soddisfano la
relazione

su(2) =0, (B.29)

artax+ P+ fatprtpa=1 (B.30)

Siccome i coefficienti hg, by € ko, k1, ko SON0 determinati se si conoscono le radici
delle equazioni determinanti, si puo caratterizzare completamente I’equazione medi-
ante il simbolo

z1 z2 o
Pl g ,81 Mmoo 2|, (B.31)
az P2 p2

introdotto da Riemann °.
Se i tre punti di singolarita sono tutti al finito, la forma piu generale é la seguente

4 Emile Léonard Mathieu (1835-1890).

5 Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

6 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).

7 Wilhelm Eduard Weber (1804-1891).

8 George Gabriel Stokes (1819-1903).

9 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

578



Equazioni con tre singolarita fuchsiane

dz_u + 222+ h1z + ho d_u kzzz +kiz + ko
dz? (2 — 2)(z — 2)(z — z3) dz (2 — 21)%(z — 22)%(2 — 23)?

u(z) =0, (B.32)

in accordo con le (B.20) e col fatto che ora il punto all’infinito deve essere un punto
regolare.
E notevole il fatto che la trasformazione di variabile

,_az+b
2= (B.33)
con ad — be # 0, non modifica la natura delle (B.29) e (B.32): solamente ne sposta i
punti di singolarita senza alterarne le radici. Con una scelta opportuna dei coefficienti
a, b, c, d si passa dalla (B.29) alla (B.32) e viceversa, conservando la (B.30). E allora
sempre possibile ricondursi al caso in cui i punti singolari sonosituatiinz; = 0,2, =1
e nel punto all’infinito. Per la (B.29) ci0 si realizza con la trasformazione

4= (B.34)
oy — 21
mentre per la (B.32) occorre la trasformazione

(2 —23)(z2 — 1)

Un’altra notevole proprieta e I’invarianza della posizione dei punti singolari
della (B.29) rispetto alla sostituzione di funzione incognita del tipo

u(z) = (2 — 21)°(z — 22)7 f(2). (B.36)
Cosi pure per la (B.32) la sostituzione
_ (2= Z1\P [z — 22\°
0= (C22) (22) s e

non altera la posizione delle singolarita. Pero le sostituzioni (B.36) e (B.37) modifi-
cano le radici (i = 1, 2),
o > a;—p, Bi—>Bi—o, pi—pitpto, (B.38)

pur conservando la (B.30). Percio con trasformazioni di tipo (B.36) o (B.37) ci si
puo sempre ricondurre al caso

o1=p1=0. (B.39)

L’uso combinato delle (B.34) o (B.35) con (B.36) o (B.37), permette dunque di
ridurre sempre I’equazione totalmente fuchsiana con tre singolarita alla forma
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2
d1— )% e — (@4 b+ 12— abu(z) =0, (B.40)
dz? dz
che é la cosiddetta equazione ipergeometrica, i cui punti singolari sono 0, 1, oo, con
radici, rispettivamente,

a1=0, ar=1-c¢ per z =0,
p$1=0, pBo=c—a—b perz=1, (B.41)
H1=a, p2=>o, per z — oc.

In termini di simbolo di Riemann si ha

0 1 00
P( 0 0 a, z), (B.42)
l—-¢c ¢c—a—-b b

Le soluzioni dell’equazione ipergeometrica (B.40) nell’intorno di ogni punto di
singolarita si possono sviluppare in serie di potenze nella forma (B.15), con esclusione
dei casi di cintero, c—a— b intero e ¢ — b intero, in cui possono presentarsi dei termini
logaritmici come nella (B.14). Queste soluzioni sono tutte esprimibili mediante la
serie

L ala+l)...(a+r—1)bb+1)...(b+r—1) 2"
F(a,b,c,z)—l+;aa c?c+7zl.)...(c+r—l) ! %, (B.43)

che ¢ detta serie ipergeometrica. Nel caso particolarissimo a = 1,b = ¢ la serie
(B.43) si riduce alla serie geometrica ) -, 2", donde il suo nome. Se a = —p oppure
= —p, essa si riduce a un polinomio di grado p. Se b = ¢, si ha

Fla,bb;z) =1+ i (‘r"‘) (—2)" = (1 — 2)~°. (B.44)
r=1
Inoltre
F(1,1;2;2) = —% log(1l — 2). (B.45)

Dunque, la soluzione della (B.40) nell’intorno del punto z = 0 corrispondente
alla radice «; = 0 si ottiene riconoscendo che la relazione di ricorrenza (B.18) non ¢
altro che la relazione di ricorrenza per i coefficienti della serie ipergeometrica (B.43).
Invece per I’altra soluzione della (B.40) nell’intorno del punto z = 0 corrispondente
alla radice a3 = 1 — ¢, la (B.18) definisce la serie ipergeometrica con i parametri
a—a—c+1l,b—b—c+1l,c— 2— c Pertanto le soluzioni della (B.40) risultano
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uQ(2) = Fla,b; ¢; 2),
u(zo)(z) = zl_CF(a —ct+tlb—c+t1;2—c¢2).

Nell’intorno del punto z = 1 si puo procedere allo stesso modo con la sostituzione
z' =1 — z, riconducendosi alla soluzione per z = 0. Si ottiene cosi

(B.46)

u(ll)(z) =F(a,b;l+a+b—c1—2),

(B.47)
u(zl)(z) =(1—2)°" % Flc—a,c—bl+tc—a—b1l—2).

Similmente, con la sostituzione z’ = 1/z si trovano le soluzioni nell’intorno del punto
all’infinito:

1\¢ 1
u(loo)(z) = (—) F(a,1+a—c;1+a—b;—>,
. Z (B.48)

(00)(,y = (1 : 1
uy (2) = B F b,1+b—c,l+b—a,; .
La serie ipergeometrica (B.43) ha raggio di convergenza unitario; cio comporta
il prolungamento analitico di ciascuna soluzione per connetterla alle altre. Le sei
soluzioni (B.46) — (B.48) non sono percio tra di loro indipendenti: ciascuna di
esse puod essere espressa come combinazione lineare di due qualsiasi delle altre.

Per esempio, u{?(z) e u’(z) si possono prolungare analiticamente e pensare come
integrali particolari deducibili da quello generale nell’intorno di z = 1, cioe

0 - 1) (1 1) (1
u(l)(z) = A(l)u(l)(z) + A(z)u(z)(z),
u(zo)(z) = Bgl)u(ll)(z) + Bgl)u(zl) (2)-
Si dimostra che i coefficienti sono dati dalle seguenti relazioni

(B.49)

M _ T'(c—a—0b)T(c)
L Te—a)(c—1b)’
T(a+b— c)'(c)

A

AP =
D@r'®) ’
B = Tlc—a—0bT'2—2¢)
! 'l-al'(1-20) ’
Bgl) _ Tla+b—ol'(2—-c¢)

" Te+l-ol(b+1—-2¢)’

dove I'(2) & la funzione speciale gamma °. Essa generalizza il fattoriale al caso di
argomento non intero,

10 per una rassegna delle funzioni speciali e delle loro proprietd, si veda il testo di Wilhelm Magnus, Fritz
Oberhettinger e Raj Pal Soni: Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics,
Springer, Berlino, 1966.
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T'(z+1)=2T(2), (B.50)

con i casi particolari
1) =1, (B.51)
T() = 7. (B.52)

Similmente, si pu0 porre

u(lo)(z) = A(loo)u(loo)(z) + A(zoo)u(zoo)(z),

(B.53)
uQ(2) = Bl (2) + BEIuS)(2),

con i seguenti coefficienti:

A(oo) - P(b B CL)P(C) eiﬂ'a
L T'()T'(c— a) ’
(00) _ Lla—0)(c) ;r
A = TaTe—p° "
B = P'—a)l2—-c) irara—c

1 T Tl—aT(L+b—¢)
Bleo) = L@ — b2 —c) pim(1b—c)
2 I'l-ol(l+a—c)

B.6. Funzione ipergeometrica confluente

Quando in un’equazione totalmente fuchsiana con tre singolarita due punti di
singolarita confluiscono nel punto all’infinito, si da origine a una singolarita essenziale
all’infinito. Se I’altra singolarita e in z = 0, la piu generale equazione di questo tipo
ha la forma

d?u  hiz+hodu  ko2Z? +kiz+k
50T ) =0, (B.54)

dz? z dz

che effettivamente per z = 0 presenta una singolarita fuchsiana, mentre per z — oo i
coefficienti p(z) e ¢(z) non presentano lo zero del primo e del secondo ordine richiesto
da un’eventuale singolarita fuchsiana. Conviene operare la seguente sostituzione di
funzione

u(z) = 2%eP#¢(2), (B.55)

con « che soddisfa I’equazione determinante per z = 0:
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o? —a(l — hg) + ko = 0. (B.56)

Nella (B.55) g risulta dall’equazione caratteristica che si ottiene sostituendo la (B.55)
nella (B.54) e imponendo z — oc:

B+ hiB +ky = 0. (B.57)

Con I'ulteriore cambiamento di variabile

2= —(hy1+20)z, (B.58)

I’equazione (B.54) si riconduce a un’equazione per la ¢(z'). Questa equazione ha la
struttura

d?u

du
3 +(c— z)a —au(2)=0 (B.59)

e viene chiamata equazione ipergeometrica confluente. Essa € una delle pit im-
portanti dell’analisi matematica, perché abbraccia una classe contenente moltissime
funzioni speciali di interesse nella fisica matematica.

In z = 0 essa ammette due radici dell’equazione determinante pariaOeal —c.
Percio, se ¢ non € intero, esistono due soluzioni della (B.59) linearmente indipendenti,
della forma

ul(z) = F(CL, c, Z),

1 (B.60)
ux(2) =277 °Fla—c+1,2 — ¢ 2),
dove la funzione ipergeometrica confluente F'(a, c; z) € data dallo sviluppo
afa+l)...(a+r—1)2"
F z)=1+ —. B.61
(a,¢:2) ;c(c+1)...(c+r—1) 7l (B-61)

La (B.61) é il limite per b — oo della serie ipergeometrica (B.43) in funzione di z/b:
blim F(a,b;c;z/b) = F(a,c; 2). (B.62)
—00

Se c € intero, la seconda delle (B.60) ha la forma della seconda delle (B.14).
Per z — oo, vale lo sviluppo asintotico

. — P(C) zZ . ,a—C P(C) —a
F(a,c;z) = F(a)e 247+ T(o— a,)( z)” 4. (B.63)
Sono utili le seguenti relazioni:
F(a,a;z) =€, (B.64)
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F(a,c;z) =e*F(c— a,c,—z), (B.65)
a+n\]7t
F(—n,a+1;2) = [( )] Ly (2). (B.66)
n
Nella (B.66) n & un numero intero non negativo e L%(z) & il polinomio di Laguerre *:
Lf(x) = clo ® 4" (e“mw" +a) (B.67)
" n!  dzn ’ )

Esempio B.2

Un caso particolare di equazione riconducibile ad un’ipergeometrica confluente
& | equazione di Bessel *2:

d*uv  1du 2 _
du,ldu, (1 - ;)u(z) =0, (B.68)
L’equazione determinante per z = 0,

a® =12 =0, (B.69)

ha radici o = £v. L’equazione caratteristica per z — oo,

BZ+1=0, (B.70)
fornisce B = =+4. Percio la sostituzione (B.55) e il cambiamento di variabile (B.58),
2’ = 2iz, permettono di ricondurre la (B.68) all’equazione

d*u du
Z s +(1+2v— z)a —(v+ %)u(z) =0, (B.71)

che é I’equazione ipergeometrica confluente (B.59) con

a:1/+%, ¢ = 2a. (B.72)
Soluzioni speciali della (B.68) sono le funzioni di Bessel, cosi definite:

oo

N (CY)(z/2)7
Ju(z) = 203 TR (B.73)
Altre soluzioni speciali si ottengono come combinazioni lineari di funzioni di Bessel.
Precisamente si hanno le funzioni di Neumann %3, Y, (z), e le funzioni di Hankel * di

11 Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).

12 G.N. Watson: A Treatise on the Theory of Bessel Functions, The University Press, Cambridge, 1922
(prima edizione), 1944 (seconda edizione) e successive ristampe.

13 Carl Gottfried Neumann (1832-1925).
14 Hermann Hankel (1839-1873).

584



Funzione ipergeometrica confluente

prima e di seconda specie, HY(z) e HP(z). Nel caso v 7 p con p intero incluso lo zero,
esse sono definite dalle relazioni seguenti:

Y, (2) = [sin(rv)] [J.,(z) cos(mv) — J_,,(z)] : (B.74)
HP(2) = J(2) +iYu(2), (B.75)
HP(z) = J,(2) — iYs(2). (B.76)

Nelle applicazioni hanno interesse particolare le funzioni di Bessel di argomento reale z
e di ordine semintero, cioé v (che in generale & un numero complesso) diventav = n + 2,
con n intero non negativo: si ottengono cosi quelle che sono chiamate funzioni di Bessel
sferiche,

inle) =\ Tl 8.77)

e funzioni di Neumann sferiche,

1@ = 0" T e, (8.78)

Corrispondentemente, si possono definire le funzioni di Hankel sferiche di prima e di
seconda specie:

hP(x) = ji(x) + imu(z),

WP (@) = jilz) — im ().

Le funzioni di Bessel sferiche hanno comportamento regolare nell’origine, mentre
le funzioni di Neumann sferiche sono irregolari. | due tipi di funzione possono essere
generati esplicitamente ricorrendo alla seguente rappresentazione:

(B.79)

mxm)=c—n”z"(;§;)"§gf, (B.80)
n(z) = (-1)" 2" (%)nm;m. (B.81)

Nella Tab. 1 sono riportate le funzioni di Bessel e di Neumann sferiche per n < 2.

Tab. 1. Funzioni di Bessel e di Neumann sferiche di ordine n < 2.

ORE () = —SSZ

ji(z) = Siﬂ# - % m(z) = _C?ESZ:E _ Slgzlz

jo(z) = (3 1) ing — 3 _ ( 3 1) 3 ..
=== — % )SInx — = COS =—| =S — 5 )C0Sz — = SIn

72(@) (.’I)3 z o z° z n2() 2T T 22 T
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Inoltre valgono gli andamenti asintotici per z < I,

. z 20 — )N
Ju(z) ~ ma m(z) ~ %;

eperz > I,

@) ~ %cos [ac - g(z+1)], m(z) ~ %sin [m - g(1+1)].
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C. CALCOLO MATRICIALE E OPERATORI QUANTISTICI

Il calcolo matriciale, che viene utilizzato in meccanica quantistica in connessione
con le rappresentazioni degli operatori associati alle osservabili fisiche, puo ritenersi
una generalizzazione agli spazi di Hilbert di un algoritmo gia noto nell’usuale spazio
IR®. Anche se c’@ la necessita di principio di utilizzare uno spazio a infinite di-
mensioni, in questa appendice vengono richiamate le nozioni sul calcolo matriciale
piu rilevanti ai fini del formalismo quantistico, limitando la trattazione a uno spazio
vettoriale (o lineare) complesso a n dimensioni, C™, i cui elementi v sono definiti da
una n -pla di numeri complessi (v1, vo, . . ., v,) che possono essere ordinati secondo
uno schema a colonna:

U1
V2
v=1| . |. (C.1)
Un
I numeri (vy, vy, ..., v,) costituiscono le componenti del vettore v su una base di n

versori {€;} (i = 1,2,...n), linearmente indipendenti e mutuamente ortogonali:

n
v=Y ue. (C2)
=1
Anche i versori €; possono essere rappresentati nello stesso schema a colonne:
1 0 0
0 1 0
e=|.|, &=|.|, ..., € =|.|. (C.3)
0 0 1

Si consideri ora la trasformazione indotta dall’applicazione
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Appendice C: calcolo matriciale

w=Av, (C.4)
che fa corrispondere a ogni vettore v € C™ ancora un vettore w € C™. Qui interessano
applicazioni lineari,

A (C]_V]_ + Csz) = c1AVvy + oAV, (CS)

con ¢y e ¢ numeri complessi. Allora la (C.4) implica un legame lineare tra le
componenti diwe v,

w; = Z Aik’Uk ('L = 1, 2, s ,’n’)ﬂ (C6)
k=1

dove gli n? numeri complessi A;;; possono essere ordinati in uno schema quadrato,
detto matrice, che rappresenta I’applicazione A in C™:

A A ... A,
Ay Az ... Az

A=|"0 TE T (C.7)
Anl AnZ .- Ann

Si puo in generale definire matrice n x m (an righe e am colonne) uno schema
di numeri complessi formato da n righe e m colonne:

Mll M12 PP Mlm
M21 Mzz M2

= . o o (C.8)
My My, ... My

Se n. = m, come nella (C.7), la matrice si dice quadrata. La (C.1) € invece un
esempio di matrice n x 1.
In tal modo la (C.4) puo anche porsi nella forma matriciale

w1 All Alz .. Aln VU1
wp Ay Az ... Ao ||v2

S , (C.9)
Wn Anl An2 ce. Ann Un

dove il prodotto tra la matrice n x n che rappresenta A e la matrice n x 1 che
rappresenta v deve intendersi eseguito righe per colonne, in accordo con la (C.6).

Nei prossimi paragrafi vengono ricordate le definizioni e le proprieta del calcolo
matriciale relativo a matrici con numero finito di righe e colonne; si illustrano poi il
significato e le conseguenze di un cambiamento di base nello spazio. Viene infine
discussa la diagonalizzazione di una matrice, che & un’operazione di fondamentale
importanza nel formalismo quantistico.
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C.1. Proprieta delle matrici

Data la matrice (C.8), se ne definisce la matrice complessa coniugata, M *,
guella ottenuta prendendone gli elementi complessi coniugati:

(M™)ix, = (Mr)" (C.10)
La matrice trasposta, M T, & quella ottenuta da A/ scambiando righe con colonne:
(MT)ix = My;. (C.11)

Combinando lo scambio di righe e colonne con la complessa coniugazione, si
definisce la matrice coniugata hermitiana,

M =(MTy = (M*)7T, (C.12)
cioe
(M1 = My, (C.13)
Una matrice quadrata A che coincida con la sua coniugata hermitiana,
At =4, (C.14)
si dice hermitiana. Per una matrice hermitiana risulta dunque
A = Ay, (C.15)

La moltiplicazione di M per un numero complesso ¢ € ancora una matrice n. X m, i
cui elementi sono dati dalla relazione

(cM)ir = ¢ M. (C.16)

Se due matrici M e N hanno lo stesso numero di righe e di colonne?, si puo definire
la loro somma:

(M + N)i, = My, + Nig. (C.17)

Il prodotto tra due matrici M e N si puo definire tutte le volte che il numero m di
colonne di M ¢ uguale al numero di righe di N. In tal caso risulta

(M- N)ir =Y Mi;Nj, (C.18)
=

1 In questo caso si dice talvolta che M e N sono simili.
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secondo la regola del prodotto righe per colonne. 1l suo significato consiste nell’ap-
plicazione successiva di N e M: prima si applica N e quindi M.

Nel caso di matrici quadrate le (C.16), (C.17) e (C.18) definiscono I’algebra del
loro insieme, che & in generale un’algebra non commutativa, cioée

A-B4B- A (C.19)

Invece valgono sia la proprieta associativa,

A-(B-C)=(A-B)-C, (C.20)
sia quella distributiva,

(A+B)-C=A-C+B-C,

c.21
C-(A+B)=C-A+C-B. ( )

Inoltre il prodotto di due matrici pud annullarsi, senza che per questo si debba
necessariamente annullare una delle due matrici.
Si definisce matrice simmetrica la matrice quadrata che coincide con la sua
trasposta e che quindi soddisfa la relazione
Aik = Aki- (C22)

Una matrice reale simmetrica € anche hermitiana.
Si puo verificare che la matrice trasposta e la matrice coniugata hermitiana del
prodotto di due matrici quadrate si ottengono dalle relazioni seguenti:

(A-B)Y =BT. AT, (C.23)

(A-B) =BT. Al (C.24)

La somma degli elementi diagonali di una matrice quadrata viene chiamata
traccia e si indica col simbolo Tr :

n
TrA=>" Ay (C.25)
=1

E immediato verificare che la traccia del prodotto di due matrici & indipendente
dall’ordine dei fattori:

Tr (A : B) = i = Aiiji =Tr (B : A) (C26)

4,7=1

Piu in generale, la traccia é invariante per permutazioni cicliche delle matrici
che compaiono nel prodotto sotto il segno di traccia. Per esempio,
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Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB). (C.27)

Per una matrice quadrata si definisce il determinante, che pud essere ottenuto
per esempio sviluppando secondo gli elementi della prima riga:

n
detA =" Ay Ay, (C.28)
k=1

dove Ay, € il complemento algebrico dell’elemento Ay, cioé il minore di A con
segno, che si ottiene prendendo il determinante della matrice, in cui si sono soppresse
la prima riga e la k-esima colonna della matrice A, e pesando col fattore (—1)**. II
determinante del prodotto di due matrici quadrate € il prodotto dei determinanti delle
due matrici:

det(A - B) = det A - det B. (C.29)

Inoltre

det AT = det A. (C.30)

Una matrice si dice diagonale se possiede diversi da zero solo gli elementi posti
sulla diagonale principale:

a1 0 0
0 ay ... 0
A= . . - (C.31)
0O 0 ... «a
Essa verifica n relazioni del tipo
Ae; = 46, (C.32)
dove gli ; sono i versori di base definiti nella (C.3).
La matrice
10 0
01 ... 0
1=|. . . . (C.33)
0 0 ... 1

¢ la matrice identita, con elementi dati dalla delta di Kronecker:

(L)ix = k- (C.34)

La matrice identita & a determinante unitario,
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detl =1, (C.35)
e a traccia pari al numero n delle sue righe (o delle sue colonne),
Tri=n. (C.36)
Inoltre essa verifica la relazione
1-A=A-1, VA, (C.37)

e quindi commuta con ogni matrice simile.
Data una matrice quadrata A con det A Z 0, esiste una matrice B tale che sia

BA=AB=1.

Allora la matrice B ha I’effetto di annullare I’applicazione di A e quindi é la matrice
inversa di A:

B=A"1

Dunque

A7tA=AA"1=1. (C.38)
La matrice inversa risulta definita dai suoi elementi:
Ay
detA”

La (C.39) si dimostra risolvendo la (C.4) rispetto a v con la regola di Cramer.
La (C.39) indica inoltre che la condizione det A # 0 € condizione necessaria per
I’esistenza della matrice inversa A—*. Dalla condizione

(A Y = (C.39)

det(AA™1Y) =det A detA=1=1

segue

det A=1 = (det 4)~L. (C.40)

C.2. Cambiamento di base

Lo spazio C™ & strutturato a spazio di Hilbert introducendo la definizione di
prodotto scalare. Indicato con (w|v) il prodotto scalare tra due vettori v,w € C", esso
gode delle seguenti proprieta:
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1) (W]cava + eav) = e1(Wva) + c2(W|V2) , con c1 e ¢, numeri complessi,
2) (Wiv) = (viw)",
3) (v|v) > 0, con il segno di uguale che vale se e solo se v = 0.
Coerentemente con queste proprieta e con la regola del prodotto righe per
colonne, si puo utilizzare la seguente notazione matriciale per esprimere il prodotto
scalare:

Wv) = |wi, w3, ..., w;|-
(C.41)

n
_§ : *
- wi’l)z'.
i=1

Allora gli elementi A;; della matrice A data dalla (C.7) si possono visualizzare come
il prodotto scalare tra il vettore ottenuto dall’applicazione di A al versore e e il
versore g;,

Ay = ()| Aey), (C.42)

oppure come il prodotto scalare tra il versore e, e il vettore ottenuto dall’applicazione
della coniugata hermitiana di A al versore g;,

As = (ATeley). (C.43)

Similmente a quanto avviene in IR® si pud eseguire un cambiamento di base in
C™, sviluppando i versori della nuova base sulla vecchia:

€= Uit (C.44)
k=1
Per I’ortogonalita dei versori di base {ey},

(ex|e) = dix, (C.45)
i coefficienti Uy; dello sviluppo (C.44) si possono ricavare facendo il prodotto scalare
con ey:

U}m‘ = (ek\e{) (C46)

Percio i coefficienti Uy; sono la generalizzazione a C™ dei coseni direttori dei nuovi
versori rispetto ai vecchi in IR®. Siccome necessariamente la nuova base ha la stessa
dimensionalita della vecchia, i coefficienti Uy; definiscono una matrice quadrata
n x n, U. D’altra parte, per I’ortogonalita dei versori di base {€.}, si ha
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n

5ji = (€jl€&) = > (€]lex) U

k=1
n
=D _UiUki,
k=1
cioé
n
> O)kUki = 654,
k=1
0, in notazione matriciale,

Utu = 1.

Anche i vecchi versori possono essere sviluppati sulla base dei nuovi:

€ = Z Ullcielk;a

k=1

dove, per I’ortogonalita dei versori {€}, }, i coefficienti U;,; sono
Ui = (€kl&) = Uy,
cioe
U'=U'.

D’altra parte, per I’ortogonalita dei versori di base {e;}, si ha

n

55 = (ejles) =) (ejlel) U,

k=1
n
_ 1% !
=Y Ui;Us
k=1
n
— *
= U,
k=1
cioé
n
> Uk (Ui = 654,
k=1
0, in notazione matriciale,
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UUt =1. (C.53)

Una matrice che gode simultaneamente delle proprieta (C.48) e (C.53) viene detta ma-
trice unitaria. Dato che la trasformazione indotta dalla U’ nella (C.49) € palesemente
I’inversa della trasformazione U indotta nella (C.44),

UI - U_l,
la trasformazione unitaria € definita dalla condizione

ut=vu-1, (C.54)

che garantisce simultaneamente la (C.48) e la (C.53).
Una matrice unitaria ha autovalori di modulo uno. Infatti, se U & una matrice
unitaria, si ha

n
> UhUsj = 6
k=1
e, nella rappresentazione in cui U é diagonale (U;; = a;6;;, U;fj = a}d;;), deve essere

n
2 : * — %

a; 6ikaj(5kj = a; a,jéz-j,
k=1

cioe afa; = 1 e quindi

a; = et (C.55)

Ogni vettore v € C™ pu0 essere espresso ugualmente bene sulla vecchia e sulla
nuova base:

V=) upe =) vjel (C.56)
k=1 =1

Le nuove e le vecchie componenti sono legate dalle relazioni

o= Ukivi, =) U, (C.57)
i=1 k=1

che derivano dalla (C.44) e dalla (C.49).

Allora gli elementi di una matrice A, definiti nella (C.42) in dipendenza dalla
base scelta, sotto I’azione di un cambiamento di base si trasformano nel modo
seguente:
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e’|Ae’ <Z Uhel‘AZUykel:>

= Z Usi(e|Aey)Uri
,i'=1

n
= E U;;Allr Ul’k-
,I'=1

Percio la matrice A si trasforma per trasformazioni unitarie secondo la relazione

A =UAU. (C.58)
Se A é una matrice hermitiana, anche A’ lo é:
At =UtAD) = UTAU = A'.

Il prodotto scalare tra due vettori v,w € C™ risulta indipendente dalla base scelta:
(wjv) = Z wy vy,
FoVINS gt
= Z (Z Ukl’“”) > Ul
k=1 =1 =1
n n
=3 S wiwd

=1 I'=1
n

= E w; .
1=1

Anche il determinante e la traccia di una matrice A sono invarianti per trasfor-
mazioni unitarie:

Tr A =Tr (U tAU)
=Tr(UUA) =Tr A4,

det A’ = det(U~1AD)
=detU 1. detA-detU = det A.
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C.3. Diagonalizzazione di una matrice

Il problema di diagonalizzare una matrice interviene in meccanica quantistica
in occasione del problema della risoluzione dell’equazione agli autovalori di un
operatore,

Au = au, (C.59)

in cui I’applicazione dell’operatore, rappresentato dalla matrice A, al vettore u lo
trasforma nello stesso vettore moltiplicato per il numero «; il vettore u é detto
autovettore di A appartenente all’autovalore «.. In C™ I’equazione (C.59) si traduce
nel sistema di n equazioni algebriche,

ZAikuk = Quyg, (C60)
k=1

lineari nelle incognite u; che rappresentano le componenti di u secondo i versori
della base scelta.
Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema (C.60) sia risolubile € che

sia
det(4 — o) = 0. (C.61)
Cio equivale a imporre
An—a Ap ... A
'%1 A%_aﬁf %" = 0. (C.62)
A.nl A.nz . Ann.— «

La (C.62) & chiamata equazione secolare. Essa costituisce un’equazione di grado
n nell’incognita « che ammette n soluzioni nel campo dei numeri complessi. In
corrispondenza di ciascuna soluzione «; (7 = 1,2,...,n) si trova la soluzione per
le incognite u; nel sistema (C.60); con questo procedimento, la determinazione
successiva di tutti gli n autovettori risolve cosi il problema (C.59).

I metodo algebrico su esposto & quello che in pratica si segue, ma & anche utile
riconoscere che la risoluzione del problema agli autovalori € in realta riconducibile a
quello di un cambiamento di base. E ovvio che se la matrice A fosse gia diagonale in
partenza, per la (C.31) e la (C.32) il problema sarebbe risolto: gli elementi diagonali
di A sono gli autovalori e i versori della base su cui € costruita la matrice A sono
i suoi autovettori. In generale, per risolvere la (C.59) occorre invece operare un
cambiamento di base per trovare quella su cui la matrice A risulta diagonale. Data
allora la matrice A sulla base {e;}, si tratta di trovare la trasformazione unitaria U
che per la (C.44) produce una nuova base {€}} su cui la matrice trasformata

A =UTAU (C.63)
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sia diagonale, cioe

(U AU)ir, = 0. (C.64)

Esplicitando le somme nella (C.64), moltiplicando ambo i membri per U;; e som-
mando su 4, Si ottiene

n n n
Z Z Ui(U ™1 A Ujege = Z%‘Umsz‘k-
i=1

i=1 j,j'=1

Per I’unitarieta della matrice U si puo scrivere

> 613445 Ujn = axUn,

J,j'=1
da cui
n
ZAlj’Uj’k = ay Uk,
i’=1
cioé
n
(Alj — Oékélj) Ujk =0. (C65)
j=1

Anche la (C.65) costituisce un sistema di n. equazioni algebriche, che si pud identifi-
care con la (C.60). La condizione di solubilita del sistema (C.65) & dunque la stessa
equazione secolare (C.62) che vale per la (C.60). Ora pero, per ogni valore dell’indice
k in corrispondenza dell’autovalore «y, le incognite sono i coefficienti Uy, cioe gli
elementi della k-esima colonna della matrice unitaria U, che determina la trasfor-
mazione di base per ottenere A in forma diagonale. Essi dunque rappresentano le
componenti uy_; = (ug); dell’autovettore uy, sulla base di partenza:

Use = up j, (C.66)
cloe
(VE) T (V1 E O (V) P
= (U.1)2 (UI.C)Z (ur.L)z (C.67)
e o W o (U

Questo risultato € in accordo col seguente teorema: condizione necessaria e
sufficiente perché una matrice U sia unitaria € che gli elementi di matrice delle
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colonne (o delle righe) di U siano le componenti di un sistema di versori ortogonali
{u;} (=1,2,...,n). Infatti dalla (C.66) e dalla (C.48) segue

(Ui|ug) = di. (C.68)

Similmente, posto ora U;; = u; ;, dalla (C.53) segue ancora la (C.68). Questo teorema
e d’altra parte intuitivo se si pensa che gli elementi di matrice U, coincidono con
le componenti dei trasformati dei versori di base, i quali sono ortogonali, e che le
relazioni di ortogonalita e di normalizzazione, connesse col prodotto scalare, sono
preservate da una trasformazione unitaria.

Con alcune cautele le considerazioni svolte in questa appendice possono essere
estese a spazi di Hilbert £ con un numero infinito di dimensioni. Se H é separabile,
per cui esiste una base ortonormale numerabile, basta sostituire la base costituita da
un numero finito di versori con una a numero infinito. Di conseguenza, in tutte le
relazioni date, le sommatorie di numeri complessi o di vettori vanno sostituite con
delle serie. Non esistono problemi di convergenza se le matrici infinite risultano
associate a operatori limitati, cioe a operatori per i quali esiste un ¢ > 0, indipendente
da f € H,tale chesia||Af|| < c||f||,Vf € H.

Nel caso della diagonalizzazione di una matrice, si ha a che fare con un sistema
di infinite equazioni in infinite incognite: percio I’equazione secolare non é piu utiliz-
zabile direttamente in problemi di natura applicativa e si deve ricorrere in generale a
metodi di approssimazione che permettano il troncamento a un sistema di un numero
finito di equazioni.
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Appendice D: Costanti fisiche

Tab. D.1. Costanti fisiche T.

Quantita Simbolo Valore
velocita della luce nel vuoto | ¢ 2.997 92458 x 108 ms—1
costante di Planck h 6.626 0755(40) x 1034 Js
costante di Planck ridotta h=h/2w 1.054 572 66(63) x 10~ J s
(acca tagliata) =6.582 122 0(20) x 10~ MeV s
modulo della carica e 1.602 177 33(49) x 10~1°C
dell’elettrone = 4.803 206 8(15) x 10~10 yes
costante di conversione he 197.327 053(59) MeV fm

unita di massa atomica
(uma)
massa dell’elettrone

massa del protone

(massa atomo C12)/12
Mme

mp

1.660 540 2(10) x 10~%7 kg
= 931.494 32(28) MeV/c?
9.109 389 7(54) x 10—31 kg
= 0.510 999 06(15) MeV/c?
1.672 623 1(10) x 10~2" kg
= 938.272 31(28) MeV/c?
= 1.007 276 470(12) uma

= 1836.152 701(37)me

costante di struttura fine

lunghezza d’onda
Compton per I’elettrone
raggio di Bohr

costante di Rydberg
energia di Rydberg
magnetone di Bohr

magnetone nucleare

a = (e?/4wedhc) st
= (ez/hc)Gauss

Ae =h/mec
a = (4reoh?/mee?) sy
= (hz/meez)Gauss

Roo
hcRoo
pB = (eh/2me) st

= (eh/2mec)Gauss
BN = (me/mplup

1/137.035 989 5(61)

3.861593 23(35) x 1018 m

0.529 177 249(24) x 10~1m
10973 731.571(4) m—1

13.605 698 20(81) eV

5.788 382 63(52) x 10~ MeV T—1

3.152 451 66(28) x 10~ Mev T—1

costante di gravitazione G 6.67259(85) x 10~ 1 m3 kg—1s—2
accelerazione di gravita
a livello del mare g 9.806 65 m s—2
numero di Avogadro N 6.022 136 7(36) x 10 mol—?1
costante di Boltzmann k 1.380 651 3(25) x 108 J K1
=8.617 344(15) x 10~Sev K1
costante di Wien b=A\nT 2.897 769 4(49) x 10—3m K
costante di Stephan o = 8n%*/15c3h3 7.56591(26) x 10~ Jm—3 K4

1eV = 1.602 177 33(49) x 1019,

7w = 3.141 592 653 589 793 238

1 MeV/c? = 1.782 662 70(54) x 10~ kg

T Dati ripresi dalla raccolta di Particle Data Group: Review of Particle Properties, Physics Letters
B239 (1990) 1-516. | numeri entro parentesi dopo i valori forniscono I’incertezza di una deviazione

standard nelle ultime cifre.
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Tab. D.2. Relazioni elettromagnetiche.

Sistema Internazionale

Sistema cgs di Gauss

unita di carica
carica dell’elettrone
unita di campo magnetico

1C=1As
1.602 177 33(49) x 10—1° C
1T

=2.997 924 58 x 10° ues
= 4.803 206 8(15) x 10—10 yes
= 10 gauss

forza di Lorentz

F=Q(E+vxB)

F=QE+2vxB)

equazioni di Maxwell

V-D=p
V-B=0
VxE=-28

ot

_i,aD
VxH=j+%

V-D=d4xp
V-B=0

- _108B
VXxE=-2%

— 4m; 19D
VxH=T0+c%

nel mezzo D=¢E, B=pH D=€¢E, B=pH
nel vuoto €=¢€, M=o e=1, pu=1
_ BA _ 1 0A
. E——VV—E E-—VV—EE
campi
B=V x A B=V xA
trasformazioni relativistiche

(v é la velocita del
sistema primato rispetto
al sistema non primato)

E, =Ej
E", =4(EL +Vx B)
Bj, =B

B =y(BL— 3VXxE)

Ei =B
E', =¥(EL +1vxB)
B =8By

B, =v(BL—2vxE)

oo =c"2, po=4nr x 107 NA—2

permettivita elettrica
permeabilita magnetica

€0 =8.854187817... x 102 Fm—1
po =12.566370614... x 107" NA—2
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