Xll. PROCESSID’'URTO

Una delle procedurepiu utili per ottenereinformazioni sulla dinamicadi un
sistemdisico e quelladi sollecitarloconunasondaesternaad esempiaun fasciodi
particelle(o onde)cheincidonosul bersagliocostituitodal sisteman esame La ri-
velazionedelleparticelle(o onde) diffusenellediversedirezionidopoaverinteragito
conil sistemaallo studio, ne definiscela risposta. Nel capitoloprecedentsi e gia
affrontatoquestoproblemanel casoparticolaredell'interazioneradiazione—materia,
dovelaradiaziongpotevaesserdrattatain modosemiclassicoMa in generaleanche
la descrizionedel proiettile deve esseragjuantistica: questag un’esigenzache deve
esseresoddisattapropriodaquelleparticellechedenuncianan aspettandulatorio,
comegli elettronie le altre particelledel mondoatomicoe subatomico.

La descrizionedell'interazionetra proiettile e bersagliodeve dunquericorrere
all'equazionedi Schibdingere deve esserén gradodi riprodurrel’urto elastico,per
il qualela distribuzioneangolaredelle particellediffuseforniscein primaapprossi-
mazioneunamappadel potenzialedi interazionera proiettile e bersaglio.Ma l'urto
pud essereancheanelasticce provocarereazionicheportanoa uno statofinale con
dei prodottidiversidal proiettile e dal bersaglio.ll formalismosviluppatoin questo
capitoloeadatto,n lineadi principio, perstudiarguttequesteossibilideriprodurre
la situazionesperimentaleaffiguratain fig. 1.1.

Dopola definizionedellequantifinecessariperun confrontoconl’esperienza,
la teoriasi sviluppaprincipalmentenel casodell’'urto elastico,esaminandaenetodi
di approssimazionatili. Incidentalmentefu propriol'applicazionedell’equazione
di Schibdingeral casodi un processal’urto chepermisea Max Born * di intuire la
correttainterpretazionelellafunzioned’ondain terminidi ampiezzali probabilitie
di stabilireancheunodeicriteri piu efficaciperun’utile approssimazioneelrisolvere
il problemad’urto.

1cCfr. n. 18p. 109.
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Processi d’urto

L'approfondimentai aspettipiu formali dellateoriaportaa stabilireunacon-
nessionéragli statiimperturbatidel proiettilee delbersagliononinteragente quelli
cheli descrvonoin interazione Questaonnessionpermettali definirela matricedi
scattering?, o matriceS, checontienein generald’informazionefisicasul processo
e checonsentali estenderéa trattazioneal casopiu generale.

XII.1. Sezione d’urto

Lo sperimentatoresheutilizzail dispositvo raffiguratoin fig. 1.1 perlo studio
di un certoprocessay, conle suemisureaccedealle seguentiquantit:

m(a) = numerototaledi eventi a, registrati attraversoil conteggio del rivelatore,
taratoin mododaselezionareolole particellein arrivo chehannoparteci-

patoal processay,

N = numerodelle particelle incidenti, misuratoin praticadal catturatoredi
fasciopostoalle spalledel bersaglio,

n = numerodi centri diffusori del bersaglioper unita di superficieofferta
all'arrivo del fascioincidente.

rivelatore

fascio incidente

Fig. 1.1.Schemalelladisposizionesperimentalgerla diffusionedi particelle.

Conquestiingredienti,lo sperimentator@uo costruireil rapporto

o) = (1.1)

che, tenendoconto delle definizioni e riferendonumeratoree denominatoredella
(1.1) all'unita di tempoe al singolocentrodiffusore,puo essereos interpretato:

numerototaledi eventi« perunitadi tempoe percentrodiffusore (l 2)

ola) = .
( ) numerodi particelleincidentiperunita di tempoe perunitadi superficie

2 E ormaientratonell’'usocorrentdl nomedi geigoscatteringperindicareil processal’urto; letteralmente
scatteringsignificadiffusione
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Sezione d’urto

La (1.2) hale dimensionidi unasuperficie:la superficie di areas(«), rappresenta
la sezioneofferta dal bersaglioal fascioincidenteresponsabil@lei processidi tipo
a. Percd o(a) vienedettasezioned’urto totale perl’'eventoa e usualmenteriene
misuratain sottomultiplidi barn: 1barn= 10~28m?.

Qualordadisposizionesperimental€elelrivelatorejnvecedi abbracciaréintero
angolosolidodi 4, siasensibilesolo a unaporzioneds?, si pud definirela sezione
d’urto differenziale

do _numerodi eventi perunitadi angolosolido
dQ Nn

numerodi eventi perunitadi tempoe percentrodiffusorenell’'unita di angolosolido

- numerodi particelleincidentiperunita di tempoe perunitadi superficie

(1.3)
Laseziona'urto differenzialetlegatadunquealladistribuzioneangolareleiprodotti
direazioneedain generalein’informaziorepiu dettagliatadellasezoned’urto totale.
Naturalmentesi ha

do
o—/dQ Fok (1.4)
La definizione(1.2) e la secondaiga della(1.3) indicanocheil datosperimentale,
ottenutoapartiredallemolteparticelledelfascioedelbersadio, pud essereicondotto
alla singolainterazioneelementardra unaparticelladel fascioe unaparticelladel
bersaglioche agisceda centrodiffusoreperil processo.Nel sistemadi riferimento
dellaboratoriosi hala situazionedellafig. 1.2.

vyvy

3

Fig. 1.2.La diffusionedi particellenel sistemadel laboratorio.

Un processal’urto puo esseralloradescrittoin termini quantisticiinvocando
la hamiltonianaH’ associatalle dueparticelledi massan; e m,, interagentconun
potenziald/(r), dover = r; —r; eil vettoreposizionedellaparticellal relatvamente
alla particella2:
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,_ Pi P}
=2 P ,yp, (15)
Zml 2m2

my

Fig. 1.3.L'urto di dueparticellenel sistemadelloro centrodi massa.

Nel sistemadel laboratorio,il problemaagli autovalori perla hamiltoniana(1.5) e
un problemaa due corpi che,comesi e fatto nel paragrafoX.1, viene semplificato
passandal sistemadi riferimento del centrodi massa(fig. 1.3). In tal modola
hamiltoniana(1.5) puo riscriversicomesommadi un terminechedescrve il moto
libero del centrodi massae di unterminechedescrne il moto di unaparticelladi

massaidottam,

11,1 2

m mi M2

in presenzalel potenzialeV (r):

H' =H., +H, .7
PZ
H,p=———, 1.8
2(mq +my) (1.8)
2
H==—+V(r). (1.9)
2m

L'informazionefisicasulladinamicadelsistemaproiettile-bersagli@ contenutanella
hamiltonianaH delmotorelativo e il problemaa duecorpisi spezzacomenel caso
classiconel motolibero del centrodi massached’ora innanzisa@ ignorato)e nel
problemadi unasola particella(di massaridottam). A secondadella forma del
potenzialéV (r), 'equazioneagli autosalori perla hamiltoniang1.9) pudb ammettere
anchesoluzionia enegia negativa corrispondenta statilegati chesi stabiliscondra
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proiettile e bersaglio.Peid in generaldale equazionéhasempresoluzionia enegia
positiva (¢ £?) chedescrvono stati non legati appartenentallo spettrocontinuodi
H.

Si escludea nel sgguitoil casodi un potenzialea lungoraggiod’azionequale
il potenzialecoulombianoperil qualeperaltroe possibiletrovarela soluzioneesatta
del problemaagli autovalori a enegie positive in termini di serieipergeometrica
confluente comes’e visto perI'atomo di idrogeno(paragrafoV.8). Pertantonella
(1.9) verra adottatd’ipotesi

rV(r)— 0 per r — oo, (1.10)

corrispondentel fatto chel'interazionetra proiettile e bersaglioé confinataad una
regionedellospazian prossimiadelbersaglicstessogos chele particelleemegenti
dopol'urto, contatedal rivelatore vi arrivino praticamenteonmotolibero.

Eseciziol.1

Verificarela bontadell'ipotesi(1.10)nelcasodell’'urto nucleone—nucleongefr. eq.
(X.9.12)).

Limitandola trattazioneperil momentoal casodell’urto elasticq nellaricerca
delle soluzioni dell’'equazioneagli autosalori per la (1.9), che nello spaziodelle
posizionié un'equazionaifferenziale occorrefissarele condizionial contorno. E
opportunoimporrechela soluzionea enegia positiva si comportia grandidistanze
r nelmodoseguente’:

ezkv"

T(r) ~ ™+ 10, 9)

La (1.11)riflette la situazionesperimentalali un fasciodi particelleincidenti (de-
scritte da un’ondapianae®* chesi propagalungo I'assez) e di particellediffuse
dopol'urto in tuttele direzioni(descrittedaun’ondasfericae?*" /r, modulatadaun
coeficienteangolaref (0, ¢)). Cio si puo verificarecalcolandda densitdi corrente
(111.3.25),

(111)

r .

j= —ﬁ(\IJ*V\IJ A2} (1.12)
2m

associata ciascunadei dueterminiin (1.11)e ricordandd’interpretazionedataad
essanel paragrafdV.2 in connessioneonlo spettrocontinuo(cfr. eq. (1V.2.87)).
Allora e®*# corrispondea un flussov = hk/m di particelleche si muovono nella
direzionepositivadell'assez convelocitacostantes 4. |l flussoassociat@l secondo

3 Questecomportamentasintoticadellafunzioned’ondaperi processil’urto & statopropostadaM. Born
neilavori citatiallan. 18p. 109.

4 Senella(1.11)si fossenormalizzatda funzionein accordeconle prescrizionidel paragrafdV.2, 'onda
pianaincidente(2r) —3/2e%*% corrisponderebba un flussodi (27r)~3v particelle. La normalizzazione
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terminedella (1.11) e relativo a un angolosolido d2 attornoalla direzione(6, ¢)
presceltag ottenibiledalladensit di corrente,

—zkr 'kr zkr —zkr
I O B {0 Lyl i
= M2 se, ¢)|2

cioe

1 >

J=v5l 09 (113)
Il flussocheattraversala superficier?d) & pertanto

§r2dQ = v| £ (8, $)|2dQ (1.14)

e rappresental numerodi particelle che attraversanotale superficienell’'unita di
tempo. Dividendodunquela (1.14)peril flussov di particelleincidenti,si recupera
esattamentta definizione(1.3) di sezioned'urto differenzialeseconddo sperimen-
tatore.Pertantce

= |16, $)*. (1.15)

La (1.15)fornisceil legamefondamentalérala misurasperimentale la descrizione
del processad’urto nella teoria quantisticanon relatiistica basatasull’equazione
di Schibdinger L'ingredientefondamentaledella teoriaé costituito dunquedalla
quantify f(0, ¢), che viene dettaampiezzadi diffusione®. Trovate le soluzioni
dell’equazioneagli autovalori per la hamiltonianadel problemad’urto (a enegie
positive), soluzionichedevonocomportarsasintoticamenteomela (1.11),il modu-
lo quadratadell’ampiezzadi diffusione f (0, ¢) produceimmediatamentéa sezione
d'urto differenziale. Naturalmentda sezioned'urto totale si ottiene poi per inte-
grazionesull'angolosolido,comenella(1.4).

Esempio 1.1

Nelladerivazionedella(1.15)si sonoconsideratseparatamenieflussoincidente
e quellodiffusorelativi aunafunzioned’ondaconil comportamentasintotico(1.11). Il
procedimenta legittimo perangolif # 0, peri quali pud essere priori evidentechea
grandidistanzedal centrodiffusorenonci sianocontrituti apprezzabild'interferenzara
I'onda incidentelungola direzionez e I'onda diffusaa un angolod # 0. Pw restarell
dubbiochel’interferenzasiaefficacead angolié molto piccoli. Il dubbiopud esseraui
risolto, calcolandcesplicitamentéutte le componentdelladensig di corrente(1.12) per
lintera ¥(r) checomparenella(1.11)e dimostrand@hetaleinterferenzatrascurabilé.

globaledella(1.11)épemn inessenzialeel calcolodellasezioned'urto, chee unrapportatraflussodiffuso
e flussoincidente(cfr. la dervazionedellasuccessia eq. (1.15)).

5 Nel geigo correntd’ampiezzadi diffusionevienespessondicatacomeampiezzali scattering
6 Siegfried Fliigge: Practical QuantumMechanics Springer Berlino, 1971,vol. 1, p. 208.
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Utilizzandocoordinatepolari, il gradientehacomponenti{Eserciziolll.7.1):

) 19 _ 1 9
Vi VoSl VoS rsndog (1.16)

Corrispondentementé& componentielladensig di correntesono:

2
Jr = hk (cos<9+ il >
m

(2.17)
h {f[kr(l +cosf) + z]

zk(r z)

e tk(r—2)
+ f*[kr(1+ cosd) — 4] 7} ,

jo = —@ sing
m

af ezk(r 2) af* ] . 67ik(7‘—z)
{(60 zkrfsm@) 2 | 29 +ikrf” sing —7

ih 1 (of of*
_%F( f_f >7

(1.18)
P _ﬂ 1 6f Hc('r z) _ 8f 71]9(7-72)
Je 2m r?sinf 8(}5 845 (119
i1 (or . or '
2m r3sinf \ O¢ 8¢ |’

Nella(1.19)&6 # 0, altrimentiperé = Orisulta f indipendentela¢ e j4 = 0.

A grandidistanzer — oo, i terminiin »—2 presentin j, € j4 diventandrascurabili
rispettoaglialtri. Inoltre, peravereun’intensitfinitadelfasciodi particellerivelatein una
certadirezione(@, ¢), occorredisporredi un rivelatorechenecessariamensottendeun
angolosolido €2 finito, per quantopiccolo possaessere Cid comportaun’integrazione
della densia di correntesull’angolo solido di accettanzalel rivelatore. Allora tutti i
termini che contengona fattori oscillanti exp[tik(r — z)] = exp[tikr(1 — cosh)] si
integranoa zeroperr — oo. Le (1.17)— (1.19)percd si riduconoallaforma

Jr = hk(cosé)+ bl ),
m

. hk . 1.2
jo = ——sind, (1.20)
m
j¢ = 07

in cui nonc’e piu tracciadei termini di interferenzara ondaincidentee ondadiffusa. Il
contrituto dell’'ondadiffusain j, coincideconla (1.13). Gli altri contrituti in 5. ein jg
sonole componentir e & dellacorrenteassociatall’'ondapianaincidente.

In questosensal procedimentger giungerealla definizionedellasezioned'urto
differenziale(1.15) € legittimo. Tuttavia va tenutopresentecheil flussodi particelle

497



Processi d’urto

diffuse in tutte le direzioni dello spazio, diverseda quellain avanti lungo il fascio
incidente,& accompagnatda unadiminuzionedi flussoin avanti. Questag provocata
dall'interferenzadistruttiva, anchese piccola, tra le ondeincidenti e le ondediffusein

avanti. E proprio graziea questainterferenzache viene garantitala conserazionedel

flussototalee la validita del teoremaottico (cfr. paragrafaXIl.8).

XII1.2. Funzione di Green e ampiezza di diffusione

Il problemadi basedellateoriadell’'urto € il calcolodell’ampiezzadi diffu-
sionecheintervienenella condizioneasintotica(1.11). Non sempretale problema
e esattamenteisolubile. Qui viene presentatain metodogeneraledi risoluzione
dell'equazioneagli autovalori che permettedi inglobareautomaticamentée con-
dizioni al contornodesiderate.

Siadatala hamiltoniana

H=Hy+V (2.1)
e si suppongali conoscerde soluzioniper Hy,

Ho|®,) = E,[®y), (2.2)

dove n € un indice che caratterizzal complessali numeri quanticinecessarper
distinguerele soluzioni,mentreE,, in generaleappartieneallo spettrocontinuodi
H,. L'equazioneagli autovalori per H,

(E — Ho)|¥) = V|¥), (2.3)

nellarappresentaziongelle posizionié un’equazionalifferenzialecheva corredata
conla condizioneal contorno(1.11). Peringlobareautomaticamentelecondizione,
e corvenientantrodurrel’operatore

(2.4)

talechesia

Go(E - Ho) = (E — H())GO =1. (25)

b

L’operatoreGg, impropriamentechiamatospessdunzionedi Green’, & perfetta-
mentedefinito dallaconoscenzaelle sueautofunzionie dei suoiautovalori. Le sue
autofunzionicoincidonoconquelledella(2.2). Infatti, si ha

7 Go & un opemtore indicato dai matematicicomerisolvente in quantopermettela risoluzionedella
(2.3) (cfr. le successk eq. (2.20)e (2.24)),mavienespessandicato(soprattuttadai fisici) conil nome
improprio di funzionedi Greenassociatalla (2.2). Spessa fisici usanoancheil nomedi propagatore,
perche permettali trovarela soluziondondamentaleell’equazionali Schiddinger(cfr. paragrafovil.2).
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(E - HO)|(I)n> = (E - En)|¢'n>7
dacui, moltiplicandoamboi membriper Gy, si ottiene

GO(E - HO)|q)n> = |(I>n>
= (E — En)Go|®n),
cioe
1

Go|®p) = m@n)- (2.6)
Viceversasi pud mostrareén modoanalogochele autofunzionidi Go sonoautofun-
zioni anchedi Hy.

Dunquel’operatoreGy hala seguenterisoluzionespettrale:

GO:Z|¢'H>E_71E.”<¢'H" (27)

L'operatoreGy dipendedal parametroFE, che perd non pud essereassgnatoad

arbitrio. Infatti, guandonella(2.6) o nella(2.7) si verificachee E = E,,, si presenta
un polo e la definizionedell'operatoreGy perdedi significato,a menodi assgnare
qualchecriterio peraggirarea singolarig.

Esempio 2.1

In questoesempiovienecostruitala funzionedi Greenperla particellalibera.
Siadunquedatala hamiltonianadellaparticellalibera,

Ho=— 2.
0 om.’ ( 8)
di cui sononoti autostatik) e autosalori

21.2

2m

Nellarappresentaziondelle posizionigli autostatisonoondepiane,

1 e

(rlk) = Wff

(2.10)

ela funzionedi Greene definitamediantda matricecherappresentfioperatore(2.4):

1

Go(r,r") = {r| Fop

r'). (2.11)
La matricenondiagonaleGo(r, ') indicacheGo nellarappresentaziondelle posizioni

& in generalenonlocale,in quantodipendedar er’ simultaneamentela (2.11) puo
riscriversi
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n — ' 1 ' 1!
Gatr.) = [ ak [ a2 k0w
_ 1 r_iker 1 . —ik'.r’
= —(27r)3/dk/dke (k|7E_HO|k Ye

- 1 7 _ik- 1 —ik’r’ ’
_W/dk/dke rm@ r(S(k—k),

dacui si ottienela risoluzionespettraleper Go:

, 1 eik-(r—r’)
Golr,1) = oy / Ak (2.12)

Si verificasubitocheGo(r, r') soddist all’'equazione

_ n_ 1 ik (r—r')
(E Ho)Go(r,r)— (271’)3 /dke

=6(r —r"),

(2.13)

checorrispondealla (2.5) riscrittanello spaziodelle posizioni,analogamentalla (2.12)
chetrascriela (2.7)nellarappresentaziordelle posizioni(cfr. ancheEsercizioVIl.2.5).

Nella(2.12)l'integrazionesuk = |k| noneéimmediatamentpossibileperlapresenza
di poli nell'integrando. Infatti, tenendgresenteheancheE hala stessdorma(2.9) di
E\ echiamandd:’ la variabiledi integrazione)a (2.12)diventa

" 1 2m ,eik’-(r—r')
chepresentappuntazeri del denominatorén corrispondenzdi k' = £k.

Si possoncevitare le divergenzenellintegrazione(2.14) adottantgoer esempida
seguenteprescrizione:

. 1 2m e =1
Go(r,r') = lim !

M er e | T e (2.15)

dove € € unaquantif positiva dafar tenderea zerodopoavereeseuito I'integrazione.ll
suoeffetto € quello di spostarde singolarit dell'integrandonel pianocomplessdi &'
fuori dall'assereale:

K =tV +ie ~ i(k +o 0(62)), (2.16)

conk > 0. In tal modol'integrale (2.15) & regolaree pud essereesguito. Integrando
dapprimasugliangolipolaridi k’ si ottiene
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Go(r,r")
) 1 2m o 2 1 eik’|r—r’| _ e—ik’|r—r’|
=lim ———-—2 di'k'
ali (2m)3 K2 d 0 k2 — k,z + e ik'|r —r'|

= lim 1 2m 2m dk; (eikllr_rll _ e_ikllr_rll) (217)
e—0+ (27)3 h,2 i|r —r'| k’z + i€

. 1 2m 2n et Ir=r"l
= | -
bR (2n)3 B2 dr—r| / i’ k k2 — k% +ie

Graziealla (2.16) I'integrale su k' si pud ora es@uire nel piano complessadi &' =
k1 + ikz, k2 > 0. Aggiungendaall'integrale sull’asserealedi k' I'integralelungo una

semicirconferenzali raggio infinito nel semipianok, > 0, nulla cambiain quantoil
fattore

ik |r—r'| _ dky|r—r"|—ko|r—r'
e | |_e 1 [—ka2| |

-]

-9 *
~ o—@

k
1
ks

Fig. 2.1.1l pianocomplessdli k' e le singolaritidellafunzionedi Green.

smorzaa zeroil contrituto lungo la semicirconferenzdi centroO eraggiok, — +oo

(fig. 2.1). Si pud cod valutarel'integralenella (2.17) utilizzandoil teoremadi Cauchy
applicatoal residuodel polo P;:

oo eik’ [r—r’| ez‘k’ [r—r’|
dkl k’f = dk, k,f
oo k? — k'* +ie k? — k'* +ie
ez‘\/k2+ie|r—r’|
=omiS—— Vk2+ie
—2Vk? +ie
_ . iV Ek2+ie|r—r'|
= —Tme .

Pertantda (2.17)diventa

1 2m 2 VE2+
= i % Pe|r— r|
Golr,T) = I oy 2 iy — ] ¢
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cioe
2m eik|r—r’|
B2 Al — 1|
Il risultato(2.18) semplificala strutturanon locale dellafunzionedi Green,cheappare
funzionedi |r — r’| solamentege nondi (r,r'). Di consguenzaG, € invarianteper
traslazionedel sistemadi riferimento, in accordocol fatto che si stadescrvendouna
particellalibera. Inoltre, Gy risultaanchenvarianteperrotazioni.

Sesi fosseadottatala prescriziong(2.15)cone < 0, all'integrale (2.17) avrebbe
contrituito il polo P, conil risultatoseguente:

Go(r,r') = — (2.18)

om, e—ik|r—r’|

! e
Go(r,r) = B2 4r|r — /|

(2.19)

La soluzionegeneralalella (2.3) pud scriversicomesommadi due contrikuti.
Uno e datoda un integrale particolaredell’equazionedifferenzialecompleta(2.3)
chepuo porsinellaforma

1
E — Hy
I'altro contritutoprovienedallasoluzionegeneralalell’equazionaifferenzialeomo-

geneacorrispondentecioe della(2.2), chesi pud indicarecon |®). Pertantda (2.3)
hacomesoluzionegenerale

V|¥) = GoV[¥);

1T = |®) + GoV | D). (2.20)

La (2.20) e solo una soluzioneformale per la |¥). Tradottanella rappresen-
tazionedelle posizioni,la (2.20)é piuttostola trasformazionén equazionéntegrale
dell'equazionedifferenzialecorrispondentalla (2.3). Si riscriva infatti la (2.20)
nellarappresentaziongelle posizioni,

(= o)+ [ [ar = neviey ey, @2

e sitengapresenteheil potenzialel” e in generdocale,cioe

(Ve =v")se —r"). (2.22)
Allora, posti
(r|g) = (), (r|®)= @(r), (2.23)
la (2.21)diventa
U (r) =<I>(r)+/dr’G0(r,r’)V(r’)\If(r’). (2.24)
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Simultaneamentper, nello scriverela (2.20) (o la (2.24)),la necessi di definireil
mododi aggirarele eventualisingolarit dellafunzionedi Greenpermettedi tenere
conto delle condizioni al contorno. Cio si puo verificare nel prossimoEsempio,
fruendodeirisultati ottenutinellEsempio2.1.

Esempio 2.2

La prescriziong2.15) per Go haprodottoil risultato(2.18). Facendatendere
r — oo Siha

IF—r'|=@? =21+ 7212

S A
=T (1‘ e *?)
_ rer r'?

Siccomel potenzialeV (r) haraggiod'azionelimitato, nell’integralesur’ nella(2.24)si
possondrascurarée contrikuti O(r’2 /r?). Pertanto

ikr . ,
T(r) — () — < iz—"j dr'e %y (o), (2.25)
r—00 47 h
dove si e posto
K, = ko (2.26)
r

La(2.25),conla scelta

®(r) = e**, (2.27)

ha proprio la struttura(1.11) corrispondentelle condizionial contornodesideratenel
problemad’urto, cioé di ondapianaincidente(2.27)pit un’ondasfericauscentee®*" /r,
modulataconil fattoreangolare,

£6,4) = _4i 2n [ gt (), (2.28)
T h
cherappresentiampiezzadi diffusione.

La (2.18) corrispondea imporre alla soluzioneparticolare(2.3) la condizioneal
contornodi ondasfericauscente.Sesi fossesceltoe < 0 nellaprescriziong2.15)con
il consguenterisultato (2.19), nella (2.25) sarebbecomparsanveceun’ondaentrante,
chepureé unasoluzioneaccettabilematematicamentena corrispondent& condizioni
al contornogui noninteressanti.

La (2.28) risolve formalmenteil problemadell’'urto elasticopermettenddl
calcolodellasezioned'urto. Restaapertoil problemadi ottenerda ¥ (r) pertutti gli
r, unavoltanotoV(r). Comunquda strutturadell’ampiezzadi diffusione(2.28)e,a
partefattori numerici,quelladi un elementadi matricedel potenzialedi interazione
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tra proiettile e bersaglio. Tale elementodi matrice e calcolatotra il ket |¥) che
descrve lo statodiffuso ¥(r) con comportamenta@sintotico(1.11) e il bra (®y, |
relativo allo statolibero et ':

10.9) = — 1= 5 (@, V1) (229)

La forma delllampiezzadi diffusionequi ottenutanel casodell’urto elasticoe piu
generalee facilmenteestendibileancheal casodi processianelastici(v. oltre al
paragrafaXll.14.).

XI1.3. Equazione di Lippmann-Schwinger

Il metodobasatosullafunzionedi Greenespostaal paragrafgprecedentger
mettedi ottenerformalmentde soluzionidell’equazioneagli autovalori (2.3) nella
forma (2.20). D’altra partenella definizionedella funzionedi Greenun ruolo es-
senzialerivestonole condizionial contornocon cui si vuole risolverela (2.3). Da
un puntodi vistamatematicosonougualmenteccettabilicondizionial contornodi
ondasfericauscenteppureentrantel’'unica differenzaformalestanelmodoconcui
si spostande singolarignelpianocomplessali F neldefinirela (2.7). A secondali
gualecondizionesi scaglie, I'insieme degli autostatidi H appartenentillaporzione
continuadel suospettroe costituitodastatidi tipo

1

TEY = |B,) +
2270 = 1%a) * o e

1403508 (3.1)
Le opportunecondizioni al contornodi onda sfericauscente(+) o entrante(—)
sonoautomaticamentgarantitedal sggnodi ¢, comesi puo verificareriscrivendola
(3.1)nellarappresentaziordelle posizionie tenend@resentde considerazioniatte
nel’lEsempio2.1.

E da rilevare che la strutturadella (3.1) & la stessadi quella prevista dallo
sviluppoperturbatvo di Brillouin—Wigner, eq. (VII11.5.8), di cui la (3.1) costituisce
I'estensionealla partecontinuadello spettrodi H.

La (3.1) vieneindicatacomeequazionali Lippmann—Sowinger 8. Essapud
esserdrasformatan unaformaequwalente ricorrendoalla seguenteidentita opera-
toriale:

1 1
= =(B-A)7. (3.2)

@~

1
A
Ponendo

8 B. Lippmanne J.S.Schwinger:Variational Principlesfor ScatteringProcessesl. [Principi variazionali
peri processid’urto. I.], PhysicalReview 79 (1950)469-480.
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Approssimazione di Born

A=F — Hg+ ie, B =FE — H + ie, (3.3)
dalla(3.2)segue
1 1 1 1
= + — . 34
E—-Hyt+ie FE—H+tie E—H:I:ie( V)E—Hoztz'e (34)

Inoltre, perla (3.1),e

1o, 1 gy 1L
E, - H+ie E,— Ho+ie @ E, — H +ie

v[jee®) - j2,)]. @5

Applicandoallorala (3.4)allo statoV\\I/ff)) etenendgresentda (3.5),si ha

1 1
Vg = — __V|® :
EG—HO:I:Z'CV| @ Ea—Hﬂ:z'eV| a) (36)
chepermettadi riscriverela (3.1) nellaformaesplicita
1
TEY =19,) + ————V|D,). 3.7

La (3.7) forniscele soluzionidel problemad’urto partendodalla situazionemper
turbatae facenddntenenirela funzionedi Green

1
E-H’
relativaallahamiltonianacompletaH, anzictela funzionedi GreenGy checompare
nell’equazionemplicita (3.1). Naturalmentda (3.7) equivalealla (3.1) ele difficolta
di risoluzionedel problemarestancinalterate. Tuttavia I'equazionedi Lippmann-
Schwinger(3.1) nellaforma(3.7) puo esseraitile in applicazionie, comunquetutte
le volte chesiapossibilecostruireesplicitamente?s.

G = (3.8)

XII.4. Approssimazione di Born

Gli ingredientifondamentalinel calcolo del’ampiezzadi diffusione(2.28) o
(2.29) sonotre: I'onda incidente,in generaleun’ondapiana;il potenzialedi inter
azionetra proiettile e bersaglio,che non sempree noto; la funzione ¥ cherisolve
il problemaagli autovalori per la hamiltonianacompleta(2.1) e cheintervienenel
calcolodell’ampiezzadi diffusionecontutti i suoivalori al variaredellaposizione
relativa proiettile—bersaglioLa determinazionelellafunzione¥ e dunquéd’aspetto
piu difficile e allo stessaempocruciale. D’altra partel'ipotesi di un potenzialea
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cortoraggiod’azionesemplificail calcolodell'integrale(2.28)in quantoesaltadella
funzione ¥, la partea corte distanzedall’origine del potenziale. Il fatto poi che
I'ampiezzadi diffusionedipendadalla funzione ¥ solo attrarersoun’integrazione
suggeriscd’idea cheancheunafunzioneapprossimatg@ossafornire un accettabile
valoredell'integrale.

In realta si pud tentarela valutazionedella (2.28) o della (2.29)conun proce-
dimentodi tipo iterativo, simile a quelloadottatoal paragrafaXI.3 nellarisoluzione
del problemadelle perturbazionidipendentidal tempo, partendoda una funzione
approssimatadaun’ondapiana:

W(r) ~ e, (4.1)

Cio equivaleadassumerehel’azione del potenzialeV/ (r) e in primaapprossi-
mazionepiccola,taledarenderdrascurabilda distorsiongprovocatasull’'ondapiana
incidente. La misuradi quantopiccoladebbaesserequestaazionesi ottienecon-
frontandda normadel contrituto di diffusionenella(2.24)conla normadi ®(r), che
perl'onda pianae ugualea uno. Inserendda (2.18) e la (4.1) nella(2.24),si deve
dunqueavere

2m
47 b2

Allora, sesi pud accettarda condizione(4.1), 'ampiezzadi diffusione(2.28)
vienescrittanell’approssimazioneli Born®

<1 (4.2)

etklr=r'| o
/drl V(rl)ezk-l’

=

fB(Ha ¢) = -

2m .
dr e" 'V (r), 4.3
47rh2/ TV (4-3)

dove

q=k—ky (4.4)

rappresentd momentarasferitodalproiettileal bersaglio.Nelcasadell’'urto elastico
qui considerat@

q? = 4k?sir? g. (4.5)

La (4.3) mostrache nell'approssimazionali Born I'ampiezzadi diffusione
fornisce una mappadel potenzialeattraversola suatrasformatadi Fourier: una
conoscenzaelladistribuzioneangolarepertutti i valori di g permetterebbéinv er-
sionedi Fouriere quindila determinazioneli V (r).

Perprecisard limiti di validita dell’approssimazionéi Born & utile ricordare
cheil potenzialeV (r) e efficaceentroun raggior < d. Scegliendor = 0, si esalta

9 Anchequellachevieneoggiindicatacomeapprossimaziondi Born, fu dalui propostanei lavori citati
allan. 18p. 109.
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Approssimazione di Born

il contributo di V (r) nell'integrale. Sekd ~ 1, gli esponenzialnella (4.2) variano
lentament@ellaregionein cui V (r) contribuisceall’integralee posson@ssereitenuti
costantinell'integrazione.Percd la (4.2) diventa

% / dr’TikE_rr,‘|V(r’)eik'r' ~ Zh—”; % / dr'Vgl) <1,  (46)
cioe
2—”;d27 <1, (4.7)
h
dove si e definitala quantit
V= 7r1d2 / dr V:r) (4.8)

comeunasortadi valor mediodel potenzialenella sferadi raggiod. Alla luce del
principio di indeterminazionéa quantit

52
2md?

rappresentéienemia cineticadi unaparticellain unaregionedi dimensionilinearid
(cfr. EsempidV.6.1). Percd la (4.7)implica

~F (4.9)

E>V, (4.10)

cioe I'enemia cineticadel proiettile relatvamenteal bersagliodeve esseregrande
rispettoall’interazionereciprocamedia.L’approssimaziondi Born e dunqueun’ap-
prossimaziongli alta enegia.

Eserizio4.1

Definitala quantiae X = 1/k, che,a parteun fattore2r, rappresentéa lunghezzal
d’'ondadel proiettilenel suomotorispettoal bersagliogualé I'ordine di grandezzali X
percle siavalidal'approssimazioneli Born?

Eserizio4.2
Stabilirei limiti di validitadell’approssimaziondi Bornperil potenzialeasimme-
tria sferica

Vo, r<d,
V(r):{o AN

507



Processi d’urto

Comunqud’approssimazioneli Born & applicabilein concretocon successo
ancheconvincoli menorestrittvi della(4.10). Infatti, comes’e detto,e un’approssi-
mazionedello stessdipo usatonellateoriadelle perturbaziondipendentidal tempo
al primo ordine. Anzi, la sezioned'urto differenzialein approssimaziondi Born,

do _ 5 m? .
d—Q—|fB(9,¢)| —m‘/dre

e ottenibileutilizzandola regolad’oro. Si calcoliinfatti la probabilit per unita di
tempoal primoordineperlatransizionedallostato|k), corrispondentall’ondapiana
iniziale di vettored’ondak, allo stato|k’) di ondapianafinaledi vettored’'ondak’,
conlk| = |k'|,g=k — k"

(4.11)

2
dw = %|<k'|V|k)|2dp. (4.12)

Nella (4.12)tale probabilita di transizionee valutataperunadensia degli statifinali
dp riferita all’'unita di volume e perimpulsi finali k' diretti nell’angolo solido df2.
Secondda (X1.4.21), dopoaver esguito l'integrazionesull’enegia, risulta:

1
dqQ, 4.13
™ (4.13)
dovep = hk (= hE'). Pertantda sezioned'urto differenzialesi ottieneriferendola
(4.12) all'angolo solido d€2 e dividendoper il flussodi particelleincidenti, p/m =
hk/m:

dp =

do 1 dw m?

— = — = K'[V|Kk)|2. 4.14
Esplicitandol’'elemento di matrice di V' nella rappresentazionéelle posizioni,
I'espressioné4.14)eidenticaalla (4.11) °.

FEsempio 4.1
Si consideriun potenzialea simmetriasferica: vV (r) = V (r). In tal casoe

<mwm:/mamwn

(4.15)
:477/ dr r? V(r )qur
0
Si assumanoltre la seguenteespressionesplicitadi V (r):
2
Vi(r)= —Zlfze e~ "/, (4.16)

10 Coerentementeonl'ipotesi di flussoincidenteparia p/m, gli stati|k) nella(4.14)sononormalizzati
in mododacorrisponderalle ondepianee* " nellarappresentaziongelle posizioni.
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che pud rappresentaré potenzialecoulombianctra due particelledi caricaZ:e, Z2e,
rispettvamente,con un’azionedi smorzamenta distanzedell’'ordine di 7. Cod il
potenzialg4.16)soddisa alla condizionedi applicabilita (1.10)dellapresentdeoriadei
processd’urto. Il potenzialecoulombiancschermato(4.16)si riducea quello ordinario
nellimite ro — oc. A unpotenzialeonquestdipodi dipendenzdar siarrivanellateoria
di Yukawa delle forze nucleari,secondda qualel'interazionetra due nucleoniavviene
conlo scambiodi un mesone.In taleteoria,ro = h/mc, dove m & la massadel pione
scambiatoll raggiod’azionedel potenzialeé dunquetantopiu piccolo,quantomaggiore
&lamassalel bosonescambiatoperun pionecarico,la cui massa&me? = 13957 MeV,
risultaro ~ 1.5 x 10~** m = 1.5 fm, mentreperi bosoniW e Z° si harispettvamente
mc?® ~ 80GeVemc® ~ 91 GeV, cui corrispondero ~ 2 x 1073 fm.

Allora col potenzialg4.16)la (4.15)diventa

, 2 2
/ drey () = AL, Iz (4.17)

q2 + 7‘0_2 T9—00 q2

Il risultato(4.17)pud essereonsideratda trasformatali Fourierdel potenzialecoulom-
biano,chepervia normalenoneépossibilericavareacausalellasuadivergenzan r = 02,
Adottandadl'espressiong4.17)nel calcolodellasezioned'urto differenziale si ottiene:

2 2
do _ [7’”21_226 ] , (4.18)
dQ  L2n%k2sie6/2

Questorisultato e noto comeformula di Rutherfod, in quantogia ottenutoin unatrat-
tazioneclassicalaRutherforchell'interpretaré risultatidelladiffusionedi particelleo, *2.
E darilevare chel'approssimazioneli Born forniscein questocasoun risultatoesatto.
La (4.18)efortementepiccatain avanti (¢ = 0), mapossiedevalori nontrascurabilianche
a grandiangoli (8 = %w). Questofatto indusseRutherforda supporreche gli atomi
abbianoun nucleocentralechealle particellea incidentiapparepuntiformerispettoalle
dimensionidell'intero atomo. Seil bersagliofosseunasferacon caricauniformemente
distribuita, sarebbémpeditala diffusionea grandiangoli,comenel modelloatomicodi
J.J.Thomsonjn cui elettronie protonispazianmello stessosolume. Conl'ipotesi di un
nucleoatomicoconcentratoresponsabilelelladiffusione,e di elettroniesternisemplici
spettatoriinerti, si ottieneinvecela (4.18) cheriproducei dati sperimentalidi Geigere
Marsden®®,

11 G. Wentzel: ZweiBemerkungniiber die Zerstreuungkorpuskulaer Strahlenals Beugungrscheinung
[Due osservazionsulla diffusionedi raggi corpuscolaricomefenomendi diffrazione] Zeitschrift fur
Physik40 (1926)590-593.

12 . Rutherford:loc. cit. (cfr. n. 15p. 64).

13 H. Geigere E. Marsden:loc. cit. (cfr. n. 15p. 64); Thelawsof deflectiorof a-particlesthroughlarge
angles[Le leggi della deflessioneai particelle « a grandi angoli], PhilosophicalMagazine25 (1913)
604-623.

J.J.Thomson:loc. cit. (cfr. n. 14 p. 64).
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XIL5. Il metodo dello sviluppo in onde parziali

Nel casodi potenzialea simmetriasfericail calcolodell’ampiezzadi diffusione
(2.28) 0 (2.29) puo esseresviluppatosenzaapprossimazioncon il metododello
sviluppoin ondeparziali. Essoconsistenello svilupparela funzioned'ondasulla
basedelle soluzionidell'’equazioneagli autovalori chesianoancheautofunzionidel
momentoangolare.

Perl'ondapianavalein generaldo sviluppo(V.6.8),

eik-l’ =A4r Z ’L.ljl(k’l")yvlm(ga ¢)Y2:n (a’ ﬁ)’ (51)
Im

dove (0, ¢) sonogli angolipolaridi r, (o, 3) quelli di k e j;(kr) € unafunzionedi
Bessekferica,

d \'!'sinz
: —(_ N\ 2y 2
@) = (et () =2, (5.2)
chepossiede sgguentiandamentasintotici(cfr. EsempioB.2):
. !
Ji(z) ~ ma z L, (5.3)
, 1 1
gi(x) ~ - sin(z — 3lm), x> 1. (5.4)
Peril sistemadi riferimentoscelto,conz paralleloak, « = 0, si ha
2l +1
Us
Siccome
2l+1
Yio(6, @) = 1/ = —Pi(cost), (5.6)
si puo riscriverela (5.1) nellaforma
) [e.e]
7 = " 4'(20 + 1)y (kr) P(cosb). (5.7)

=0

Seil potenzialed asimmetriasferica,ancheperla soluzionedelproblemad’urto
si puo utilizzareunosviluppoin ondeparzialidel tipo (5.7):

U(r) = k—lT i ‘(21 + 1)R; () P;(cosh), (5.8)
l
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dove Ry(r)/kr € la parteradialedellafunzione¥(r). La funzione R,(r) soddisk
all’'equazionegadialedell’equazionadi SchibdingerstazionarigVv.5.12),

2 Il+1
[ _(2)+

- kz] Ry(r) = Zh—";V (r)Ry(r), (5.9)

in cui 'autovalore di enegia E = h2k2/2m e positvo. Naturalmenteoccorre
imporre alla funzione radiale condizioni di regolarita all'origine. Per potenziali
V(r) ~ 1/r1*, cid comportacheperr — 0siaRy(r) ~ r'*1 e quindi

R,(0)=0. (5.10)

Peb per conoscerd’ampiezzadi diffusione non € necessariaisolvere la (5.9):
bastaconoscerd’andamentoasintoticodella R;(r) a grandir. Questosi puo ot-
tenerericonoscendahe R;(r)/kr deveridursia j;(kr) perV(r) = 0. Pergrandir
'andamentaasintotico(5.4) dellafunzionedi Besselsferica,

Ji(kr) ~ 1 sin(kr — %lﬂ')
kr (5.11)

v [e—i(kr—lw/Z) _ ei(kr—lw/Z)]

2kr ’
risultasommadi uncontributodi ondasfericaentranteedi uno di ondasfericauserte.
Nel passaggialal casolibero al casodell'urto I'effetto del potenzialesi traducein
unavariazionedi flussouscente.Percd I'onda sfericauscenteviene modificatadal
potenzialeattraversoun fattore S;, in generalecomplessomentrel’onda entrante
risultainalterata:

1 U _itkr—in/2) i(kr—im/2)
— ~ — T 4 ; 5.12
o )~ 5 [e Sie ] (5.12)

La (5.12)puo ancheriscriversinellaforma

1 eikr

kr
chemettemeglio in evidenzala modificaintrodottadal potenzialerispettoal caso
libero. Infatti, il primoterminedella(5.13)eil contributo asintoticol-esimo(5.11)
all'ondapianaincidente mentreil secondderminerappresentd contrituto/-esimo

all'ampiezzadi diffusione.Si hadunque
[0,4) = f0)

- ZZ_k i(zz +1)(1— S)P,(cosh).
1=0

Ri(r) ~ k—lr sin(kr — 3lm) + %(—z’)l(l - 8) (5.13)

7
r

(5.14)

Ladipendenzaa¢ scompar@ell’ampiezzali diffusioneperla particolaresimmetria
cilindrica attornoall’assez impostadalle condizionisperimentali:fascioincidente

511



Processi d’urto

nella direzione z con un potenzialeche &€ ancheinvariante per rotazioniintorno
allassez.

Sel'urto e puramenteelastico,c’e conserazionedi flusso,percui |S;| = 1. Si
puo alloraporre

S; = e, (5.15)

S; — 1= 2ie" sing;. (5.16)
Inoltre dalla(5.12)conla (5.15)si ottiene

Ri(r) ~ € sin(kr — %lﬂ' +§;). (5.17)

La(5.17)indicachela presenzael potenzialecheprovocal’urto puramentelastico
ha I'effetto di introdurre nell’onda parzialel-esimauno sfasamenta); rispettoal
casolibero (5.11). Tale sfasamentd,; dipendedal potenzialemail suocalcolonon
richiedeesplicitamentda risoluzionedella(5.9) pertutti gli .
Conla(5.15),'ampiezzadi diffusione(5.14)siriscrivein terminidi sfasamenti:

10 = % i(zz + 1)e sing; P,(cosh). (5.18)
=0

La sezioned'urto differenzialediventa

o _

e ElIoP

= k—lz > @ +1)@2 +1) (5.19)
l 14
x coqd; — d;/) sind; sindyr Py(cosh) Py (cosh).

Ricordandd’ortogonalitatrai polinomidi Legendre,

b
/ dS) P;(cosh) Py (cosh) = mdw, (5.20)
si puo ricavarel’espression@ellasezioned’urto totale:
do  4r .
= Q—=— + . .
o /d o ZZ;(ZI 1)sir? §; (5.21)

Alla sezioned'urto totaleogniondaportail contributo indipendente

oy = 4n X (2 + 1)sir? §;

) (5.22)
=X (2 +1)1- 8%
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Determinazione degli sfasamenti per l'urto elastico

dove X = 1/k &, a parteun fattore 27, la lunghezzad’'onda delle particelle che
subiscond’'urto elasticonel motorelatvo. Il fattore(2/ + 1) nella(5.22)tieneconto
dellamolteplicitx associatall'ondal-esima(m| < 1) el fattorer X’ rappresenta
I'area del cerchiodi raggio X, cioe I'area della sezioneofferta dal bersaglioalla
radiazionencidentedi lunghezzal’'onda\ = 2z X. Quindilasezionel’'urtototaleper
I'urto elasticoe datadallasezionedel bersaglioesploratalallaradiazionencidente,

ﬂ(z, ridottaperun fattorechetiene contodegli sfasamenttausatidal potenzialedi
interaziondraproiettilee bersaglinellevarieondeparziali. Datoche,perla (5.15),
al variaredell’enegia alla qualeavvienel’urto elasticogli sfasamentd; varianotra
0 e (modulo), il massimadi o; si ottienequandod; = /2. In tali condizioni,il
contrituto [-esimoall’ampiezzadi diffusione(5.18) e puramentémmaginario.

XII.6. Determinazione degli sfasamenti per l'urto elastico

Perun potenzialea simmetriasfericail metododelleondeparzialie esattce nel
casodi urto elasticohail pregio di fornire la sezioned’urto in termini di sfasamenti,
senzal bisognadi determinarda funzioned'ondain tutti i puntidellospazio.D’altra
partela suautilita praticarisiedenellapossibilitdi farintervenireunnumerdfinito di
ondeparziali,possibilmentdassoge nellacapaciaulterioredi calcolaredirettamente
gli sfasamenti.

Unalimitazionesul numerodi ondeparzialinecessaripuo essereiconosciuta
in terminisemiclassiciSeci siponeadistanze: > d, doved eil raggiod’'azionedel
potenzialenella(5.9)risultaefficacesoloil terminecentrifugorepulsivo i(l + 1)/r?;
si puo allora calcolarela distanzarelatva di massimoavvicinamentotra proiettile
e bersaglio,utilizzandola condizionechel'enemjia E deve esserenon inferiore al
contrikuto centrifugo,

21.2 2
oo P >il(“;1),

(6.1)

2m — 2m r
dacuirisulta

r> T/ T) (62)

In termini classici fissatol momentcangolareconcui avvieneil motorelativo,
la distanzadi massimoavvicinamentoe legataal parameto d’'impatto (o d'urto) b
relativo allatraiettoriadel proiettile (fig. 6.1),secondda relazione

Ir x p| =bp = bhk. (6.3)

Coinvolgendol’autovaloredel momentoangolaredeve essere
bhk ~ hl, (6.4)
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Fig. 6.1.Descrizionesemiclassicaell’urto e definizionedel parametral’impattob.

cheein accordoconla (6.2). Pertantadalla(6.4) seguecheil contrituto sostanziale
allasezionad’'urto provienedalleondecon

1< bk, (6.5)

per le quali € sensibilel'interazione col bersaglioe apprezzabildo sfasamento.
Pertantoperun datopotenzialela limitazionesugli/ € fissatadall’enegia.

Perun’enepiasufficientementdassgotrebbecontribuire solol'ondas (I = 0).
In tal casola sezioned’urto differenziale,

do _ .2 .
0 X sir? do, (6.6)

e isotropa.Sepud contrituire anchd’ondap (I = 1) si ha:

3—?2 =X [sin2 8o + 6indy sind, cogdp — d1) cosh + 9sir? §; cos 9] . (6.7)
in cui il primoterminee il purocontributo di ondas, il terzoeil puro contributo di
ondap e il secondaappresentan terminedi interferenzara ondas e ondap. La
distribuzioneangolarecorrispondentella situazione(6.7) permettequindi di avere
informazioni sui vari termini, con la possibili& di determinaresperimentalmente
gli sfasamenti.E guestoinfatti il procediment@er estrarre’informazionedai dati
sperimentali.Scrittala sezioned’'urto nellaformagenerale

do 2

5= D cmcos™ o, (6.8)
m

si determinana coeficienti ¢,,, in mododariprodurrel’andamentasperimentalell

valoremassimali m e fissatodall'enenia. | coeficienti ¢, cod ottenutiforniscono

informazionisugli sfasamentdelle ondecoinvolte.
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Eserizio 6.1

Dal confrontoconi datidi un esperimentdi diffusioneelasticaa unadeterminata
enegia si & trovato che bastalimitare la sommanella (6.8) am = 2, concy = 0.587,
c1 = 0.611,c, = 0.271. Determinaregli sfasamentdelle ondeparzialicoinvolte.

Talvoltanoné necessarioicorrereallo sviluppo(6.8), perckein corrispondenza
di unaparticolareenegia Fy si presentaun picco pronunciatodella sezioned’urto
totale (fig. 6.2) e un esameadelladistribuzioneangolarea questaenegia indicaun
andamentdendescrittoda un unico polinomio di Legendre,P;(cosf), e quindi il
prevaleredella solaondaparzialel-esima. E gia statorilevato che gli sfasamenti
0;(F), al variaredell’enegia E, acquistanovalori compresitra 0 e 7 (modulo 7)
e quandoassumonadl valore /2 determinandl massimocontributo alla sezione
d’urto elasticoperla corrispondent®ndaparzialel-esima.Seil passaggiai ¢;(F)
attraversoil valoren/2 avvienerapidamententorno al valored’enegia £ = Ej,
mentretutti gli altri sfasamentivarianolentamentejl contributo dell'ondal-esima
diventadominantee fortementepiccatoin corrispondenzalell’enegia Eq. Si dice
in tal casocheesisteunarisonanzanell’ondaparzialel-esima.

o(E)

Es E

Fig. 6.2. Andamentaisonantedellasezioned’urto in funzionedell’enegia.

Ricorrendoall'identita

1

6] i s —
e’'sing; = ————
! cotd; — 1

(6.9)
e tenendgpresenteche, mentred; variatra O e 7, la cotangentevariatra +oo € —oo

e passaoerlo zeroin corrispondenzai Ey, nell'intorno di Ey si pud svilupparela
cotangentén seriedi potenzedi F — Ejy, fermandosal terminelineare:

cotd; ~ —%(E — Ey), (6.10)

con
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2 d do6(E)
— = —cot =— .
r dE cotoy E=E, dE |E=E,

Conquestapprossimazionéampiezzadi diffusioneperl’ondal-esimachecompare
nella(5.18)puo scriversi

(6.11)

1 /2
o) =~ (2+ 1)mPl(cose). (6.12)

Di consguenzaijl contributo/-esimoalla sezioned’urto totalerisulta

I?/4
(E — Eo)?+T1?/4

La formadel piccodi o;, centratoin E = FEy, € descrittada unalorentzianala cui
larghezzaa mezzaaltezzae pariarl.

Questaespressionéi o; € la formuladi Breit-Wgner 14 per unarisonanzan
E = E,. Datal'approssimazioné6.10),essa validasolonell'intornodi E = E.

Da un puntodi vistafisico la presenzali unarisonanzanella sezioned’urto
causatalall'ondaparzialel-esimgpuo esserénterpretatacomela formazionedi uno
statometastabilén ondal tra proiettile e bersaglioconvita mediaparia? = h/T,
comegiadiscussal paragrafdV.4.

Daunpuntodi vistateoricogeneralela determinaziondegli stasamentimplica
laconoscenzdelpotenziald/(r) checomparenella(5.9). Sipud proceder@elmodo
sgguente.Sianodatela (5.9),

o= 4 X (2 + 1) (6.13)

d’R; > ll+1) 2m
+ — ‘/ R = O 6. 14
dr2 [k r2 hz (’l"):| l ’ ( )

ela corrispondentequaziongeril casalibero,

N PRGS

02 2 ] 91 =0, (6.15)
conle condizioni

R;(0)=0, (6.16)

gi(kr) = krji(kr), g1(0)=0. (6.17)

Moltiplicatala (6.15)per R; ela (6.14)perg;, le si sottraggananembroa membroe
siintegri il risultatotra O e p. Si ottiene

14 Gregory Breit (1899-1981)e E.P Wigner: Captute of Slow Neutons [Cattura di neutoni lenti],
PhysicalReview 49 (1936)519-531.
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=7 " ar qu(r)V (r)Ry(r). (6.18)
re Jo

dR; dg; 2m
g1 Ry — =
dr dr |- »

Inserendali andamentasintoticiper kr > [ delle duefunzioni coirvolte, g; e R;,
cioe

gi(kr) ~ sin(kr — %lﬂ),

. 6.19
Ry(r) ~ € sin(kr — %l7r +4;), ( )

perp sufficientementgrandda (6.18)forniscelo sfasamenta; tramitelarelazione

307 2m L
ke*tsing; = Y dr gi(r)V (r)Ry(r). (6.20)
0

FEsempio 6.1

Oltreallaconoscenzdi V (r), il calcolodell'integralenella(6.20)richiedequelladi
R, limitatamenteall'intervallo (0, p), definitoin praticadalraggiod’'azionedelpotenziale
V(r). Sipud alloracercareunastimadello sfasamentaitilizzandol’approssimazioneli
Born, senzarisolvere esplicitamentda (6.14) per R;. Cio significasostituireR; cong;
nell’equaziong6.20):

. 2 rp
ket sing, ~ —Z’Zf / dr r2V ()i (k)2 (6.21)

0

Utilizzandola (6.21),si puo verificarechegli sfasamentvannorapidamentelecrescendo
al crescerdali [ conl’enemia. Si assumanfatti per semplicigun potenzialedel tipo

Vo, r<d,

Perkd < 1, comenell'ipotesi di bassaenengia, e tenendopresentda (5.3), si puo
riscriverela (6.21)nellaforma

, 2 21+1
¢ sing, ~ Zmzd 3 (kd) . (6.23)
h 2 +3)[(2+ 1)1
Perl'onda s si ottiene
. 2md® _
S|n60 ~ ?‘/ngd, (624)
chepermettd’ulteriore approssimazionesindo ~ do. Perl’'ondap si ha
2
sind1 ~ 61 ~ do (klcé) < do, (6.25)

e cod via perle ondesuccessie, i cui sfasamentsonovia via ridotti ognil successio di
un fattore(kd)?.
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Esempio 6.2

Si presentaui un casoestremadi bassanepia per cui nelladiffusioneelastica
contrituisce solo 'onda s (I = 0). Quindi la funzioneradiale per I'urto elasticoda
potenzialea simmetriasfericasoddisé all’equazione

2
(552 + ) Botr) = T3V Ro(o), (6.26)

conla condizione
Ro(0) = 0. (6.27)
A grandir 'andamentaasintoticoe

Ro(r) ~ C'sin(kr + ). (6.28)

Allora, peril potenzialg6.22)e conle definizioni

2mVt
K*=Kk’+Ki,  Ki= > ° (6.29)
la soluzionedella(6.26)risulta
Ro(r) = Ci1sin(Kr), r <d. (6.30)

Lo sfasamentdy & ottenibileimponendda continuit dellafunzionee dellasuaderivata
in r = d trala parteinternaal potenzialee quellachesiriferisceall’andamentasintotico.
Cio equivaleaimporrela continuitdelladerivatalogaritmicadi Ry in r = d, cioe

k cot(kd + do) = K cotKd = D™, (6.31)
dacui
kD = tan(d + do)
e quindi
8o = tan (kD) — kd. (6.32)

Perlipotesi di bassaenepgia, kd < 1, 1a (6.32) puo essereiscritta

(6.33)

tando ~ k(D — d) = kd[tanK d_ 1] .

Kd

Notolo sfasamentosi pud calcolarda sezioned'urto. Tenend@resentehedy € piccolo,
percui si pud confonderesindo contando, si ha

o= 2—7; sin? 8o ~ 4n(D — d)?
(6.34)

_47rd2[1— taan]2

Kd
Sesi verificala condizione
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tanKd = Kd, (6.35)

la sezioned'urto elastico(6.34) si annulla. Cid & noto comeeffetto Ramsauer'®, dal

nomedi chi nel 1921notd chenell'urto elasticodi elettronidaatomidi gasinerti, come

Ar, Kr, Xe, la sezioned'urto e praticamenteullain corrispondenzdi un’enegiadi 0.7

eV dagli elettroniincidenti. La condizione(6.35)si realizzaallorapertale enegia e cio

fornisceinformazionisullaprofondita V, e sulraggiod’azioned del potenzialg6.22).
In generalgerd e

tanKd 7 Kd (6.36)

ela sezioned’urto nonsi annulla,maanzipuo essereiscrittanellaforma

o= 2—72’ sir® 8o ~ 4ra’, (6.37)

dovea prendel nomedi lunghezzali diffusione(= scatteringlength. Il significatodella
lunghezzadi diffusionee quello delle dimensionilineari del bersaglio,efficaci a bassa
enegia nel determinarda sezioned'urto elastico. Da un puntodi vistamatematicola
lunghezzadi diffusionee deducibiledall'estrapolazioneversol’origine dell’landamento
asintotico(6.28)di Ro(r),
Ro(r) ~ C sin(kr + do)
= C'sindo(coskr + cotdp Sinkr).

Siccomekr < 1, si puo porre
Ro(r) ~ C'sindo (1= 1), (6:38)
dove si & definito

tando = —ka. (6.39)

Dalla(6.39)seguela (6.37). Dunquela lunghezzai diffusionee determinatalal valore
di r cheazzerd'estrapolazioneversol'origine dellaparteasintoticadi Ro(r).

Esempio 6.3
Nellinterpretazionalella(6.37)si possondlistinguerevari casi,a secondalel
valoredi K d nella(6.36),e quindidellaprofondita dellabucadi potenziale.
a)0< Kd< 7

Dalla(6.33)seguedp > 0 e quindidalla(6.39)éa < 0. La situazionejllustratain
fig. 6.3,indicachein tali condizioninonsi puo instaurarainostatolegatotra proiettilee
bersagliomentreé possibilel'urto elastico.

15 Karl Ramsaue(1879-1955):Uber denWrkungsquescnitt der Gasmolekle gegeriiber langsamen
Elektonen[Sezioned'urto di molecoledi gassottoposte elettioni lenti], AnnalenderPhysik64 (1921)
513-540;66 (1921)546-558;72 (1923)345-352.
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Ro(r )

Fig. 6.3. Unalunghezzadi diffusione negativa corrispondea uno stato che descrve la
diffusione.

b)Kd=1

Cio comportady — w/2 e quindi anchea — —oc (fig. 6.4),0 — oo, conla
consguenzachenellimite di enegiachetendeazerosi pud avereancheunostatolegato
tra proiettile e bersaglioin ondas: cid provocaun andamentaisonantenella sezione
d’urto. In generalda risonanzasi verificaper

Kd=(2n+ 1)%

e sonopossibilistatilegatiin ondas, di cuiil primoperE ~ 016,
)3 <Kd<m

In questocasody < 0 e quindia > O (fig. 6.5). L'estrapolazioneall’origine,
(6.38),corrispondéen questocasoa unafunzionecheperr > d possiedein andamento
asintoticodel tipo e ~"/* ~ e~*7, tipico di unostatolegato.

FEsempio 6.4

Le considerazionilegli Esempi6.2e6.3si posson@pplicareal sistemaiucleone—
nucleone. Lo studiodella diffusionea bassaenegia consentei verificarechel'unico
sistemalegatopossibileperI'urto neutrone—protone quello perlo statosimmetricodi
spin38; (tripletto, S = 1), chepud dareorigineallo statofondamentalelel deuterio:in
tal casola lunghezzali diffusionee

ar = 5.424(4)fm.

16 guestoun casoparticolaredel teoremadi Levinson essostabiliscecheil numeron; di statilegatiin

ondal, possibiliperun datopotenzialeg datodallarelazione:§; (0) — é;(co) = n;m, dovegli sfasamenti
61(E) sonocalcolatia enegia ugualea 0 e ad altissimaenepia. D’altra partee ragione&ole supporre
6;(00) = 0, percui §; (0) forniscedirettamenten; .

NormanLevinson(n. 1912): On the Uniquenes®f the Potentialin a Sdrodinger Equationfor a Given
AsymptoticPhase[Unicita del potenzialen un’equazionadi Schrodinger per unadatafaseasintotical

Matematisk-Fysisk Meddelelserdet KongeligeDansle VidenskaberneSelskab25 (1949),n. 9, pp.

1-29.
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Ry")

Fig. 6.4. Statorisonante.

Fig. 6.5.Unalunghezzali diffusionepositiva permettda formazionedi uno statolegato.

Invecelo statoantisimmetricadi spin*So (singoletto,S = 0) perl'urto neutrone—protone
fornisceunalunghezzali diffusionenegativa,

as = —23.748(10)fm.

Ancheil sistemaprotone—protone il sistemaneutrone—neutronkannounalunghezza
di diffusionenegativa:

ap = —7.8098(23)fm,
_ { —18.45(46)fm
=\ -16.73(47)m.

Qn

| duevalori forniti pera,, sonostatiricavati dall'analisi delle reazioni D(x~,v)2n e
D(n,p)2n, rispettvamente. La minore precisionein questocasorispettoagli altri e
dovutaalle difficolta chesiincontranonellarivelazionedi particelleneutree nell’estrarre
il contrituto dei neutroniper sottrazioneda quello dei protoniin un processai’urto su
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deuterio®’.

XI1.7. Diffusione con assorbimento

Il metododelle onde parziali fin qui e statoutilizzato nel casodi urto pura-
menteelastico. Cio implica la definizionedi sfasamentalell’ondadiffusatramite
la posizione(5.15). Essacorrispondeal fatto chetutte le particelleincidentihanno
solo due possibilia: o prosguonoindisturbateoltre il bersaglio,oppurevengono
deflesse&onserandola loro enegia cineticainiziale. Globalmentel flussoentrante
uguagliail flussouscente. Se, accantoall’'urto elastico,pud avvenire ancheuna
diffusioneanelasticain quantocambiasemplicementéenergia cineticadellaparti-
celladiffusa,oppuresi verificanoreazionidi vario tipo checoinvolgonoproiettile e
bersaglioallorain un esperimentattoa rivelaresolol'urto elasticosi haperditadi
flussorispettoaquelloincidente.Cio significacheil coeficienteS; dell’'ondasferica
uscentenella(5.12)hain generalenoduloinferioreo al massimaugualeauno,cioe

1) < 1.

Volendopresenrareil concettadi sfasamentosi puo porre

Sy = me*®, 0<m<L (7.1)

Il coeficienterealer;, dettoparameto di anelasticif, permettedi tenerecontodella
perditadi flussonel canaleslasticoprovocatadaiprocessanelastici.Senonvengono
singolarmentessenati, questihannosolo un effetto di assorbimentoghe perogni
ondal éparia(l — n?).

L’ampiezzali diffusioneelastican presenzai assorbimentdervadalla(5.14)
mediantda (7.1):

1 o
£(0)= 2> (2 + 1)a, P(cosh), (7.2)
k =0
dove
a; = %Z(l -5 = %Z(l — 1), COS26; — im; SIN26;). (7.3)

Dalle (5.21)e(5.22)conla (7.1),la sezioned'urto elasticoe:

17 0. Dumbrajs,R. Koch, H. Pilkhun, G.C. OadesH. Behrens,J.J.De Swart e P. Kroll: Compilationof
CouplingConstantandLow-EnegyParametes[Compilazionedi costantidi accoppiamente parametri
di bassaenegia], NuclearPhysicsB216 (1983)277-335.
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ca =X > (@+11- 5

=0 (7.4)

o0
=7x Y (2 + 1)1+ 7 — 20 cOS28).
=0

Siccomeperognionda(l — n?) rappresentéa perditadi flussonel canaleelasticoe
quindiil flussorelativo ai processanelasticisi puo ottenerda sezioned'urto totale
peril complessadli tutti i processanelasticiconla seguenteespressione:

Canet =X Y (2 +1)(1 - 7). (7.5)
=0

Pertantola sezioned’urto totale, sommadel contrituto elastico(7.4) e di tutto il
contrituto anelasticq7.5), risulta

Otot = Oel T Ognel

= 21X i(zz +1)(1— 7, COS28)). (7.6)

=0

o-el,l

7R (20+1) 4 &

o
anel,i

21+ 1)

Fig. 7.1.Laregioneombreygiatacorrispondealle situazionipossibiliin
presenzali diffusioneanelastica.

E interessanteconsiderare contrituti dell’onda i-esimaalle sezionid'urto
elasticae anelasticdfig. 7.1). Perle (7.4)e (7.5)sitrova

ey = TR (2 + 1)(1+n? — 2 cOS25;) < An X (2 + 1), (7.7)
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Tamets = 1A (2 + 1)(1— 77) < nX(2 +1). (7.8)

Si possondrarrealcuneconsguenze:

a) ogni reazione,0 comunqueogni processoanelastico(n; < 1,04ne 7 0), €
sempreaccompagnatdaurto elastico(c; 7 0);

b) il massimadel contrikuto elastico(7.7) € ottenibilesoloin assenzali processi
anelastici(n; = 1). Essoe quattrovolte maggioredel massimaodel contributo
anelasticdotale(7.8),in consguenzadellacoerenzdra ondaincidentee onda
diffusanel canaleelasticocheproduceinterferenzacostrutti/a,;

¢) il massimadi o4, SiOttienepern; = 0. In tal casorisulta

2
Oanel,l = Oel,l = A (Zl + 1) (771 = O) (79)

Comesi puo verificareconl’aiuto dellafig. 7.2,talerisultatorappresentfiareadella
zonatras\ersald-esimaoffertadal bersaglical fascioincidentedi lunghezzal’'onda
A =21

AR+ 1P — aX T2 = o X2 + 1),

:

Fig. 7.2.1l bersaglice visto dal fascioincidentesecondaoronecircolaridi ordinel.

Esempio 7.1

L'ampiezzadi diffusione(7.3) perl'onda parzialel-esimapuo esseraitimente
rappresentatael pianocomplessq2 Rea;, 2Im a;) ricorrendoal cosiddettografico di
Argand*® (fig. 7.3). Perl’urto puramentelastico(n; = 1),i puntidelgraficogiaccioncsu

18 G. Hohler, G. Hebele J. Zwingerbeger: Applicationsof the Dispersion Relationsfor = N Forward
ScatteringApplicazionedellerelazionidi dispesioneperla diffusionein avantir N], in Thelnternational
Confeenceon ElementaryParticles (Aix—en—Pravence, 1961),ed. E. Cremieu—AlcanP. Falk—Vairante
O. Lebey, CEA, Saclay1962,vol. 1, pp. 485-486.

Il nomederiva daquello del matematicasvizzeroJeanRobertArgand(1768—-1822heinven®d la rapp-
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Im2a, Im 2a;

I It

-1 1 ReZal -1 1 Rela

Fig. 7.3. Graficodi Argandper la rappresentaziondell’ampiezzadi diffusione: a) caso
puramentelastico b) risonanzali Breit-Wignernel casoanelastico.

di unacirconferenzali raggiounitarioconcentroin a; = +i esonoindividuatidall'angolo
26;. Al cresceralello sfasamentd; conl’enemia, la circonferenzavieneripetutamente
percorsan sensaantiorario.

Sec’e unarisonanzali Breit-Wignerall’enegia Eo, e quindiperla (6.12)

r/2

U TE _By+il/2’

(7.10)
in condizionidi risonanzaallo sfasamentad;, = %w corrispondeil punto piu alto del
cerchio,mentrei punti chesi ottengongerd; = %gr, cioe quandoE = F; = Fp — %F, e
peré; = ';—;’w, cioequandoE = E, = Fp + %F, corrispondona@l primo e al terzoquartodi
circonferenzagdeterminandeonla loro posizioneil valorediI': T = E» — E;.

In presenzadi anelastici (p; < 1), al variaredell’enegia i punti del grafico
descrvonounatraiettoriaspiralggiantecontenutaall'internodd cerchio unitaiio elastico.
Nel casoideale di un’unicarisonanzadi Breit-Wigner in presenzali anelastici, il
puntocorrispondentalla risonanzad; = 1) € quello piti alto di unacirconferenzai
raggion; (Eo), centratasull’asseimmaginarioe contenentda spiraletracciatain senso
antiorarioal cresceredell’enegia. Nel casopiu generaleanelasticoja risonanzapuo
essereaccompagnatdacontrituti nonrisonanti,lentamentevariabili conl'energia, che
modificanola situazionealteranddl comportamentalell’ampiezzadi diffusionee della
corrispondentéraiettorianel pianocomplessoCio rendepiu difficoltosal’estrazionedal
graficodi Arganddel parametradi anelasticid e della posizionee dellalarghezzadella
risonanzastessa.

Esempio 7.2
A titolo di esempicsi considerila diffusionedapartedi undisconerodi raggiod

abordinitidi. Cio significacheil discoassorbdotalmentetutte le ondechevi incidono
fino aun certovaloremassimaL di I:

resentaziongeometricadei numericomplessidisponendde radicin -esimedell’'unita sudi unacircon-
ferenzadi raggiounitario.

J.R. Argand: Essaisur une mangre de representerles quanti€s imaginaires dansles constructions
geonetriques Parigi, 1806. Il libro appare anonimoe fu ristampatacol nomedell’autoresolonel 1874.
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m=0, [<L. (7.11)

La condizionedi bordo nitido permettedi fissareL mediantela considerazioneheil
parametrali impattomassimecefficacedeve esserel, cioe

L = kd. (7.12)

regione B

Fig. 7.4.Effetto ombra.

La condizione(7.11) tuttavia non escludda possibilita di urto elastico. Anzi comegia
osseratonella(7.9),le sezionid'urto elastica7.4) e anelasticd7.5) diventanaugualitra
di loro:

L
Oel = Oanel = WXZ Z(ZZ + 1)
=0

Siha

2.2
Oel = Oanel 2T L

= (7.13)
=T .

La sezioned'urto anelasticecorrispondeall’areadel disconeroe al risultatocheci si
aspettaancheclassicamentePe anchein presenzali assorbimentaotalefino aduna
certaondal = L, il contritutodi diffusioneelasticanoné nullo. Anzi e taledarenderda
sezioned'urto totaledoppiarispettoall’areadel disconero:

Otot = Oel t Ognel = 27I'd2. (714)

Il fattore2 checomparenella(7.14)e notocomeeffettoombia ede di naturatipicamente
ondulatoria.In unateoriaclassicadella propagazion®ndulatoria'ombra prodottadal
discosvaniscea grandidistanzedopoil discoe il discononsi vedepiu. Cio avviene
ad unadistanzaR ~ d?/X alla qualeil disco & visto da un angolod ~ d/R. |l

fenomenosi spiega con la diffusione dell'onda elasticache compensd’ombra creata
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dall'assorbimento:e comeseil discoemettess@ndeelasticheche interferisconocol
fascioincidenteprovocandal raddoppiodellasezioned’urto totale(fig. 7.4).

XII.8. Teorema ottico per l'urto elastico

Molti risultati ottenuti nella trattazionequantisticadei processid’urto sono
riconducibili a situazionigia note nell’'ottica classica. Questofatto non stupisce
se si considerache la descrizioneondulatoriadel moto di particelle ha caratter
istiche comuni con quella classicadella propagazioneli un’ondache pud subire
diffusione,attenuazioneassorbimento.Un esempiodelle possibilianalogiee cos-
tituito dal cosiddettateoremaottico, il cui risultatoviene qui riconosciutonel caso
dell'urto elasticoper sempliceconfrontodi relazioniscritte nei paragrafiprecedenti
perl'ampiezzadi diffusionee la sezioned’urto totale.

Dalla (5.18),tenendgresentechei polinomidi Legendresi riduconoall’'unita
perd =0, sggue

o0

Im f(0) = % > (2 +1)sir? 5. (8.1)

1=0
Confrontandauestarisultatoconla (5.21)si trova

o= ‘;—” Im £(0). (8.2)

Questorisultato, noto appuntocome teoremaottico, indica che la sezioned’urto
totale per I'urto elasticoeé determinatadalla parte immaginariadell’ampiezzadi
diffusionein avanti(@ = 0). La sezioned'urto totalerappresentd flussodi particelle
rimossodal fascioincidente;in otticacio corrispondealla misuradell’estinzionedel
fasciodi luceincidentee si ottienedal rapportotra la potenzadissipatee la potenza
incidenteper unita di superficiedell’oggettoilluminato. La rimozionedi flusso,
come misurataa grandi distanzedal bersaglio,pud avvenire solo come rrisultato
di un’interferenzadistruttiva tra I'onda incidentee quelladiffusaelasticamentell
contributodi interferenza rilevantesoloperla direzionein avanti, dove ¢’ e effettiva
sovrapposiziondra I'onda incidentee quella diffusa (Esempiol.1). |l risultato
(8.2) indicachetaleinterferenzee linearenellaparteimmaginariadell’ampiezzadi
diffusione.

Il teoremaottico e statoqui riscontratonel casodi urto puramenteslastico,ma
valeancheperla diffusioneconassorbimentdérattatanel paragrafoXIl.7. A talfine
bastaconfrontarela (7.2) e la (7.3) per & = 0 conla (7.6) per ritrovare ancorala
(8.2). Anzi il teoremaottico haunavalidita del tutto generalecheverra dimostrata
al paragrafoXll.13 anchen presenzali ogniprocess@nelasticanclusonel calcolo
della sezioned'urto totale. Peroracio si intuiscedall’analogiacon l'ottica e con
l'interpretazionedellasezioned’urto comeflussorimossodal fascioincidente.
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Eserizio 8.1

L'approssimazioneli Born (4.3) per 'ampiezzadi diffusionerispettail teorema
ottico?

Il risultato(8.2) indica anchela necessa di unaparteimmaginarianon nulla
delllampiezzadi diffusioneelasticain avanti. Di consguenzal'approssimazioneli
Born, basatasull’'ampiezzadi diffusione(4.3) cheperé = 0 diventapuramenteeale,
viola il teoremaottico. Tuttavia questagrossadifficolta di principio non ostacola
I'uso generalizzatalell’'approssimaziondi Born, conrisultati numericiutili peril
confrontoconi dati sperimentalia @ # 0. D’altra parte,misuredi urto elasticoad
angoliin avanti hannoun grandeinteresseproprio in virtu del teoremaottico, ma
sonoancheestremamentélifficili perla necessa di distingueretra particelleche
hannosubitol'urto elasticoe particelleappartenentl fascioincidenteindisturbato.

XII1.9. Urto elastico di particelle identiche

Finorasi sonostudiatii processd’urto senzgprenderdn consideraziongradi
di liberta interni delle particellein gioco. In lineadi principio non e difficile tenere
contodi altri numeriquanticioltre all’enegiaeall’impulsoe cio saafattoin generale
nei paragrafixlil.12 — XlIl.14. D’altra partele particellequantistichesiai bosoni
chei fermioni,sonotradi loro indistinguibili. Pertantoancheaprescinderalalloro
eventualespin,daun puntodi vistasperimentale@onsi e in gradodi distingueretra
le duesituazioniin fig. 9.1 chesi possonorerificarequandosi rivelanole particelle
diffuse ad un angolo nel sistemadel centrodi massa: nel moto relativo non si
avvertelo scambiatrala particellal ela particella2.

In generalda descrizionedeve esserdnvarianteperlo scambior — —r, con
r=riy—rp equindiperd — 7= — 0 e — ¢ +x. Allora asintoticamentéa funzione
d’onda non puo piu esseresemplicementalatadalla condizione(1.11), ma deve
esserainafunzionesimmetricaperlo scambiodelle dueparticelle:

ezkr

O() ~ N{e® 4 e ™4 [10,)+ [ - 0,6+ m)| “—}, (@D
T
dove N e unfattoredi normalizzazione SesiimponeN = 1, ognunodei duefasci
di particellechesi urtanoelasticamenteel sistemadel centrodi massaaflussopari
ahk/m.
Il flussodi particelleraccoltenell’angolosolidod2 dopol'urto risulta

K 10,00+ 1~ 0,9+ mPag

e quindi

j—g =1f0,8) + f(m = 0,6+ M. (92)
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Fig. 9.1.Urto elasticodi particelleidentiche.

Rispettoal casodi particelledistinguibili, la sezioned’urto (9.2) presentapltre al
terminedovuto alla diffusionenelladirezioneindicatadagliangolié e ¢, untermine
prodottodal rinculo del bersaglionelladirezioneindicatadagliangolir — 0 e ¢ +
e unterminedi interferenzagdi naturasquisitamentguantisticagovuto all’effetto di
scambiara particelleidentiche.

FEsempio 9.1

L'effetto dell'indistinguibilita puo esseremeaylio apprezzataiconsiderandal
potenzialecoulombiancschermatd4.16). In approssimaziondi Born conry — oo, Si
ha

’mZ1Z2€2 mZ1Z262
)= ——"—— - ————— 9.3
10= Szzswez ™97 Zizzcosa 2 9:3)
dacui
2.2
do _ [leZze ] [ . 1 + 1 b 2 ] (9.4)
df 2h2k2 sintg/2  cod6/2 sirtd/2co2/2

La (9.4) & essenzialmentk formula di Mott 1° perl'urto elasticodi particellecariche
da bersaglicarichi puntiformi. Il primo terminedella (9.4) e quello che gia compare

19 In realtx Sir Neville FrancisMott (n. 1905)ricavd un’espressiondellasezioned’urto chetieneconto
dell'azione del potenzialecoulombianocefficace anchea grandidistanzetra proiettile e bersaglio. Di
consguenzail fascioincidentenon puo piu esseredescrittosemplicementela un’ondapiana. Inoltre,
considerandelettroni,occorretenerepresenteancheil loro spin. La formuladi Mott contieneallora, al
postodeltermineinterferenziale sin—29/2 cos 2 6 /2 della(9.4),il termine

_4005(7; Intar? 6/2)
sirt 9 ’
dove
_ mZ1Zye?
T RZ%
em elamassaidottadel sistemadelle dueparticelleidentiche.

)
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nellaformuladi Rutherford(4.18)edé fortementepiccatoin avanti; il secondderminee
dovutoal purocontrituto di scambicedéetipicamentepiccatoall'indietro (6 = «), mentre
il terzotermine,che proviene dall'interferenzatra quello diretto e quello di scambio,
esaltada sezioned'urto ad = «/2 rispettoal casoin cui si trascurdo scambio.

La situaziones pitl complessaesi considerdo spin. Si suppongaheproiettile
e bersagliosianofermioni identici con spins = % In questocaso,per la partedi
spin, si possonaealizzarestatidi singolettoe di tripletto, in accordoconle (X.4.2)
e (X.4.3). Dato chela funzioned'onda complessia deve essereantisimmetrica,
occorrecombinarela partespazialesimmetrica(antisimmetricaxon quelladi spin
antisimmetricgsimmetrica).Di cons@uenzala funzioned'ondanel casodegli stati

di tripletto hail seguenteandamenta@sintotico

ikr

U() ~ N{e** =T 4 [£(0,¢) = flx = 0,6+ 1) —lxom,,  (@5)

mentrequellaperlo statodi singolettorisulta

W)~ Ve e [0.0)+ fr 0.6+ 1] Jxee (06)

Corrispondentementa ottienela sezioned’urto di tripletto

ot =|f(0,4) = f(m = 0,4 +7)|%, (9.7)

relativa al casoin cui le due particellehannospin parallelo(S = 1), e la sezione
d’urto di singoletto

o5 = |f(0,8) + f(r — 6,4 +m)|%, (9.8)

relativa al casoin cui le dueparticellehannospinantiparallela(S = 0).

Sinoti chele duediversesezionid'urto di tripletto e di singolettosonounapura
consguenzadel principio di Pauli, senzacheci siabisognodi unadipendenzalallo
spin del potenzialeresponsabilalella diffusione. Setale potenzialedipendedallo
spin, cio si riflette nellastrutturadell’ampiezzadi diffusione f (6, ¢).

Spessde particellechesi urtanoelasticament&on sonopolarizzate:cio sig-
nifica che non si osseranogli spininiziali e finali e quindi si misuraunasezione

N.F. Mott: Thecollisionbetweeriwo electons[L’urto di dueelettioni], Proceedingsf the Royal Society
of LondonA126 (1930)259-267.

Le prime verifiche sperimentalidellaformula di Mott sonostateottenuteda JamesChadwicke Patrick
MaynardStuartBlackett (1897-1974).

J. Chadwick: Thescatteringof a-Particlesin Helium[La diffusionedi particelle « in elio], Proceedings
of theRoyal Societyof LondonA128 (1930)114-122.

P.M.S. Blackett e F.C. Champion: The scatteringof slow alpha particles by helium[La diffusionedi
particellealfa lentedapartedi elio], Proceedingsf the Royal Societyof LondonA130 (1931)380-388.
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d’urto mediatasulle possibiliorientazionidegli spin. Ci sonoquattrostati possibili,

tre conspintotalel e unoconspintotale0, ugualmentgrobabili. Percd la sezione
d’urto mediarisulta

= %10'5 + %at. (9.9)

Eserizio 9.1

Utilizzandoi dati del’Esempio6.4, determinarda sezioned’urto medianell’'urto
neutrone—protonabassanegia.

Eserizio 9.2

Dimostrareche nello spaziodi spin I'ampiezzadi diffusione elasticaper una
particelladi spin% hala segguentestruttura:

f0,¢)=g(0,9)1L+ih(0, ¢)o - A, (9.10)

dovei =k x k'/|k x k'| €il versorenormaleal pianodi diffusione.

XII.10. Operatori di Mgller

In questoparagrafoviene presentatain metodopropostoda Mgller 2° per sta-
bilire un legametra le soluzioniad enegie positive del problemaimperturbatoe le
soluzionidi diffusionecorrispondentallo stessovaloredi enegia appartenentalla
porzionecontinuadello spettrodella hamiltonianatotale del problemad’urto. |
risultato & ottenutoin uno schemandipendentedal tempo,mafa usodi un opera-
tore chee costruitoa partiredall’operatoredi evoluzionetemporalentrodottonella
descriziondi interazione,

U(t, tO) - eiHot/fLe—iH(t—to)/fLe—iHoto/fL’ (10.1)

dove H e H; sonole hamiltonianetotale (2.1) e imperturbata,rispettvamente.
Sia|®,) unasoluzionedella (2.2) corrispondentall’autovalore E, cheappartiene
alla parte continuadello spettrodi Hp: |®,) puo essereconsideratdo statoche
descrve proiettile e bersaglionon interagenti,all'istanteiniziale tg < 0. Peref-

fetto dell'operatoredi evoluzionetemporale(10.1), all'istantet = O sottol'azione

dell'interahamiltonianaH lo statoe evoluto nelmodoseguente:

20 Christian Mgller (1904—-1980): Genenl Propertiesof the Characteristic Matrix in the Theory of
ElementaryParticles. | & Il. [Proprieta generli della matricecaratteristicanellateoriadelle particelle
elementari.l & I.], Matematisk-FysiskMeddelelsedetKongeligeDansle VidenskaberneSelskat?3
(1945)no0. 1, pp. 1-48;26 (1946)no. 19, pp. 1-46.
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U(0,t0)| ®,) = e/to/hemtHolo/M|g,)
— e_iE“to/hetho/h‘q)a>. (102)
L'ideadi Mglleréchequanddy — —oo la(10.2)produceunautostatg¥) dell’intera
hamiltonianaH , conle giustepropriet asintotichémpostedal problemad’urto.
Perstudiareun’espressiondeltipo (10.2)occorreconoscereomeagisceH su
|®,). Daltra parte,gli autostatidi H costituisconain insiemecompleto,sullabase
del qualeé possibilesviluppare|®,). La hamiltonianaH pud averein generalesia
unospettrodiscreto,conautostati¥;), siaunospettrocontinuo. Siano

|&()y ~ |®,) + ondasfericauscente (10.3)

gli autostatidel continuo,con un comportamentasintoticodel tipo richiestoper

descrverela situazionedi diffusione. In baseall'equazionedi Lippmann—Schwin-
ger, esisteunarelazionetra gli stati | ¥") e gli stati|®.) cheappartengonad H,

conlo stessautovaloredi enegiadello spettrocontinuo:

1
E. — Hy +ie

In modo simile si puo introdurrel'altro insiemedi autostatidi H per lo spettro
continuo,corrispondent@a condizionial contornodi ondasfericaentrante,

o8y =@, + Ve (10.4)

1
E.— Hy — i€

Intervienea questopuntoun’affermaziongfondamentalehein generalenonée
dimostratajma che costituisceun’ipotesiragionevole in quantosi pretendeche H
sia un operatoreautoaggiunto:si ammettecioé che sia I'insieme di tutti gli stati
|W,) contutti gli stati |[¥?), sialinsieme di tutti gli stati |¥;) contutti gli stati
|®(7)) costituiscanaun insiemecompleto. Naturalmentei due insiemi non sono
indipendentiradi loro.

Tale ipotesi e fondamentaleer la teoria, percte permettedi disporredi una
basea scelta,a secondalelle corvenienticondizionial contorno. D’ora innanzisi
utilizzera I'insieme con le condizionial contorno(10.3), mail risultatofinale potra
facilmenteesserdrascrittoin termini dell’insiemecon le condizionial contornodi
ondaentrante.Si pud allorascriverelo sviluppo

o) =18,) + V). (10.5)

B, = ]f 4,80 + 3 By| ), (106)
¢ b

doveil simbolo)ﬁ; indicalanecessidi esguirealmenaoun’integrazionean corrispon-
denzadell'indice continuodell’enegia, cheeé mascheratmell'indice ¢ insiemecon
tutti gli altri numeriquanticichecaratterizzanto stato. Esplicitamente coeficienti
di sviluppo A, e B, sonodatidallerelazioni
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A, = (T0)®,), By = (T4|®,). (10.7)

Perla valutazionedi A, siricorrealla(10.4):
Ac = (T0|24)

1

mv‘l’g)@J

1
= (o |®)+ (DY — —
(@l @a) + (T E. — Hy — ic

(Dc|®q) +(

(}a)a

cioé

A, = 6(c — a) (EMV|®,), (10.8)

+
E.,— E, —ie

dove nelladeltadi Dirac sonocontenuteancheeventualideltadi Kroneclker. Utiliz-
zandolo sviluppo(10.6)ei coeficienti A, e By, la (10.2)diventa

U(O, tO)‘CI)a> :ﬁ Ac 6z'(EC—E'a)to/f‘z|\Ij(c+)> + ZBb ei(Eb—Ea)to/hl‘I,b>
¢ b

:Jt 5(c — a)ei(Ec_Ea)tO/h‘\p(c"'))
c

‘(Ec—Ea)tO/h

+) ¢ @)
+

F oo g—p — 1)

C
+) (T]®,) el FomEato/h g,
b

(10.9)

Cio chequi interessa il comportamentalella(10.9)quandot, tendea —oo, cioeiil
lim¢,—— oo U(0, 20)|®4). In tali condizionisi pud dimostrarecheil secondail terzo
addendamella(10.9)si annullano.

Siconsideridapprimail second@addendc siricorraal sgguenteeorema sein
un integralerispettoa w c¢’& nell'integrandoun fattoredel tipo e~*% /(w + i¢), con
€ > 0 piccoloapiacereananecessariperla corvergenzadell’integrale,alloraquesto
fattorepuo esseresostituitosottoil segnodi integralenelmodoseguente:

(10.10)

e~ twto —2mid(w), to — +oo,
— —
w +ie 0, tg — —o00.

Il teorema10.10)si dimostrasubitotenendgresentehee

533



Processi d’urto

e—iwto

+o0o
lim = —je” ™" |im / dz =T
0

e—0+ w + 7€ e—0+

+00
= —72/ dz e™@—to)
0

+o0o
= —z'/ dz ',
—t

+00 +00
lim / dz e™? :/ dz % = 216 (w),

to—+0o0 —to — 0
+00
lim dz e'? =0,
to——00 —to

si ottienedunquela (10.10).
Un fattoredel tipo (10.10) appareproprio nel secondoaddendodella (10.9).
Pertanto

Siccome

lim_U(0,0)|®a) =
to——o0
=T+ lim > (W |@,) e Frm Bedo/h ), (10.11)

to——o0

L'ultimo terminenella (10.11)non e determinatca causadel fattoreoscillante
neltempo. D’altra partevarilevato chela situazioneédealedi unadescrizionedello
statoconun’enepiabendefinita,immersanellaporzionecontinuadello spettronon
e realizzabilese non con tempi di osserazioneinfinitamentelunghi. In praticala
situazionesperimentalgermetteunacertacollimazionein enegia, checorrisponde
aunadescrizionalel sisteman terminidi pacchettali onde piuttostochein termini
di ondemonocromatiche.Quindi & piu realisticoutilizzare un pacchettodi onde
ottenutodallasovrapposizionali statideltipo (10.6):

%) = ]f (,[T)[D,). (1012)

Facendoagire I'operatoredi evoluzionetemporalesulla (10.12),la (10.11)viene
riscrittain terminidi pacchettdi onde:

. = _ =M
Wm U0, 10)|®) = [7)
H FS i(Eb—Ea)to/ﬁ
+t0£@w§b:7ﬁa (B, |B) (T |®,) € |T),
(10.13)
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dove si e posto

T = ]5 (B4[B)[T)). (10.14)

Adessosi puo riconoscereche il secondoaddendonella (10.13) € nullo. Cio e
cons@uenzalel teoremadi Riemann-Lebesguperil quale,sel'integrale

+oo
[ dsli
e corvergente allora
+0o +0o
Iim/ dz f(x)cosiz = Iim/ dz f(z)sinAz =0,
A—+00 — o0 A—+00 — 0
cioe
+o00 )
lim / dz f(z)eT™® = 0. (10.15)
A—=r+oo J_ oo

Dunquesi puo concludereche

lim ﬁ (Bo|B) (T |D,) ciEs—Ea)to/h =

to——o0 a

see corvergentel’integrale

£ (@@ (/).
a
Ma questacondizionee realizzatasempreguandosi haa chefare con pacchettidi

onde|®) e statilegati| ), chehannosempree giustepropriet di integrabilita.
Pertantda (10.13)diventa

lim U (0,t0)3) = [T). (10.16)
to——o0
Questaisultatoperi pacchettdi ondee esatto:essadefiniscd’ operatore di Mgller,
U, —-o00) = lim U(O,tp), (10.17)
to——o0
checollegail pacchettodi onde|®), costruitocon autostatidi Hy, al pacchettadi
onde| V), costruitoconautostatdi H. Sipuod dareunaversioneformaledella(10.16)
cheriprendegli stati|®,) e |[¥{?), immaginandali concentrarél pacchettsempre
piu strettamentattornoal valoredi enegia E, . |l risultatoformalee allora:

U(0, —00)|@,) = |TLY). (10.18)
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]
V{0t o0}
E
> >
¢ | -

t

!
Spewro di H | Spetro di H

Fig. 10.1.Azionedeggli operatoridi Mgller U (0, £o00) nel passaggiala un autostatd®) di
Hpaun autostatQ\I/(”F)) di H = Hp +V appartenentillo stessautovaloredi enegia E > 0.

Sesi fossepartiti nella (10.6) con uno sviluppo sugli stati |\I/(C‘)), si sarebbe
arrivati in modosimile al seguenterisultatofinale:

U(0, +00)|®,) = |¥(7), (10.19)

dove

U(0,+00) = lim U (0,to). (10.20)

Anchequestorisultato,comequello nella(10.18),e puramentdormalee va inteso
esattamentealidosoloperi pacchettdi onde.In tal sens@anchenelsgguitoverranno
utilizzatii limiti (10.18)e (10.19).

Gli operatoriU (0, £o0), agendosu una soluzione|®,) del continuo per la
hamiltonianaimperturbataHy, produconole soluzioni |#{F) della hamiltoniana
perturbataH corrispondentalla stesseenegia. Gli operatoridi Mgller U (0, +00)
dunquefornisconole soluzioni delle equazionidi Lippmann—Schwinge(10.4) e
(10.5), stabilendaunaconnessionéra gli autostati®,) di Hy e gli autostati# )
di H appartenentillo stessautovaloredi enegia E, dellaporzionecontinuadello
spettro(fig. 10.1).

L'operatoredi evoluzionetemporalg10.1) e unitarioe agiscein tutto lo spazio
di Hilbert. Gli operatoridi Mgller operandnvecesolosustaticheappartengonalla
porzionecontinuadello spettrodi Hy. Dalle (10.18)e (10.19)si pud dedurreinfatti

U(0, 00) :]f D) (B, (10.21)

dacui appareavidentela restrizioneal sottospaziali enegia positiva. Similmentesi
possonaostruiregli operatori

010, %00) = Uroc,0) = I 120) (062, (1022)
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Gli operatoridi Mgller U (0, £00) sonounitari a sinistra se operanonel sot-
tospaziocorrispondentallo spettrocontinuodi Hy:

U'(0, F00)U(0, Foo) = U(F00, 0)U (0, Fo0)
= 2@ e

’

. fj 1B,)5(a — ¢)(®,|

= £ oo} (@i,

UT(0, Foo)U (0, Foo) = 1. (10.23)

Pertantdn questosottospazid'in versoasinistradi U (0, Foo) € UT(0, Fo0).
Invecegli operatoriU/ (0, F00) honsonounitari adestra:

cioé

U(0, Foo)U' (0, Foo) = U(0, Foo)U(F 00, 0)
= e

)

= ]5 [T)5(a — (T

= ]ﬁ T (),
a
cioé

U(0, Foo)UT(0,7F00) = 1 — Y [T, )(Ts]. (10.24)
b
L'unitarieth a destrae possibilesolose H nonpossiedestatilegati |¥;). In tal caso
gli operatoridi Mgller sonounitari e stabilisconaunacorrispondenzaiunivocatra
gli autostatidi H e quelli di Hy, tutti appartenentallo spettropuramentecontinuo.
In generalepe gli operatoridi Mgller non sonounitari, comee giusto,in quanto
devonotrasformareunostatoimperturbatdn unoperturbato.

Esecizio 10.1

Verificarela seguenterappresentazioneello spaziodelleposizionipergli operatori
di Mgller associata unaparticella:

(rlu(0, Foo)|r') = W/dkeik"'\ll(i)(r).

537



Processi d’urto

Eserizio 10.2

Alla luce dell'esercizio precedenteyerificare che nella rappresentaziondelle
posizionigli operatori(nonlocali) di Mgller sonooperatorintegrali.

Esecrizio 10.3
Verificarela seguentepropriet:
HU(0, Fo0) = U(0, F00)Hp.

[Suggerimentosifacciancmperareamboi membridell’equazionesuunostatoarbitrario,
sviluppandolcsullabase{|®,)}.]

Esecizio 10.4

Dimostrarechegli stati|#) soddisanoalle stessecondizionidi ortonormaliz-
zazionedegli stati|®,).

XII.11. La matrice di scattering

In unadescrizionaipendentelaltempail procesod’urto collegaunasituazione
del passatanfinitamenteremoto,in cui proiettile e bersagliononinteragisconoad
unasituazione corrispondentea un istanteinfinitamentelontanonel futuro, in cui
di nuovo mancal’interazionetrai prodottidel processdli diffusione. L'interazione
tra proiettile e bersagliorisulta efficacea tempifiniti: essae responsabilelellamo-
dificadello statoimperturbataniziale e dellasuatrasformazioneivelataa processo
avvenuto. In termini quantitatvi, pert — —oo, lo statodel sistemaproiettile—
bersaglioe descrittoda uno statodi tipo |®); siaesso|®;). L'evoluzionea tempi
finiti di tale statocoirvolgel'applicazionedi un operatorai Mgller: U (¢, —o0)|®;).
A tempi infinitamentelontani nel futuro, lo statodiventalU (+oo, —o0)|®;). Esso
deve,d’altraparte essereancoraunostatodi tipo |®). Ci sichiedela probabilitiche
essosiaperesempido stato|® ).

Perdefinizione 'ampiezzadi probabilitidi trovareil sistemanellostato|® ;) €

Spi = (U (+00, ~00)| ;). (111)

La (11.1) pud ancheessergiguardatacomel’elementodi matricetra gli stati|®;) e
|® ¢) di unoperatoreS cos definito:

Spi = (@f|5|2;), (112)
S= lm_Utto). (113)
0—>—00

t—+oo
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La matrice di scattering

La(11.3),introdottanel 1943daHeisenbey %!, & dettamatricedi scatteringo matrice
S. Essacontienetuttal'informazionerelativa al processolLa (11.2)nedefiniscegli

elementidi matricesulla basedegli statiimperturbati. D’altra partela definizione
(11.1) permettedi verificareche S¢; & strettamentdegataagli stati che descrvono
l'urto. Infatti, dalle(10.18)e(10.19)edalleproprietdegli operatoridi Mgller, segue

Sti = (@ 4|U(+00, —00)|®;)
= (®¢|U(+00,0)U(0, —00)|®;) (114)
= (3 ;|UT(0, +o0)U (0, —00)|®;)
= (U(0, +00)@|U (0, —0)@;),
cioe
Sfi = <‘I’§f_)|\1/§+)>' (1L3)

Un’altraformadellamatriceS e ottenibiledallaterzarigadella(11.4)edalleespres-
sioni(10.21)e (10.22)pergli operatoridi Mgller:

5= ]f YOO (@, (116)

In questdormavienemeglio sottolineatda relazionetra statiiniziali e finali imper
turbatichevengonacollegati dallamatriceS neldescrvereil processo.
La matriceS € unamatriceunitaria. Infatti &

SST = U(+oo, —o0)UT (+00, —0)
= U(+OO, O)U(O’ _OO)[U(+007 O)U(Oa _oo)]T
= U(+o0, 0)U(0, —c0)U (0, —c0)Ut (+00, 0)

= U(+00,0)[ L~ 3 [0,)(Ws]| U (00, 0),
b

dovesi e tenutocontodella(10.24);quindiperla (10.23)e conle espressionf10.21)
e (10.22)pergli operatoridi Mgller, si ha

§8" = U(+o00,0)U (0, +00) — Z U (+00, 0)|¥5){ %3 |U (0, +00)

=1 Z)ﬁ IRl AR A TR A]

I secondctermmee pem nullo perl'ortogonalit& tragli statidi tipo |¥;) e quelli di
tipo |&¢- ) Percd

21 W. Heisenbey: Die “beobactbarnGrossen”in der Theorieder Elementarteilben[Le “gr andezze
osservabili” nellateoria delle particelle elementari] Zeitschriftfur Physik120 (1943)513-538.

539



Processi d’urto

Sst=1.

Similmente

S8 = Ut (+o0, —00)U(+00, —00)
= [U(+o0, 0)U (0, —00)]T U (+00, 0)U (0, —c0)
= U'(0, —o0)UT (+00, 0)U (+00, 0)U (0, —00)
= U'(0, —00)U(0, +00)U (0, +00)U (0, —o0)

=U(—00,0)[ L= 3" |W,)(W/|U(0, ~o0)

b

= U(00,0)/(0, o) Z}S D) (T 20 (2,

e quindi

STs=1.

In definitivae dunque

S5t =515 =1. (117)

L'unitarieta della matriceS € importanteper la teoriaperclhe garantiscda conser
vazionedellaprobabilit totale. Indicatainfatti con

P =ISnf (118

la probabilitidi transizionedallo stato|®;) iniziale allo stato|® ) finale,in accordo
conla(11.1),siha

D Pip=) 185l
f f
=) S}iSti
f
= Z(ST)ifoia
f
cioe
> Py=1 (11.9)
f
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L’operatore di transizione

Tramite la (11.9), 'unitarieta della matrice S assicurala certezzacheil sistema,
inizialmentenello stato|:), autostatali Hy, allafine dell'azionedel potenzialel” si
ritrovi ancoranello stessapaziodi Hilbert, in unodei possibiliautostatidi Ho.

XII.12. L’operatore di transizione

L'espressiong¢ll1.5)perla matriceS puo essereielaboratan mododamettere
in evidenzail contributodellatransiziondrastatiiniziale efinale. Cio portaadefinire
unanuova matrice,la matricedi transizioneo matriceT, e a dimostrarel teorema
ottico nellasuapiu completageneralié. Dunque:

Spi = (T)|07)
= (TP[E) + (@) — v wl) (121)
=6 + (25 — wOEl).

Il primoterminedella(12.1)indicachetragli statipossibilial sistemanellontanofu-
turosi pud sempreconsiderar@ancheunostato|® s) checoincideconlo statoiniziale
|®;) e chequindi rappresentd fascioiniziale nondiffusoin presenzali bersaglio
indisturbato.Nel casodellateoriadelladiffusionedapotenzialedel paragrafoxil.1
cio corrispondeall’'onda pianaincidentee’*~. L'informazionefisicasul processali
diffusioneée percd contenutanel secondaerminedella (12.1), chesi puo valutare
ricorrendoall’equazionedi Lippmann—Schwingenellaforma (3.7):

1.
1 1
o) — vy = (a V- v| e
1 1 4
= (o,1v | - | e
Ef—fI+ze Ef_]f_% (12.2)
=(D,|V — i
< f‘ |:Ef—E'+Z'6 Ef—Ei—‘iC:|| l>
—2i€
] 7 —— |
< f‘ (E — E. )2 + 62| >
Nella (12.2)occorreprenderel limite pere — 0O, percui e utile la relazione
€
GI_)IT(L m 7T(5(LU), (12.3)
chederivadalla(A.54). Pertantda (12.2)diventa
(O — oDy = —2ris(E; — Ep)(®V]T). (12.4)

Corvieneintrodurrela matriceT' definitamediantd suoielementi:
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Processi d’urto

Ty = (D |V |0(7). (12.5)

In tal modola matriceS della(12.1)pud essereiespressan terminidi matriceT":

Sfi = 5fi — 27”'6(Ez — Ef)Tfi. (12.6)

Lapresenzaelladeltasull’enegiaindicachenellatransizioneda|®;) a|® ;) indotta
dalprocessal’urtol'energiatotalesi consena,anchesealtri numeriquanticipossono
cambiare.

Seperarrivarealla(12.6),invecedi operaresulbradella(12.1),sifossesostituito
allo stato| (") lo stato| ¥~y + (") — {7y, si sarebbegiunti alla definizione

Ty = (T|V @), (127)

eguialentealla (12.5).

Come per la matrice S, ancheper la matriceT' si possonoriesprimeregli
elementi(12.5)o (12.7)in termini di un operatore di transizionel’ checollegastati
imperturbati|®;) e |®):

Letreforme(12.5),(12.7)e(12.8)sonoformeequivalentichedefinisonogli elemetri
dellamatricecherappresentdioperatoredi transizioneT'. In particolarela (12.8)
mettein evidenzail significatofisico di ampiezzali transizionechesi puo attribuire
all'elementodi matriceT’;. Ma si puo anchealtrettantobenericavareun’equazione
chepermettedi definireT" in termini operatorialie nonsolomediante suoielementi
di matrice.Infatti, si partaadesempiadalla(12.5)e si usil’equazionedi Lippmann-
Schwingemellaforma(3.1):

Ty; = (04|V]T)

1
= (B|V|®;) + (B |V =——— V[T
1

= N+ S (*)
(@[VI8) + F (@11V180) o (BalVIE)

a

chepuo riscriversi

1
5=V ﬁavf E; — E, +ic (129)

Ma questae un’equaziondra elementidi matrice,cheequvaleall’equazioneopera-
toriale:

1
=V+V—"F—T.
T oy a4 (12.10)
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L’operatore di transizione

Introducendda funzionedi GreenGy peril casoimperturbatola (12.10)pud anche
porsinellaforma

T =V +VGT. (1211)

Sesi parteinvecedalla(12.7),si ottieneequivalentemente

T =V +TG,V. (12.12)

Si arrivaaunaterzaespressionperl'operatoredi transizion€el” utilizzandol’'equa-
zionedi Lippmann-Schwingenellaforma(3.7) e partendcad esempiadalla(12.5):

Ty = (D7 |V|T(7)

=(® D)+ (D —VI|®

e quindi

T=V+VGV, (12.13)

dove G elafunzionedi Greendel problemacompletodi H = Hy + V.

Letreequazion(12.11),(12.12)e (12.13)definiscond’operatoredi transizione
T apartiredal potenzialel” chestabilisce’interazionetra proiettile e bersaglio.La
(12.11)ela (12.12)coirnvolgonola funzionedi GreenGy peril casoimperturbato,
chespess@uod esseranota,masonoequazionimplicite perT. La (12.13)fornisce
direttamentel’, marichiedela conoscenzalella funzionedi GreenG del sistema
interagenteroiettile—bersagli@ quindiimplica gia la soluzionedel problemacom-
pleto. Sonopercd necessatinetodidi approssimazionperdeterminarel’, basatiin
generalesusviluppiperturbatvi. Seil potenziald/ e daritenersi‘piccolo”, al primo
ordinedi uno sviluppoperturbatvo in V' tutte e tre le equazioni(12.11),(12.12)e
(12.13)producond’approssimazione

T~V (1214)

cheequivaleall’approssimazionei Born del paragrafoxll.4.

Esecizio12.1

Per un urto puramenteelastico, verificare che con I'approssimaziong12.14)
I'elemento di matrice (12.8) coincide con quello che interviene nella sezioned'urto
(4.11)in approssimaziondi Born.
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Processi d’urto
XII1.13. Sezione d’urto e teorema ottico

Unavolta notala probabilita di transizionedallo statoiniziale allo statofinale
(11.8),peril calcolodellasezioned’urto del processmccorrecostruirela probabilit
di transizioneperunita di tempo:

d
wif = Eplf (131)

Nellavalutazionedi w; ¢ corvienefar intervenirel'operatorel” secondda (12.6):

d , * .
Wif = E [(5”0 - 27T’L(5(Ei - Ef)sz'> (5”0 - 27rz5(E,- - Ef)Tfi)] (13 2)
dr. . )
== [zdi (5 = Tpi) + 26(B; — Ef)\Tfi|2] 218(E; — Ey).
Il fattore
1 [
2mo(E; — Ey) = — / dt ! EimEnt/n (13.3)

checomparenellasecondaiga della (13.2) va valutatoper E; = Ef, acausadella
d;r edell'altradeltasull’enegia chemoltiplicanoi terminientroparentesguadrata.
Allora la derivatarispettoal tempodella(13.3)introducesolounfattore . ~*. Percd

siha

2 2
wif = — 0 IMTy; + 7(5(& — Ep)|Tyi (13.4)

h

Il primoterminecoinvolgela parteimmaginariadi T;;, cheel’elementodell’operatore
T tragli stessstati|®;) iniziale efinale: T;; pertantanonpud chedescrvereun urto

elastican avanti(f = 0). Peri 7 f sopravivesoloil seconddermineew; ¢ acquista
un’espressionehericordala regolad’oro (X1.4.18). Infatti per: #Z f la (13.4) pud

esser@iscrittasostituendda deltaconla densitidegli statifinali:

wig = 2 TPpE) 67 0) (135)

Pei la (13.5) & piu generaledella (X1.4.18), in quantoespressan termini dell’'o-
peratorel’ e non semplicementenediantegli elementidi matricedel potenzialedi
interazioneV. D’altra partela (XI.4.18) e stataottenutanella teoriadelle pertur
bazionidipendentdaltempolimitandosiaconsiderard primoordinedellosviluppo.
Anchequi, sesi adottal’approssimazion€l2.14),la (13.5)ricadeesattamentaella
regolad’oro e nell’approssimaziondi Born.

Notala probabilitxdi transiziongperunita di tempo,w; ¢, la sezioned'urto per
la transizionedallo stato|®;) allo stato|®¢), ¢ 7 f, si ottienedividendow; ¢ peril
flussoincidentehk; /m, m essendda massaidottadel sistemabersaglio-proiettile:
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Sezione d’urto e teorema ottico

Wi f 2mm
hki/m  h°k,

|T4ilp(E). (136)

Esecizio 13.1

Verificareche la (13.6) coincidecon la (4.11) se si adottal’approssimazionei
Born(12.14).

Il teoremaottico pud essereora dimostratoin tuttala suageneralid. La con-
senazionedella probabilita (11.9), collegataall’'unitarieta dellamatrice S, € anche
responsabilelel teoremaottico. Infatti, sesisommala (13.1)sututti i possibilistati
finali f e sitienepresentda (11.9),deveessere

d
Zwif:%ZPif:o. (13.7)
f f
Percd dalla(13.4)segue
2 2m 5 _
= Im T;; + — zf: |T4:|26(E; — Ef) =0. (13.8)
D’altra parte,perla (13.6)e
2mm
> oip =5 Y Tyl *p(E). (13.9)
f ki

Pertanto,dal confrontotra (13.8) e (13.9) e con la solita sostituzionedella delta
d’enegiaconla densitdegli stati,si ricava

ZUz‘f = Otot
f

2
= —2—m Im Tii-
hk;
Sesi riesprimel’ampiezzadi diffusioneelastica(2.29) coinvolgendol’'operatoreT’,
cioe

(13.10)

2
£0.9)= ~ 3= >3 T (1311)

si verificaimmediatamentehela forma(8.2) delteoremaottico perl’urto elasticoe
un casoparticolaredel teoremaottico (13.10). Indicandoallorain generalecon

12m
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Processi d’urto

I'ampiezzali reaziongperungenericqrocessaescrittadall’operatorali transizione
T, il teoremaottico hala seguenteespressiongenerale:

Otot — :;—ﬂ- Im Aii, (1313)

dove A;; rappresentiampiezzadi diffusioneelasticain avanti.

XII1.14. L’urto anelastico

Comeapplicazionalelle precedentconsiderazionvienequi discussain caso
particolaren cui unaparticellapuntiformeincide suun bersaglioconpossibiligradi
di liberta interni. In tal casola hamiltonianaimperturbataH, € sommadi due
contrikuti:

Ho=H, +H;. (14.1)

La hamiltonianaH,. corrispondell’enemgia cineticadel motorelativo proiettile-ber-
saglio:

h2k2
H,|k) = %m). (14.2)

La hamiltonianaH; descrieil motointernodel bersaglioe dipendedalle coordinate
interne,collettivamentandicateconé:

H;|do) = Eo|da)- (14.3)
Nello spaziodelle posizionigli autostatidi H,- e H; sono

1 ik-r

<r|k> = W@ y (144)
(€lPa) = ¢a(8)- (14.5)
Gli statiimperturbati,autostatidi Ho,

Ho|®) = E|3), (14.6)

sonocostruitimediantdl prodottodirettodi autostatidi H,. e H;:
@) = [¢a:ik), (14.7)

21.2

E=FEy,=FE,+ Ik (14.8)

2m
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L’urto anelastico

A secondadelle condizionial contornoriflessenel segno di ie, nello spaziodelle
posizionisi pud costruirela corrispondentéunzionedi Green,

GEIE e = (el 5. 1€, (149)

cheé fondamentalger cercarda soluzionedel problemadell’urto. Inserendmella
(14.9)opportunecompletezzeer spettralizzardidentita, si ricava
G§Ier'e)
— / . . 1 - L ! !
—Z/dk/dk (1€160: )i K - 95 KN G5 K E)

/ iker aﬂ‘s(k kl) n,—ik'-r’
(ZW)SZ/dk/qusa(f) o BN

cioé

ez‘k-(r—r )

GENEE) =3 a0 O [ Mg e (410

Si pud confrontarequestorisultatoconla (2.15) chesi riferiscea un bersaglio
puntiforme. See lecito considerare?y,, indipendentalall’indice o, comenel caso
di bersagliopuntiforme,la sommasu « € la relazionedi completezzeger gli stati

$a (£):
D $al©)eh(E) =8 - &). (14.11)

Allora le variabili ¢ diventanaridondantie la (14.10)ricadenella(2.15).
In analogiacon quantofattoal paragrafaXll.2, si pud eseuirel’integralesuk
nella(14.10)e ottenere

etiKa [r=r’|
(£) el ety —
Ggo (& r'e’) Z%(s)qb ) G P (1412)
dove K, e definitodallarelazione
h? 2 2 2 _2m
E — Eyo = — (K — k9, K = ?(E — FE,) > 0. (14.13)
m

Comenel paragrafoXll.2, agrandir siottienel’andamentasintotico
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Processi d’urto

° ~ kst (14.14)

dove
Ky = Koo (14.15)
T

Quandosi accendd’interazioneV tra proiettile e bersaglio gli autostatidella
hamiltonianaotale H = Hy + V' si devono ottenereda un’equazionali Lippmann-
Schwingerdel tipo (3.1). Nello spaziodelle posizioniinteressalunquela seguente

funzione:

<rf|m i)
= / dr’ / de'GOre; e e | v ety

=3 [k [ [ agGQ e e iguik uikiVI T,

Sostituendde (14.12),(14.4)e (14.5),siha

1 *)
o
1 2m eifalr=r'l 1 .
a7z 2 %e© [ i e [ ke eivIE)

(14.16)

Peril calcolo delllampiezzadi diffusione occorrel’'andamentodella (14.16) per
grandir. Utilizzandoallorale (14.14)e (14.15),la (14.16)diventa

1
re) =V [
" w1

'LK r
L 2m RINGES

2
x [aremiker [ ek (g kvITd)
(2r)3/2 o :

)2 (o ke [VIT).

1 2mz¢a

La (14.17)pud porsinellaforma

(14.17)
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L’effetto fotoelettrico

(e VB~ 3 AD g 0), (14.18)
E; — Hy+ie ' ° — Ty
dove si e definital’ampiezzadi diffusione
AR =— Zh—”;”(&r)sf X kg VIT1). (14.19)
Risulta
@ = —% zh—T;”Tﬁ, (14.20)

in accordoconla (13.12).
Unavoltanotal’ampiezzadi diffusione la sezioned'urto si ottienedividendoil
flussouscentenell’angolosolidodf?,

240,

hk
45

peril flussoincidentehk;/m. Percd

2

_Fkf a2
e quindi
doif _  m? kr
dQ - (2xh2)2 ki

La (14.21) e in accordocon la (13.6) e rispettail teoremaottico, come si pud
verificare,tenendopresenteche nell'angolosolido d2 la densit degli statifinali &
dp = mhkg/(2m h)3dQ comenella(4.13).

T4 |2 (14.21)

XII.15. L’effetto fotoelettrico

Il formalismofin qui sviluppatoperi processid’urto & applicabilea qualunque
tipo di proiettile,indipendentemental fattochein sensalassicqpossaconsiderarsi
unaparticellaoppureun’onda.In particolarej processoriginati dall'interazionetra
radiazioneelettromagnetic@ materia,gia trattati nel’ambito della teoriadelle per
turbazionidipendentidaltemponel capitoloXl, possonaesserestudiativalutandone
la sezioned'urto secondde linee espostan questocapitolo. Comeesempiasi puo
considerargeffettofotoelettrico,cioé quelprocessan cuil’urto delfotoneproiettile
avvieneconun elettronein uno statolegatoatomicoe risulta nell’assorbimentalel
fotone stesso:la suaenegia viene totalmentecedutaall’elettrone che puo essere
espulsadall’atomolasciandoldonizzato.
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Processi d’urto

Il calcolodellasezioned’'urto perl’emissionedell’elettrone,in accordoconle
considerazionswlte nel paragrafoXI1.13, richiedeil rapportotra la probabilit di
transizioneper unita di tempoe il flussoincidente. La probabilita di assorbimento
di unfotoneperunita di tempoeé statavalutatanella (XI.6.17); qui vieneritrascritta
ricorrendoalla densit degli statifinali per I'elettrone,di impulsopy = hky, chesi
immaginadi rivelarenell’angolosolido d€2:

Arr2e? K. 2 mhkg
dw, = 1 n(w) [(f|e* e pli)| Wd . (15.1)
Il flussoincidentee n(w)c, percuila sezioned'urto risulta
do _ 1 duw,
dQ  nw)e dQ
2 (15.2)
_ C Ky

ik- W12
= 2mec|<f|€1 r¢E-V|z)| .
Lo statofinale | f) appartienello spettrocontinuodella hamiltonianaatomica. Si
puod supporrechel’enemiadel fotone hw siasufficientementenaggioredell’enegia
di ionizzazione; del’atomo,cheperun atomoidrogenoide ¢; = Z2me?*/21?, eq.
(V.8.17),in modochel’enemia cineticadell’elettroneemesssiamolto maggioredi
€;-

h2k2 72 Z2met
f_ me me
— = — 15.3
om YT o 7 an? (123)
cioé
Qa
kry > 1, (15.4)

dovea = hz/mez eil raggiodi Bohr. Tuttavia I'energia delfotonenondeve neppure
esserdroppograndedadivenireconfrontabileconla massariposodell’elettronee
introdurreeffetti relatvistici che qui sonoignorati. In questecondizioninellarap-
presentaziondelle posizionisi pud approssimaralloralo statofinaledell’elettrone
conun’ondapiana,

(rlfy=e™s". (15.5)

Perlo statoiniziale |¢) siassumejuilo statocorrispondentel livello piu bassadi un
atomoidrogenoide]a cosiddettashell K,

3/2
(ri) = % (§> e Zrla, (15.6)

Allora I'elementodi matrice che comparenella (15.2) si puo valutareintegrando
dapprimaperparti:
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L’effetto fotoelettrico

3/2
iker N\ — 1 g / i(k—kg)-r —Zr/a
(fle™"e V|’L>—\/7_r - dre e-Ve

3/2
= —} <g> i€ - kf/dl’ etk—ks)r g=2r/a
™\ a

dove si étenutocontochel’onda eletromagneticé tras\ersalege - k = 0. L'integrale
si pud oraesguireconmetodielementari:

/dr ei(k—kf)-r e—Zr/a - 87T(Z/a)
[(Z/a)? +¢?)?
dove
q=k—ky (15.7)

e il momentarasferitodal fotoneall’elettrone. Conquestirisultati la sezioned'urto
diventa

do _ 32¢%k; zZ\° 1
dQ " mwe (e ks’ (Z) [(Z/a)? +q2}4' (158)

Sesi indica con @ I'angolo di emissionedell’elettronerispettoalla direzionedel
fotoneincidente cioe 'angolotrak; e k nel pianodi reazioneg con ¢ I'angolo tra
il pianodi polarizzazionendividuatodak e e eil pianodi reazioneindividuatodak
e kf, siha

¢* = k* + k% — 2kk cosb, (15.9)

(€ ky)? = k5 sinf 9 cos’ ¢. (15.10)
Inoltre nelle condizionidella(15.3)si pud assumeréiw ~ hzk)%/Zm, percui

hk?
=2~ L =1pg, (15.11)

c  2mc
dove 8 = hk¢/mc =vs/c < 1. Percd, perla(15.4)eall’'ordine 3,
(Z/a)* + ¢* ~ k(1 — Bcosh).

Quindi, mediandosulla polarizzazionedel fotone incidente, cioé sull’angolo ¢
[(1/2n) foz’r cos ¢ = 3], lasezioned'urto risultainfine

do ho1(Z\° @ sirt
= =1ea—— (Z) 7 15.12
dQ mw k3 (a) (1 — Bcosh)*’ ( )
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Processi d’urto

dove si € messan evidenzala costantedi strutturafine « = €2/ he.

La sezioned'urto risulta massimgper 'emissionedi fotoelettroniin direzione
perpendicolare quelladi incidenzadei fotoni (0 = %w, ¢ = 0), parallelamentalla
direzionedel vettoreelettrico del campoelettromagnetico.ll terminedipendente
da# neldenominatorgorovocaun piccolo spostamentdel piccodi emissionenella
direzionein avantirispettoal fasciodi fotoni, cheaumentacol cresceralellavelocit@a
degli elettroni. Si presentanoltre unacrescitadella sezioned'urto secondoZ® e
unarapidadiminuzionecomewk? ~ w3 al crescerelell’'enegiadeifotoni. Queste
caratteristichgpermangon@anchen unatrattazionepiu raffinatain cuilo statofinale
siacalcolatoesattamente si tengacontodi effetti relativistici.

XII.16. Proprieta di simmetria e matrice di transizione

Le proprietr di simmetriadella hamiltonianaHy e del potenzialeV hanno
importanti consguenzesulla strutturadella matricedi transizionee dannoorigine
a semplificazionidi calcolo perla sezioned'urto. Sealla simmetriadi Hy e V &
associatain operatoreunitarioU, percui

UHoU'=H,, UVU' =V, (16.1)

dalla(12.11)o dalla (12.13) segue immediatamentehe anchel’operatoredi tran-
sizioneT godedellastessaimmetria:

UTU =T. (16.2)
Percd sesiindicanocon
®;) =U|®;), |®}) =U|Ps) (16.3)

gli statitrasformatisecondd’ degli statiiniziali e finali di un problemad’urto, per
gli elementidellamatricedi transizionesi ottiene

(9% |T|®;) = (D |UTTU|®;)
=(3;|UTUTUU|®,),
cioe
(% |T|®;) = (Df|T| D). (16.4)

Peresempionelcasodell’urto elasticogli statiiniziale |k) efinale|k’) possono
essereetichettaticol valore dei vettori d’'ondaincidentek e uscentek’, rispettiva-
mente.Sela simmetriae la paritae U e 'operatoredi parit@a P, gli statitrasformati
corrispondentsono| — k) e| — k’). Allora la simmetriaimpone
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Proprieta di simmetria e matrice di transizione

(=K T| — K) = (K'|T'K). (16.5)

Cio significachel’ampiezzadi transizionehalo stessovaloreperil processaliretto
k — Kk’ e perquelloin cui tutti gli impulsi sonoinvertiti.

Nel metododello sviluppoin ondeparziali, utilizzato al paragrafaXIl.5 perla
costruzionelell’ampiezzali diffusioneelastican presenzai potenziald” invariante
perrotazioni,la simmetriasfericadel problemasi riflette nell'indipendenzalal nu-
meroquanticom deisingolicontrikuti relativi alle varieondeparzialil nel’ampiezza
di diffusione(5.14). 1 coeficienti S; nonsonoaltrochegli elementi(diagonali)della
matriceS sullabasesfericachetienecontodellasimmetriadel problema.

Simmetriedella hamiltonianaassociatea operatoriunitari implicanola possi-
bilitadi costruireuninsiemecompletodi autostatsimultaneidellahamiltoniana dei
generatordelle operazionidi simmetria.Suquestabasedi autostatallorala matrice
T e anchela matrice S risultanodiagonali. Nel casodella simmetriadi rotazione,
percuiil momentcangolareeommutaconla hamiltonianagcomeautostatsimultanei
di H e del momentoangolaresi possonaallora scegliere gli stati {|nim)} sucui
renderadiagonalianchel” e S. Questoe appuntaquantoe statofattoconlo sviluppo
in ondeparzialinel paragrafoXIl.5.

Importanticonsguenzesullamatricedi transizionesonoancheprodottequando
Hy e V sonoinvarianti per inversionetemporale. Dato che I'operatoredi inver-
sionetemporale7 € antiunitario(cfr. eq. (VI1.7.10)), nella(12.11)o nella(12.13)
I'inversionetemporalgprovocaun cambiamentali segnoneltermineie checompare
nellafunzionedi Green percui

TTTt=T". (16.6)

Questaproprieta permettedi collegaregli elementidella matricedi transizioneper
un processaliretto,

Tye = <(I)b|T|(I)a>a (167)
congli elementidellamatricedi transizioneperil processanverso,
T5 = (Ta|T[s), (16.8)

dove

|6a> = T|(I)a)a |6b> = T|cI)b> (16.9)

sonogli stati ottenuti per inversionetemporaledagli stati |®,) e |®;). Infatti,
scagliendo

|¢a> = T|(I)a>a |¢b> = ‘cI)b>

e quindi
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Processi d’urto

[9a) = TT|®a) =T TT 'T|®a) = T[®y),
‘Eb> = |6b>7

si ottiene,graziealla (VI.7.11),

T.5 = Tha- (16.10)

Analogarelazionesussistéra gli elementidellamatricesS:

S5 = Spa- (16.11)

La probabilia perunita di tempodi un processaheportadallo stato|®,) allo stato
|®;) eproporzionalal moduloquadratalellamatricedi transizionél,, , moltiplicato
perla densia degli statifinali p(E;,). Allora la (16.10)implicala relazione

Thal _ [T
o) p(Ba)’

notacometeoremadi reciprocita, checollegala probabilita perla transizionediretta
con quelladellatransizioneinversatemporalmente Le due probabilita coincidono
sele densitdegli statifinali peri dueprocesssonole stesse.

Sela hamiltoniana anchenvarianteperinversionespaziale|'operazionecon-
giuntadi inversionespazialee di inversionetemporalelasciainalteratigli impulsi,
macambiadi segnole coordinateei momentiangolari.In sistemiprivi di spinallora
il modulodegli elementidi matricedellatransizionex — b edellatransizionanversa
b — a sonogli stessipercuivalel’'uguaglianza

(16.12)

Toal — Tap|
p(Ep)  p(Ea)’

(16.13)

notacomebilancio dettagliato.

Esecizio 16.1

Verificarela validita del bilancio dettagliatoper I'urto elasticoprovocatoda un
potenzialénvarianteperoperaziondli parit.

Eserizio 16.2
Verificarechenell’approssimaziondi Bornvaleil bilanciodettagliato.
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