
XII. PROCESSID’URTO

Una delle procedurepiù utili per ottenereinformazioni sulla dinamicadi un
sistemafisico è quelladi sollecitarloconunasondaesterna,adesempioun fasciodi
particelle(o onde)cheincidonosul bersagliocostituitodal sistemain esame.La ri-
velazionedelleparticelle(o onde),diffusenellediversedirezionidopoaverinteragito
con il sistemaallo studio,nedefiniscela risposta.Nel capitoloprecedentesi è già
affrontatoquestoproblemanel casoparticolaredell’interazioneradiazione–materia,
dovela radiazionepotevaesseretrattatain modosemiclassico.Ma in generaleanche
la descrizionedel proiettile deve esserequantistica:questàe un’esigenzachedeve
esseresoddisfattapropriodaquelleparticellechedenuncianounaspettoondulatorio,
comegli elettronie le altreparticelledel mondoatomicoe subatomico.

La descrizionedell’interazionetra proiettile e bersagliodeve dunquericorrere
all’equazionedi Schr̈odingere deveesserein gradodi riprodurrel’urto elastico,per
il qualela distribuzioneangolaredelleparticellediffuseforniscein primaapprossi-
mazioneunamappadelpotenzialedi interazionetraproiettileebersaglio.Ma l’urto
può essereancheanelasticoe provocarereazionicheportanoa unostatofinalecon
dei prodottidiversidal proiettilee dal bersaglio.Il formalismosviluppatoin questo
capitoloèadatto,in lineadi principio,perstudiaretuttequestepossibilit̀aeriprodurre
la situazionesperimentaleraffiguratain fig. 1.1.

Dopola definizionedellequantit̀anecessarieperunconfrontoconl’esperienza,
la teoriasi sviluppaprincipalmentenel casodell’urto elastico,esaminandometodi
di approssimazioneutili. Incidentalmente,fu proprio l’applicazionedell’equazione
di Schr̈odingeral casodi un processod’urto chepermisea Max Born 1 di intuire la
correttainterpretazionedellafunzioned’ondain terminidi ampiezzadi probabilit̀ae
di stabilireancheunodeicriteripiù efficaciperun’utileapprossimazionenelrisolvere
il problemad’urto.

1 Cfr. n. 18p. 109.
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L’approfondimentodi aspettipiù formali della teoriaportaa stabilireunacon-

nessionetragli statiimperturbatidelproiettileedelbersagliononinteragentiequelli
cheli descrivonoin interazione.Questaconnessionepermettedi definirelamatricedi
scattering2, o matrice � , checontienein generalel’informazionefisicasul processo
e checonsentedi estenderela trattazioneal casopiù generale.����������� ��!#"%$'&)(�!+*-, .�/�0�&

Lo sperimentatore,cheutilizza il dispositivo raffiguratoin fig. 1.1perlo studio
di uncertoprocesso1 , conle suemisureaccedealle seguentiquantit̀a:2 ( 1 ) = numerototaledi eventi 1 , registrati attraversoil conteggio del rivelatore,

taratoin mododaselezionaresolole particellein arrivo chehannoparteci-
patoal processo1 ,3

= numerodelle particelle incidenti, misuratoin pratica dal catturatoredi
fasciopostoalle spalledelbersaglio,4 = numerodi centri diffusori del bersaglioper unità di superficieofferta
all’arrivo del fascioincidente.

Fig. 1.1.Schemadelladisposizionesperimentaleperla diffusionedi particelle.

Conquestiingredienti,lo sperimentatorepuò costruireil rapporto5 ( 1 ) =
2 ( 1 )3 476 (1 8 1)

che, tenendoconto delle definizioni e riferendonumeratoree denominatoredella
(1.1)all’unità di tempoe al singolocentrodiffusore,può esserecos̀ı interpretato:5 ( 1 ) =

numerototaledi eventi 9 perunitàdi tempoe percentrodiffusore

numerodi particelleincidentiperunità di tempoeperunitàdi superficie
8 (1 8 2)

2 È ormaientratonell’usocorrenteil nomedi gergoscatteringperindicareil processod’urto; letteralmente
scatteringsignificadiffusione.
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La (1.2) ha le dimensionidi unasuperficie:la superficie,di area5 ( 1 ), rappresenta
la sezioneoffertadal bersaglioal fascioincidenteresponsabiledei processidi tipo1 . Percìo 5 ( 1 ) vienedettasezioned’urto totaleper l’evento 1 e usualmenteviene
misuratain sottomultiplidi barn: 1barn= 10B 28m2.

Qualoraladisposizionesperimentaledelrivelatore,invecedi abbracciarel’intero
angolosolidodi 4C , siasensibilesoloa unaporzioneDFE , si può definirela sezione
d’urto differenziale:D 5DGE =

numerodi eventi perunitàdi angolosolido3 4
=

numerodi eventi perunitàdi tempoe percentrodiffusorenell’unità di angolosolido

numerodi particelleincidentiperunità di tempoeperunitàdi superficie
8
(1 8 3)

Lasezioned’urtodifferenzialèelegatadunquealladistribuzioneangolaredeiprodotti
di reazioneedàin generaleun’informazionepiùdettagliatadellasezioned’urtototale.
Naturalmentesi ha 5 =

H DFE D 5DFE 8 (1 8 4)

La definizione(1.2) e la secondariga della (1.3) indicanocheil datosperimentale,
ottenutoapartiredallemolteparticelledelfascioedelbersaglio, puòesserericondotto
alla singolainterazioneelementaretra unaparticelladel fascioe unaparticelladel
bersagliocheagiscedacentrodiffusoreper il processo.Nel sistemadi riferimento
del laboratoriosi hala situazionedellafig. 1.2.

Fig. 1.2.La diffusionedi particellenel sistemadel laboratorio.

Un processod’urto può esserealloradescrittoin termini quantisticiinvocando
la hamiltonianaIKJ associataalledueparticelledi massa2 1 e 2 2, interagenticonun
potenzialeL (r), dover = r1 M r2 è il vettoreposizionedellaparticella1 relativamente
alla particella2:
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I J = N 2

1

22 1
+ N 2

2

22 2
+ L (r) 8 (1 8 5)

Fig. 1.3.L’urto di dueparticellenel sistemadel loro centrodi massa.

Nel sistemadel laboratorio,il problemaagli autovalori per la hamiltoniana(1.5) è
un problemaa duecorpi che,comesi è fattonel paragrafoX.1, vienesemplificato
passandoal sistemadi riferimentodel centrodi massa(fig. 1.3). In tal modo la
hamiltoniana(1.5) può riscriversi comesommadi un terminechedescrive il moto
libero del centrodi massae di un terminechedescrive il moto di unaparticelladi
massaridotta 2 ,

12 =
12

1
+

12
2
6 (1 8 6)

in presenzadel potenzialeL (r): I J = IPO�Q + I 6 (1 8 7)

IRO
Q = S 2

2(2 1 + 2 2) 6 (1 8 8)

I = N 2

22 + L (r) 8 (1 8 9)

L’informazionefisicasulladinamicadelsistemaproiettile-bersagliòecontenutanella
hamiltonianaI delmotorelativo e il problemaaduecorpi si spezza,comenel caso
classico,nel moto libero del centrodi massa(ched’ora innanzisar̀a ignorato)e nel
problemadi una sola particella(di massaridotta 2 ). A secondadella forma del
potenzialeL (r), l’equazioneagli autovalori perla hamiltoniana(1.9)può ammettere
anchesoluzioniaenergianegativacorrispondentiastatilegati chesi stabilisconotra
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proiettilee bersaglio.Per̀o in generaletaleequazionehasempresoluzionia energia
positiva ( TUWV 2) chedescrivonostatinon legati appartenentiallo spettrocontinuodiI .

Si escluder̀a nel seguito il casodi un potenzialea lungoraggiod’azionequale
il potenzialecoulombiano,peril qualeperaltroèpossibiletrovarela soluzioneesatta
del problemaagli autovalori a energie positive in termini di serie ipergeometrica
confluente,comes’è visto per l’atomo di idrogeno(paragrafoV.8). Pertantonella
(1.9)verr̀aadottatal’ipotesiX L (r) Y 0 per

X Y[Z 6 (1 8 10)

corrispondenteal fattochel’interazionetra proiettilee bersaglioè confinataaduna
regionedellospazioin prossimit̀adelbersagliostesso,cos̀ı cheleparticelleemergenti
dopol’urto, contatedal rivelatore,vi arrivino praticamenteconmotolibero.

Esercizio 1.1

Verificarela bont̀adell’ipotesi(1.10)nelcasodell’urto nucleone–nucleone(cfr. eq.
(X.9.12)).

Limitandola trattazioneperil momentoal casodell’urto elastico, nellaricerca
delle soluzioni dell’equazioneagli autovalori per la (1.9), che nello spaziodelle
posizioniè un’equazionedifferenziale,occorrefissarele condizionial contorno. È
opportunoimporrechela soluzionea energia positiva si comportia grandidistanze
X

nelmodoseguente3: \
(r) ]_^a`�bac + d ( e 6gf )

^ `hbaiX 8 (1 8 11)

La (1.11) riflette la situazionesperimentaledi un fasciodi particelleincidenti (de-
scritteda un’ondapiana ^ `hbac chesi propagalungo l’asse j ) e di particellediffuse
dopol’urto in tutte le direzioni(descrittedaun’ondasferica ^ `hb%iak X , modulatadaun
coefficienteangolared ( e 6gf )). Ciò si può verificarecalcolandola densit̀adi corrente
(III.3.25),

j = Mml -n22 (

\pogq qq \ M \rq qq \po ) 6 (1 8 12)

associataa ciascunodei duetermini in (1.11)e ricordandol’interpretazionedataad
essanel paragrafoIV.2 in connessionecon lo spettrocontinuo(cfr. eq. (IV.2.87)).
Allora ^ `hbac corrispondea un flusso s = -n�t k 2 di particellechesi muovono nella
direzionepositivadell’assej convelocit̀acostantes 4. Il flussoassociatoal secondo

3 Questocomportamentoasintoticodellafunzioned’ondaperi processid’urto èstatopropostodaM. Born
nei lavori citati alla n. 18p. 109.
4 Senella(1.11)si fossenormalizzatala funzionein accordoconle prescrizionidelparagrafoIV.2, l’onda
pianaincidente(2u ) v 3 w 2 x#y{z�| corrisponderebbea un flussodi (2u ) v 3 } particelle. La normalizzazione
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terminedella (1.11) e relativo a un angolosolido DGE attornoalla direzione( e 6gf )
prescelta,̀e ottenibiledalladensit̀adi corrente,�

= M l -n22�� d
o
( e 6gf )

^�B `hb%iX DD Xp� d ( e 6gf )
^ `�b%iX�� M d ( e 6gf )

^ `hb%iX DD X�� d
o
( e 6gf )

^)B `hb%iX ���
=

-n�t2 1
X

2 � d ( e 6gf ) � 2 6
cioè �

= s 1
X

2 � d ( e 6gf ) � 2 8 (1 8 13)

Il flussocheattraversala superficie

X
2 DGE è pertanto� X 2 DFE = s � d ( e 6gf ) � 2 DGE (1 8 14)

e rappresentail numerodi particelleche attraversanotale superficienell’unità di
tempo.Dividendodunquela (1.14)per il flussos di particelleincidenti,si recupera
esattamentela definizione(1.3)di sezioned’urto differenzialesecondolo sperimen-
tatore.Pertantòe D 5DGE = � d ( e 6gf ) � 2 8 (1 8 15)

La (1.15)fornisceil legamefondamentaletra la misurasperimentalee la descrizione
del processod’urto nella teoria quantisticanon relativistica basatasull’equazione
di Schr̈odinger. L’ingredientefondamentaledella teoria è costituito dunquedalla
quantit̀a d ( e 6gf ), che viene detta ampiezzadi diffusione5. Trovate le soluzioni
dell’equazioneagli autovalori per la hamiltonianadel problemad’urto (a energie
positive),soluzionichedevonocomportarsiasintoticamentecomela (1.11),il modu-
lo quadratodell’ampiezzadi diffusione d ( e 6gf ) produceimmediatamentela sezione
d’urto differenziale. Naturalmentela sezioned’urto totalesi ottienepoi per inte-
grazionesull’angolosolido,comenella(1.4).���g�g�@�����+�����

Nelladerivazionedella(1.15)si sonoconsideratiseparatamenteil flussoincidente
equellodiffusorelativi aunafunzioned’ondaconil comportamentoasintotico(1.11). Il
procedimentòe legittimo perangoli ���= 0, per i quali può esserea priori evidentechea
grandidistanzedalcentrodiffusorenonci sianocontributi apprezzabilid’interferenzatra
l’onda incidentelungo la direzione� e l’onda diffusaa un angolo ���= 0. Può restareil
dubbiochel’interferenzasiaefficaceadangoli � molto piccoli. Il dubbiopuò esserequi
risolto,calcolandoesplicitamentetuttele componentidelladensit̀adi corrente(1.12)per
l’intera � (r) checomparenella(1.11)edimostrandochetaleinterferenzàetrascurabile6.

globaledella(1.11)èper̀o inessenzialenelcalcolodellasezioned’urto, cheèunrapportotraflussodiffuso
e flussoincidente(cfr. la derivazionedellasuccessiva eq. (1.15)).
5 Nel gergo correntel’ampiezzadi diffusionevienespessoindicatacomeampiezzadi scattering.
6 Siegfried Flügge:PracticalQuantumMechanics, Springer, Berlino,1971,vol. 1, p. 208.
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Utilizzandocoordinatepolari, il gradientehacomponenti(EsercizioIII.7.1):���

= ����~  �¢¡
=

1� �� �   �¢£
=

1� sin � ��¥¤�¦ (1 ¦ 16)

Corrispondentemente,le componentidelladensit̀adi correntesono:§ �
=

-¨�©ª « cos� + ¬ ­~¬ 2� 2 ®
+

-

2̈ª°¯ ­ [
© � (1 + cos� ) + ± ] ² y{z ( � v | )� 2

+ ­�³ [ © � (1 + cos� ) ´µ± ] ² v y{z ( � v | )� 2 ¶   (1 ¦ 17)

§ ¡
= ´ -¨F©ª sin �´ ± -¨

2ª°¯¸· � ­� � ´µ± © � ­ sin �A¹µ² y{z ( � v | )� 2
´ « � ­ ³� � + ± © � ­ ³ sin � ® ² v y{z ( � v | )� 2 ¶´ ± -¨

2ª 1� 3 « � ­� � ­ ³ ´ ­ � ­ ³� � ®   (1 ¦ 18)§ £
= ´ ± -¨

2ª 1� 2 sin � « � ­�¥¤ ² yºz ( � v | ) ´ � ­ ³�¥¤ ² v yºz ( � v | ) ®´ ± -¨
2ª 1� 3 sin � « � ­�¥¤ ­ ³ ´ ­ � ­ ³�¥¤ ® ¦ (1 ¦ 19)

Nella (1.19)è �»�= 0, altrimentiper � = 0 risulta ­ indipendenteda ¤ e
§ £

= 0.
A grandidistanze,�½¼�¾ , i termini in � v 3 presentiin

§ ¡
e
§ £

diventanotrascurabili
rispettoaglialtri. Inoltre,peravereun’intensit̀afinitadelfasciodi particellerivelatein una
certadirezione( �   ¤ ), occorredisporredi un rivelatorechenecessariamentesottendeun
angolosolido ¿aÀ finito, perquantopiccolopossaessere.Ciò comportaun’integrazione
della densit̀a di correntesull’angolo solido di accettanzadel rivelatore. Allora tutti i
termini checontengonoi fattori oscillanti exp[ Á�± © ( � ´Â� )] = exp[ Á�± © � (1 ´ cos� )] si
integranoazeroper �½¼°¾ . Le (1.17)– (1.19)percìo si riduconoalla formaÃÄÄÄÅ ÄÄÄÆ § � =

-¨�©ªÇ· cos� + ¬ ­~¬ 2� 2
¹  § ¡

= ´ -¨�©ª sin �  § £
= 0  

(1 ¦ 20)

in cui nonc’è più tracciadei termini di interferenzatra ondaincidentee ondadiffusa. Il
contributo dell’ondadiffusain

§ �
coincideconla (1.13). Gli altri contributi in

§ �
e in

§ ¡
sonole componenti� e � dellacorrenteassociataall’ondapianaincidente.

In questosensoil procedimentoper giungerealla definizionedellasezioned’urto
differenziale(1.15) è legittimo. Tuttavia va tenutopresenteche il flussodi particelle
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diffuse in tutte le direzioni dello spazio,diverseda quella in avanti lungo il fascio
incidente,è accompagnatoda unadiminuzionedi flussoin avanti. Questaè provocata
dall’interferenzadistruttiva, anchesepiccola, tra le ondeincidenti e le ondediffuse in
avanti. È proprio graziea questainterferenzachevienegarantitala conservazionedel
flussototalee la validità del teoremaottico (cfr. paragrafoXII.8).

�������hÈG�½ÉÊ.G(�"�$Ë&�(�!+*)$rÌ�/#!#!%(W!¸Í)Î Ï�$�!#"#"�Í�*�$@*)$ Ð½.GÑ?$'&)(�!
Il problemadi basedella teoria dell’urto è il calcolo dell’ampiezzadi diffu-

sionecheintervienenella condizioneasintotica(1.11). Non sempretale problema
è esattamenterisolubile. Qui vienepresentatoun metodogeneraledi risoluzione
dell’equazioneagli autovalori che permettedi inglobareautomaticamentele con-
dizioni al contornodesiderate.

Siadatala hamiltoniana I = I 0 + L (2 8 1)

e si suppongadi conoscerele soluzioniper I 0,I 0 �ÓÒ�ÔÖÕ = × Ô-�ÓÒ�ÔÖÕ 6 (2 8 2)

dove 4 è un indice che caratterizzail complessodi numeri quantici necessariper
distinguerele soluzioni,mentre × Ô in generaleappartieneallo spettrocontinuodiI 0. L’equazioneagli autovalori per I ,

( × M I 0) �
\
Õ = L �

\
Õ 6 (2 8 3)

nellarappresentazionedelleposizioniè un’equazionedifferenzialecheva corredata
conla condizioneal contorno(1.11).Peringlobareautomaticamentetalecondizione,
è convenienteintrodurrel’operatoreØ

0 Ù 1× M I 0
6 (2 8 4)

talechesia Ø
0( × M I 0) = ( × M I 0)

Ø
0 = 11 8 (2 8 5)

L’operatore

Ø
0, impropriamentechiamatospessofunzionedi Green7, è perfetta-

mentedefinitodallaconoscenzadellesueautofunzionie dei suoiautovalori. Le sue
autofunzionicoincidonoconquelledella(2.2). Infatti, si ha

7 Ú
0 è un operatore indicato dai matematicicome risolvente, in quantopermettela risoluzionedella

(2.3) (cfr. le successive eq. (2.20)e (2.24)),mavienespessoindicato(soprattuttodai fisici) conil nome
improprio di funzionedi Greenassociataalla (2.2). Spessoi fisici usanoancheil nomedi propagatore,
perch́epermettedi trovarela soluzionefondamentaledell’equazionedi Schr̈odinger(cfr. paragrafoVII.2).
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( × M I 0) �ÓÒ Ô Õ = ( × M × Ô ) �ÓÒ Ô Õ 6

dacui, moltiplicandoamboi membriper

Ø
0, si ottieneØ

0( × M I 0) �ÓÒ Ô Õ = �ÓÒ Ô Õ
= ( × M × Ô ) Ø 0 �ÓÒ Ô Õ 6

cioè Ø
0 �ÓÒ�ÔÖÕ =

1× M × Ô �ÓÒ�ÔÖÕ 8 (2 8 6)

Viceversasi può mostrarein modoanalogochele autofunzionidi

Ø
0 sonoautofun-

zioni anchedi I 0.
Dunquel’operatore

Ø
0 hala seguenterisoluzionespettrale:Ø

0 = ã Ô �ÓÒ Ô Õ 1× M × Ôåä Ò Ô � 8 (2 8 7)

L’operatore

Ø
0 dipendedal parametro× , che per̀o non può essereassegnatoad

arbitrio. Infatti, quandonella(2.6)o nella(2.7)si verificacheè × = × Ô , si presenta
un polo e la definizionedell’operatore

Ø
0 perdedi significato,a menodi assegnare

qualchecriterio peraggirarela singolarit̀a.���g�g�@������æç���
In questoesempiovienecostruitala funzionedi Greenper la particellalibera.

Siadunquedatala hamiltonianadellaparticellalibera,è
0 = é 2

2ª   (2 ¦ 8)

di cui sononoti autostati¬ k ê eautovalorië z =
-¨ 2 © 2

2ª ¦ (2 ¦ 9)

Nella rappresentazionedelleposizionigli autostatisonoondepiane,ì
r ¬ k ê =

1
(2í )3 w 2 ² y k î r (2 ¦ 10)

e la funzionedi Greenèdefinitamediantela matricecherappresental’operatore(2.4):ï
0(r   r ð ) ñ ì r ¬ 1

ë ´ è 0 ¬ r ð ê ¦ (2 ¦ 11)

La matricenondiagonale
ï

0(r   r ð ) indicache
ï

0 nellarappresentazionedelleposizioni
è in generalenon locale, in quantodipendeda r e r ð simultaneamente.La (2.11)può
riscriversi
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ï

0(r   r ð ) =

Hóò
k

Hôò
k ð ì r ¬ k ê ì k ¬ 1

ë ´ è 0 ¬ k ð ê ì k ð ¬ r ð ê
=

1
(2í )3

H ò
k

H ò
k ð ² y k î r ì k ¬ 1

ë ´ è 0 ¬ k ð ê ² v y k õ�î r õ
=

1
(2í )3

H ò
k

H ò
k ð ² y k î r 1

ë ´ ë z ² v y k õ�î r õ ¿ (k ´ k ð )  
dacui si ottienela risoluzionespettraleper

ï
0:ï

0(r   r ð ) =
1

(2í )3

Hôò
k ² y k î (r v r õ )ë ´ ë z ¦ (2 ¦ 12)

Si verificasubitoche
ï

0(r   r ð ) soddisfaall’equazione

(

ë ´ è 0)
ï

0(r   r ð ) =
1

(2í )3

H ò
k ² y k î (r v r õ )

= ¿ (r ´ r ð )   (2 ¦ 13)

checorrispondealla (2.5) riscrittanello spaziodelleposizioni,analogamentealla (2.12)
chetrascrive la (2.7)nellarappresentazionedelleposizioni(cfr. ancheEsercizioVII.2.5).

Nella(2.12)l’integrazionesu
©

= ¬ k ¬ nonèimmediatamentepossibileperlapresenza
di poli nell’integrando.Infatti, tenendopresentecheanche

ë
hala stessaforma(2.9)di

ë z echiamando
© ð la variabiledi integrazione,la (2.12)diventaï

0(r   r ð ) =
1

(2í )3

2ª
-¨ 2

H ò
k ð�² y k õ î (r v r õ )©

2 ´ © ð 2   (2 ¦ 14)

chepresentaappuntozeri del denominatorein corrispondenzadi
© ð = Á © .

Si possonoevitare le divergenzenell’integrazione(2.14)adottantoperesempiola
seguenteprescrizione:ï

0(r   r ð ) = limö�÷ 0+

1
(2í )3

2ª
-¨ 2

Hóò
k ð ² y k õ î (r v r õ )©

2 ´ © ð 2 + ±'ø   (2 ¦ 15)

dove ø è unaquantit̀apositivadafar tendereazerodopoavereeseguito l’integrazione.Il
suoeffetto è quello di spostarele singolarit̀a dell’integrandonel pianocomplessodi

© ð
fuori dall’assereale: © ð = Árù © 2 + ±�øûúüÁ · © +

±�ø
2
© + ý ( ø 2) ¹   (2 ¦ 16)

con
©ÿþ

0. In tal modol’integrale(2.15) è regolaree può essereeseguito. Integrando
dapprimasugli angolipolari di k ð si ottiene
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0(r   r ð )
= limö�÷ 0+

1
(2í )3

2ª
-¨ 2 2í H��

0

ò © ð © ð 2 1©
2 ´ © ð 2 + ±'ø ² yºz õ � r v r õ � ´ ² v y{z õ � r v r õ �± © ð ¬ r ´ r ð ¬

= limö�÷ 0+

1
(2í )3

2ª
-¨ 2

2í± ¬ r ´ r ð ¬ H �
0

ò © ð © ð©
2 ´ © ð 2 + ±�ø · ² y{z õ � r v r õ � ´ ² v y{z õ � r v r õ � ¹

= limö�÷ 0+

1
(2í )3

2ª
-¨ 2

2í± ¬ r ´ r ð ¬ H��v � ò © ð © ð ² y{z õ � r v r õ �©
2 ´ © ð 2 + ±'ø ¦

(2 ¦ 17)

Graziealla (2.16) l’integrale su
© ð si può ora eseguire nel piano complessodi

© ð =©
1 + ± © 2,

©
2
þ

0. Aggiungendoall’integralesull’asserealedi
© ð l’integralelungo una

semicirconferenzadi raggio infinito nel semipiano
©

2
þ

0, nulla cambiain quantoil
fattore ² y{z�õ � r v r õ � = ² y{z 1 � r v r õ � v z 2 � r v r õ �

Fig. 2.1.Il pianocomplessodi k ð e le singolarit̀adellafunzionedi Green.

smorzaa zeroil contributo lungo la semicirconferenzadi centro ý e raggio
©

2 ¼ + ¾
(fig. 2.1). Si può cos̀ı valutarel’integralenella (2.17)utilizzandoil teoremadi Cauchy
applicatoal residuodelpolo � 1:H �v � ò © ð © ð ² y{z õ � r v r õ �©

2 ´ © ð 2 + ±'ø =

�óò © ð © ð ² y{z õ � r v r õ �©
2 ´ © ð 2 + ±'ø

= 2í�±%² y�� z 2+ y ö � r v r õ �´ 2 ù © 2 + ±�ø ù © 2 + ±'ø
= ´ í�± ² y � z 2+ y ö � r v r õ � ¦

Pertantola (2.17)diventaï
0(r   r ð ) = limö�÷ 0+

1
(2í )3

2ª
-¨ 2

2í± ¬ r ´ r ð ¬ ( ´ íÖ± ) ² y�� z 2+ y ö � r v r õ �  
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0(r   r ð ) = ´ 2ª
-¨ 2 ² y{z � r v r õ �

4í ¬ r ´ r ð ¬ ¦ (2 ¦ 18)

Il risultato(2.18)semplificala strutturanon localedella funzionedi Green,cheappare
funzionedi ¬ r ´ r ð ¬ solamente,e non di (r   r ð ). Di conseguenza

ï
0 è invarianteper

traslazionedel sistemadi riferimento, in accordocol fatto che si sta descrivendouna
particellalibera. Inoltre,

ï
0 risultaancheinvarianteperrotazioni.

Sesi fosseadottatala prescrizione(2.15)con ø	� 0, all’integrale(2.17)avrebbe
contribuito il polo � 2 conil risultatoseguente:ï

0(r   r ð ) = ´ 2ª
-¨ 2 ² v y{z � r v r õ �

4í ¬ r ´ r ð ¬ ¦ (2 ¦ 19)

La soluzionegeneraledella (2.3) può scriversicomesommadi duecontributi.
Uno è datoda un integraleparticolaredell’equazionedifferenzialecompleta(2.3)
chepuò porsinellaforma

1× M I 0
L �
\
Õ =

Ø
0 L �

\
Õ ;

l’altro contributoprovienedallasoluzionegeneraledell’equazionedifferenzialeomo-
geneacorrispondente,cioè della(2.2),chesi può indicarecon �ÓÒ½Õ . Pertantola (2.3)
hacomesoluzionegenerale �

\
Õ = �ÓÒ½Õ +

Ø
0 L �

\
Õ 8 (2 8 20)

La (2.20) è solo una soluzioneformale per la �
\
Õ . Tradotta nella rappresen-

tazionedelleposizioni,la (2.20)è piuttostola trasformazionein equazioneintegrale
dell’equazionedifferenzialecorrispondentealla (2.3). Si riscriva infatti la (2.20)
nellarappresentazionedelleposizioni,

ä r �
\
Õ = ä r �ÓÒ½Õ +

H D r J H D r J J ä r � 1× M I 0
� r J Õ ä r J � L � r J J Õ ä r J J �

\
Õ 6 (2 8 21)

e si tengapresentecheil potenzialeL è in generelocale,cioè

ä r J � L � r J J Õ = L (r J ) 
 (r J M r J J ) 8 (2 8 22)

Allora, posti

ä r �
\
Õ Ù

\
(r) 6 ä r �ÓÒ½Õ Ù Ò (r) 6 (2 8 23)

la (2.21)diventa \
(r) = Ò (r) +

H D r J Ø 0(r 6 r J ) L (r J ) \ (r J ) 8 (2 8 24)
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Simultaneamenteper̀o, nelloscriverela (2.20)(o la (2.24)),la necessit̀adi definireil
mododi aggirarele eventualisingolarit̀a della funzionedi Greenpermettedi tenere
conto delle condizioni al contorno. Ciò si può verificarenel prossimoEsempio,
fruendodei risultati ottenutinell’Esempio2.1.���g�g�@������æç�{æ

La prescrizione(2.15)per
ï

0 ha prodottoil risultato(2.18). Facendotendere�½¼°¾ si ha ¬ r ´ r ð ¬ = ( � 2 ´ 2r � r ð + � ð 2)1 w 2
= � « 1 ´ 2r � r ð� 2

+ � ð 2� 2 ® 1 w 2
= �
� 1 ´ r � r ð� 2

+ ý « � ð 2� 2 ®�� ¦
Siccomeil potenziale� (r) haraggiod’azionelimitato, nell’integralesur ð nella(2.24)si
possonotrascurarei contributi ý ( � ð 2 � � 2). Pertanto� (r) ´ ¼� ÷ ��� (r) ´ ² y{z �� 1

4í 2ª
-¨ 2

H ò
r ð ² v y k �aî r õ � (r ð ) � (r ð )   (2 ¦ 25)

dovesi è posto

k
�

=
© r� ¦ (2 ¦ 26)

La (2.25),conla scelta � (r) = ² y{z#|   (2 ¦ 27)

ha proprio la struttura(1.11) corrispondentealle condizionial contornodesideratenel
problemad’urto, cioèdi ondapianaincidente(2.27)più un’ondasfericauscente,² y{z � � � ,
modulataconil fattoreangolare,­ ( �   ¤ ) = ´ 1

4í 2ª
-¨ 2

Hôò
r ð ² v y k �aî r õ � (r ð ) � (r ð )   (2 ¦ 28)

cherappresental’ampiezzadi diffusione.
La (2.18) corrispondea imporrealla soluzioneparticolare(2.3) la condizioneal

contornodi ondasfericauscente.Sesi fossescelto ø�� 0 nellaprescrizione(2.15)con
il conseguenterisultato(2.19),nella (2.25)sarebbecomparsainveceun’ondaentrante,
chepureè unasoluzioneaccettabilematematicamente,ma corrispondentea condizioni
al contornoqui noninteressanti.

La (2.28) risolve formalmenteil problemadell’urto elasticopermettendoil
calcolodellasezioned’urto. Restaapertoil problemadi ottenerela

\
(r) pertutti gli

r, unavoltanoto L (r). Comunquela strutturadell’ampiezzadi diffusione(2.28)è,a
partefattori numerici,quelladi un elementodi matricedel potenzialedi interazione
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tra proiettile e bersaglio. Tale elementodi matriceè calcolatotra il ket �

\
Õ che

descrive lo statodiffuso

\
(r) con comportamentoasintotico(1.11) e il bra ä Ò b � �relativo allo statolibero ^ ` k ��� r:d ( e 6gf ) = M 1

4C 22
-n 2 ä Ò b � � L �

\
Õ 8 (2 8 29)

La forma dell’ampiezzadi diffusionequi ottenutanel casodell’urto elasticoè più
generalee facilmenteestendibileancheal casodi processianelastici(v. oltre al
paragrafoXII.14.). � �������F�����%.¥ÍA"%$'&)(�!¸*�$��û$ ÏFÏ�ÎPÍ)(¥( ���"!�#%$ $�(%&F!�/

Il metodobasatosulla funzionedi Greenespostoal paragrafoprecedenteper-
mettedi ottenereformalmentele soluzionidell’equazioneagli autovalori (2.3)nella
forma (2.20). D’altra partenella definizionedella funzionedi Greenun ruolo es-
senzialerivestonole condizionial contornocon cui si vuole risolverela (2.3). Da
un puntodi vistamatematico,sonougualmenteaccettabilicondizionial contornodi
ondasfericauscenteoppureentrante:l’unica differenzaformalestanelmodoconcui
si spostanole singolarit̀anelpianocomplessodi × neldefinirela (2.7). A secondadi
qualecondizionesi sceglie, l’insiemedegli autostatidi I appartenentialla porzione
continuadel suospettroè costituitodastatidi tipo

�
\

( ' )( Õ = �ÓÒ ( Õ +
1× ( M I 0 ) l+* L �

\
( ' )( Õ 8 (3 8 1)

Le opportunecondizioni al contornodi onda sferica uscente(+) o entrante( M )
sonoautomaticamentegarantitedal segnodi * , comesi può verificareriscrivendola
(3.1)nellarappresentazionedelleposizionietenendopresentele considerazionifatte
nell’Esempio2.1.

È da rilevare che la strutturadella (3.1) è la stessadi quella prevista dallo
sviluppoperturbativo di Brillouin–Wigner, eq. (VIII.5.8), di cui la (3.1) costituisce
l’estensionealla partecontinuadellospettrodi I .

La (3.1) vieneindicatacomeequazionedi Lippmann–Schwinger 8. Essapuò
esseretrasformatain unaformaequivalente,ricorrendoalla seguenteidentit̀a opera-
toriale:

1, M 1- =
1- (

- M ,
)

1, 8 (3 8 2)

Ponendo

8 B. LippmanneJ.S.Schwinger:Variational Principlesfor ScatteringProcesses.I. [Principi variazionali
per i processid’urto. I.] , PhysicalReview 79 (1950)469–480.
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= × M I 0 ) l+* 6 -

= × M I ) l+* 6 (3 8 3)

dalla(3.2)segue

1× M I 0 ) l+* =
1× M I ) l+* +

1× M I ) l+* ( M L )
1× M I 0 ) l+* 8 (3 8 4)

Inoltre,perla (3.1),è

1× ( M I ) l+* L 1× ( M I 0 ) l+* L �
\

( ' )( Õ =
1× ( M I ) l1* L � �

\
( ' )( Õ M �ÓÒ ( Õ � 8 (3 8 5)

Applicandoallorala (3.4)allo stato L �
\

( ' )( Õ e tenendopresentela (3.5),si ha

1× ( M I 0 ) l+* L �
\

( ' )( Õ =
1× ( M I ) l+* L �ÓÒ ( Õ 6 (3 8 6)

chepermettedi riscriverela (3.1)nellaformaesplicita�
\

( ' )( Õ = �ÓÒ ( Õ +
1× ( M I ) l1* L �ÓÒ ( Õ 8 (3 8 7)

La (3.7) forniscele soluzionidel problemad’urto partendodalla situazioneimper-
turbatae facendointervenirela funzionedi GreenØ

=
1× M I 6 (3 8 8)

relativaallahamiltonianacompletaI , anzich́ela funzionedi Green

Ø
0 checompare

nell’equazioneimplicita (3.1). Naturalmentela (3.7)equivalealla(3.1)ele difficoltà
di risoluzionedel problemarestanoinalterate. Tuttavia l’equazionedi Lippmann-
Schwinger(3.1)nellaforma(3.7)può essereutile in applicazionie,comunque,tutte
le volte chesiapossibilecostruireesplicitamente

Ø
.� �����32���4�Ï�Ï /�&çÑ#Ñ?$�ÎPÍ "�$Ë&�(�!¸*)$65r&)/�(

Gli ingredientifondamentalinel calcolo dell’ampiezzadi diffusione(2.28) o
(2.29)sonotre: l’onda incidente,in generaleun’ondapiana;il potenzialedi inter-
azionetra proiettile e bersaglio,chenon sempreè noto; la funzione

\
cherisolve

il problemaagli autovalori per la hamiltonianacompleta(2.1) e cheintervienenel
calcolodell’ampiezzadi diffusionecon tutti i suoi valori al variaredella posizione
relativa proiettile–bersaglio.La determinazionedellafunzione

\
è dunquel’aspetto

più difficile e allo stessotempocruciale. D’altra partel’ipotesi di un potenzialea
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cortoraggiod’azionesemplificail calcolodell’integrale(2.28)in quantoesalta,della
funzione

\
, la partea corte distanzedall’origine del potenziale. Il fatto poi che

l’ampiezzadi diffusionedipendadalla funzione

\
solo attraversoun’integrazione

suggeriscel’idea cheancheunafunzioneapprossimatapossafornire un accettabile
valoredell’integrale.

In realt̀a si può tentarela valutazionedella (2.28)o della (2.29)conun proce-
dimentodi tipo iterativo, simile a quelloadottatoal paragrafoXI.3 nellarisoluzione
del problemadelle perturbazionidipendentidal tempo,partendoda una funzione
approssimatadaun’ondapiana: \

(r) 7_^ ` k � r 8 (4 8 1)

Ciò equivaleadassumerechel’azionedel potenzialeL (r) è in primaapprossi-
mazionepiccola,taledarenderetrascurabilela distorsioneprovocatasull’ondapiana
incidente. La misuradi quantopiccoladebbaesserequestaazionesi ottienecon-
frontandola normadelcontributodi diffusionenella(2.24)conla normadi Ò (r), che
per l’onda pianaè ugualea uno. Inserendola (2.18)e la (4.1) nella (2.24),si deve
dunqueavere

22
4C -n 2 88888

H D r J ^ `hb:9 r B r õ 9� r M r J � L (r J ) ^ ` k � r õ 88888 ; 1 8 (4 8 2)

Allora, sesi può accettarela condizione(4.1), l’ampiezzadi diffusione(2.28)
vienescrittanell’approssimazionedi Born 9d=< ( e 6gf ) = M 22

4C -n 2

H D r ^ ` q � r L (r) 6 (4 8 3)

dove

q = k M k i (4 8 4)

rappresentail momentotrasferitodalproiettilealbersaglio.Nelcasodell’urtoelastico
qui consideratòe >

2 = 4
t 2 sin2 e

2
8 (4 8 5)

La (4.3) mostrache nell’approssimazionedi Born l’ampiezzadi diffusione
fornisce una mappadel potenzialeattraverso la sua trasformatadi Fourier: una
conoscenzadelladistribuzioneangolarepertutti i valori di q permetterebbel’inv er-
sionedi Fourierequindi la determinazionedi L (r).

Perprecisarei limiti di validità dell’approssimazionedi Born è utile ricordare
cheil potenzialeL (r) è efficaceentroun raggio

X ] ? D . Scegliendor = 0, si esalta

9 Anchequellachevieneoggi indicatacomeapprossimazionedi Born, fu dalui propostanei lavori citati
alla n. 18p. 109.
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il contributo di L (r) nell’integrale. Se

t Dµ] 1, gli esponenzialinella (4.2) variano
lentamentenellaregionein cui L (r) contribuisceall’integraleepossonoessereritenuti
costantinell’integrazione.Percìo la (4.2)diventa

22
4C -n 2 88888

H D r J ^ `hb@9 r B r õ 9� r M r J � L (r J ) ^a` k � r õ 88888 7 22
-n 2 8888 1

4C H D r J L (r J )X J 8888 ; 1 6 (4 8 6)

cioè

22
-n 2 D 2 L ;

1 6 (4 8 7)

dovesi è definitala quantit̀a L Ù 1
4CÊD 2 8888

H D r L (r)
X 8888 (4 8 8)

comeunasortadi valor mediodel potenzialenella sferadi raggio D . Alla lucedel
principio di indeterminazionela quantit̀a

-n 2

22 D 2
7 × (4 8 9)

rappresental’energia cineticadi unaparticellain unaregionedi dimensionilineari D
(cfr. EsempioIV.6.1). Percìo la (4.7) implica×BA L 6 (4 8 10)

cioè l’energia cineticadel proiettile relativamenteal bersagliodeve esseregrande
rispettoall’interazionereciprocamedia.L’approssimazionedi Bornèdunqueun’ap-
prossimazionedi alta energia.

Esercizio 4.1

Definita la quantit̀a ´ C = 1� © , che,a parteun fattore2í , rappresentala lunghezza
d’ondadelproiettilenel suomotorispettoal bersaglio,qualè l’ordine di grandezzadi ´ C
perch́e siavalidal’approssimazionedi Born?

Esercizio 4.2

Stabilirei limiti di validitàdell’approssimazionedi Bornperil potenzialeasimme-
tria sferica � ( � ) = � ´D� 0   �FE ò ,0   � þ ò .
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Comunquel’approssimazionedi Born è applicabilein concretocon successo

ancheconvincoli menorestrittivi della(4.10). Infatti, comes’èdetto,èun’approssi-
mazionedello stessotipo usatonellateoriadelleperturbazionidipendentidal tempo
al primoordine.Anzi, la sezioned’urto differenzialein approssimazionedi Born,D 5DFE = � d=< ( e 6gf ) � 2 =

2 2

(2C -n 2)2 888
H D r ^ ` q � r L (r) 888 2 6 (4 8 11)

è ottenibileutilizzandola regola d’oro. Si calcoli infatti la probabilit̀a per unità di
tempoal primoordineperla transizionedallostato � k Õ , corrispondenteall’ondapiana
iniziale di vettored’ondak, allo stato � k J Õ di ondapianafinaledi vettored’ondak J ,
con � k � = � k J � , q = k M k J : D@G =

2C
-n � ä k J � L � k Õa� 2 D@HÖ8 (4 8 12)

Nella (4.12)taleprobabilit̀a di transizionèe valutataperunadensit̀adegli statifinaliD@H riferita all’unità di volumee per impulsi finali k J diretti nell’angolosolido DGE .
Secondola (XI.4.21),dopoavereseguito l’integrazionesull’energia, risulta:D@H =

1
(2C -n )3

2 N DFE 6 (4 8 13)

dove N = -n�t (= -nÖt J ). Pertantola sezioned’urto differenzialesi ottieneriferendola
(4.12)all’angolo solido DGE e dividendoper il flussodi particelleincidenti, N k 2 =
-n�t k 2 : D 5DGE =

1N k 2 D@GDGE =
2 2

(2C -n 2)2 � ä k J � L � k Õ%� 2 8 (4 8 14)

Esplicitandol’elemento di matrice di L nella rappresentazionedelle posizioni,
l’espressione(4.14)è identicaalla (4.11) 10.���g�g�@�����JIG���

Si consideriun potenzialeasimmetriasferica: � (r) ñK� ( � ). In tal casoèì
k ð ¬ � ¬ k ê =

H ò
r ² y q î r � (r)

= 4í H �
0

ò � � 2 � ( � ) sin L �L � ¦ (4 ¦ 15)

Si assumainoltre la seguenteespressioneesplicitadi � ( � ):� ( � ) = M 1 M 2 ² 2� ² v � w � 0   (4 ¦ 16)

10 Coerentementeconl’ipotesi di flussoincidentepari a NPORQ , gli stati S k T nella(4.14)sononormalizzati
in mododacorrisponderealle ondepiane x#y k î r nellarappresentazionedelleposizioni.
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chepuò rappresentareil potenzialecoulombianotra dueparticelledi carica M 1 ² , M 2 ² ,
rispettivamente,con un’azionedi smorzamentoa distanzedell’ordine di � 0. Cos̀ı il
potenziale(4.16)soddisfaalla condizionedi applicabilit̀a (1.10)dellapresenteteoriadei
processid’urto. Il potenzialecoulombianoschermato(4.16)si riducea quelloordinario
nellimite � 0 ¼�¾ . A unpotenzialeconquestotipodi dipendenzada � siarrivanellateoria
di Yukawa delle forzenucleari,secondola qualel’interazionetra duenucleoniavviene
con lo scambiodi un mesone.In tale teoria, � 0 = -¨ � ª
U , dove ª è la massadel pione
scambiato.Il raggiod’azionedelpotenzialèedunquetantopiù piccolo,quantomaggiore
è la massadelbosonescambiato:perunpionecarico,la cui massàe ª
U 2 = 139¦ 57MeV,
risulta � 0 ú 1 ¦ 5 V 10v 15 m = 1 ¦ 5 fm, mentreper i bosoni W e M 0 si harispettivamenteª
U 2 ú 80GeV e ªXU 2 ú 91 GeV,cui corrisponde� 0 ú 2 V 10v 3 fm.

Allora col potenziale(4.16)la (4.15)diventaH ò
r ² y q î r � (r) =

4í M 1 M 2 ² 2L 2 + � v 2
0

´ ¼� 0 ÷ � 4í M 1 M 2 ² 2L 2 ¦ (4 ¦ 17)

Il risultato(4.17)può essereconsideratola trasformatadi Fourierdelpotenzialecoulom-
biano,chepervianormalenonèpossibilericavareacausadellasuadivergenzain � = 0 11.
Adottandol’espressione(4.17)nel calcolodellasezioned’urto differenziale,si ottiene:òZYò À =

� ª M 1 M 2 ² 2

2-¨ 2 © 2 sin2 � � 2 � 2   (4 ¦ 18)

Questorisultatoè noto comeformula di Rutherford, in quantogià ottenutoin unatrat-
tazioneclassicadaRutherfordnell’interpretarei risultatidelladiffusionedi particelle[ 12.
È da rilevarechel’approssimazionedi Born forniscein questocasoun risultatoesatto.
La (4.18)èfortementepiccatain avanti ( � = 0),mapossiedevalori nontrascurabilianche
a grandi angoli ( � þ\ 1

2 í ). Questofatto indusseRutherforda supporreche gli atomi
abbianoun nucleocentralechealleparticelle [ incidentiapparepuntiformerispettoalle
dimensionidell’intero atomo. Seil bersagliofosseunasferaconcaricauniformemente
distribuita, sarebbeimpeditala diffusionea grandiangoli,comenel modelloatomicodi
J.J.Thomson,in cui elettronieprotonispazianonellostessovolume.Conl’ipotesi di un
nucleoatomicoconcentrato,responsabiledelladiffusione,edi elettroniesterni,semplici
spettatoriinerti, si ottieneinvecela (4.18)cheriproducei dati sperimentalidi Geigere
Marsden13.

11 G. Wentzel:ZweiBemerkungenüberdieZerstreuungkorpuskularer StrahlenalsBeugungerscheinung
[Due osservazionisulla diffusionedi raggi corpuscolaricomefenomenodi diffrazione], Zeitschrift für
Physik40 (1926)590–593.

12 E. Rutherford:loc. cit. (cfr. n. 15p. 64).

13 H. GeigereE. Marsden:loc. cit. (cfr. n. 15p. 64);Thelawsof deflectionof 9 -particlesthroughlarge
angles[Le leggi della deflessionedi particelle 9 a grandi angoli], PhilosophicalMagazine25 (1913)
604–623.
J.J.Thomson:loc. cit. (cfr. n. 14 p. 64).
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Nel casodi potenzialeasimmetriasfericail calcolodell’ampiezzadi diffusione

(2.28) o (2.29) può esseresviluppatosenzaapprossimazionicon il metododello
sviluppo in ondeparziali. Essoconsistenello svilupparela funzioned’ondasulla
basedellesoluzionidell’equazioneagli autovalori chesianoancheautofunzionidel
momentoangolare.

Perl’onda pianavalein generalelo sviluppo(V.6.8),^�` k � r = 4C ãcb Q l b � b ( t X ) d b Q ( e 6gf ) d ob Q ( 1 6fe ) 6 (5 8 1)

dove ( e 6gf ) sonogli angoli polari di r, ( 1 6fe ) quelli di k e
� b

(
t X

) è unafunzionedi
Besselsferica, � b

( g ) = ( M )

b g b · Dg D:g ¹ b sin gg 6 (5 8 2)

chepossiedei seguentiandamentiasintotici(cfr. EsempioB.2):� b
( g ) ] g b

(2h + 1)!! 6 g ; h 6 (5 8 3)� b
( g ) ] 1g sin( g M 1

2 h'C ) 6 giAjh�8 (5 8 4)

Peril sistemadi riferimentoscelto,con j paralleloa k, 1 = 0, si had b Q (0 6fe ) = k 2h + 1
4C 
aQ 0 8 (5 8 5)

Siccome d b 0( e 6gf ) = k 2h + 1
4C S b (cose ) 6 (5 8 6)

si può riscriverela (5.1)nellaforma^�`hbac = lã b
=0 l b (2h + 1)

� b
(
t X

) S b (cose ) 8 (5 8 7)

Seil potenzialèeasimmetriasferica,ancheperla soluzionedelproblemad’urto
si può utilizzareunosviluppoin ondeparzialidel tipo (5.7):\

(r) =
1t X lã0b l b (2h + 1)m b ( X ) S b (cose ) 6 (5 8 8)
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dove m b ( X ) k t X è la parteradialedella funzione

\
(r). La funzione m b ( X ) soddisfa

all’equazioneradialedell’equazionedi Schr̈odingerstazionaria(V.5.12),� D 2D X 2 M h ( h + 1)
X

2
+
t 2

� m b ( X ) =
22
-n 2 L (

X
) m b ( X ) 6 (5 8 9)

in cui l’autovalore di energia × = -n 2 t 2 k 22 è positivo. Naturalmenteoccorre
imporre alla funzione radiale condizioni di regolarit̀a all’origine. Per potenzialiL (

X
) ] 1k X 1+t , ciò comportacheper

X Y 0 sia m b ( X ) ] X b +1 equindim b (0) = 0 8 (5 8 10)

Per̀o per conoscerel’ampiezzadi diffusione non è necessariorisolvere la (5.9):
bastaconoscerel’andamentoasintoticodella m b ( X ) a grandi

X
. Questosi può ot-

tenerericonoscendoche m b ( X ) k t X deve ridursi a
� b

(
t X

) per L (

X
) Ù 0. Pergrandi

X
l’andamentoasintotico(5.4)dellafunzionedi Besselsferica,� b

(
t X

) ] 1t X sin(
t X M 1

2 h�C )

= l2
t X¢� ^ B ` ( bai B b3u@v 2) M ^�` ( b%i B b3u@v 2)

� 6 (5 8 11)

risultasommadi uncontributodi ondasfericaentranteedi unodi ondasfericauscente.
Nel passaggiodal casolibero al casodell’urto l’effetto del potenzialesi traducein
unavariazionedi flussouscente.Percìo l’onda sfericauscentevienemodificatadal
potenzialeattraversoun fattore � b , in generalecomplesso,mentrel’onda entrante
risultainalterata:

1t X m b ( X ) ] l2
t X � ^ B ` ( b%i B bwu@v 2) M � b ^ ` ( b%i B b3u@v 2)

� 8 (5 8 12)

La (5.12)può ancheriscriversinellaforma

1t X m b ( X ) ] 1t X sin(
t X M 1

2 h�C ) + l2t ( M l ) b (1 M � b ) ^ `hb%iX 6 (5 8 13)

chemettemeglio in evidenzala modificaintrodottadal potenzialerispettoal caso
libero. Infatti, il primo terminedella (5.13)è il contributo asintoticoh -esimo(5.11)
all’ondapianaincidente,mentreil secondoterminerappresentail contributo h -esimo
all’ampiezzadi diffusione.Si hadunqued ( e 6gf ) Ù d ( e )

= l2t lã b
=0

(2h + 1)(1 M � b ) S b (cose ) 8 (5 8 14)

Ladipendenzada f scomparenell’ampiezzadi diffusioneperlaparticolaresimmetria
cilindrica attornoall’assej impostadallecondizionisperimentali:fascioincidente
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nella direzione j con un potenzialeche è ancheinvarianteper rotazioni intorno
all’assej .

Sel’urto è puramenteelastico,c’è conservazionedi flusso,percui � � b � = 1. Si
può alloraporre � b = ^ 2`�x1y 6 (5 8 15)� b M 1 = 2l ^ `�x+y sin 
 b 8 (5 8 16)

Inoltre dalla(5.12)conla (5.15)si ottienem b ( X ) ] ^ `�x1y sin(
t X M 1

2 h'C + 
 b ) 8 (5 8 17)

La (5.17)indicachela presenzadelpotenzialecheprovocal’urto puramenteelastico
ha l’effetto di introdurrenell’onda parziale h -esimauno sfasamento
 b rispettoal
casolibero (5.11). Talesfasamento
 b dipendedal potenziale,mail suocalcolonon
richiedeesplicitamentela risoluzionedella(5.9)pertutti gli

X
.

Conla (5.15),l’ampiezzadi diffusione(5.14)si riscrivein terminidi sfasamenti:d ( e ) =
1t lã b

=0

(2h + 1)̂a`�x1y sin 
 b S b (cose ) 8 (5 8 18)

La sezioned’urto differenzialediventaD 5DGE = � d ( e ) � 2
=

1t
2
ã b ã b õ (2h + 1)(2h J + 1)z cos( 
 b M 
 b õ ) sin 
 b sin 
 b õ S b (cose ) S b õ (cose ) 8 (5 8 19)

Ricordandol’ortogonalit̀a tra i polinomidi Legendre,H DFE S b (cose ) S b õ (cose ) =
4C

2h + 1

 b{b õ 6 (5 8 20)

si può ricavarel’espressionedellasezioned’urto totale:5 =
H DGE D 5DGE =

4Ct
2 lã b

=0

(2h + 1)sin2 
 b 8 (5 8 21)

Alla sezioned’urto totaleogniondaportail contributo indipendente5 b = 4C M | 2
(2h + 1)sin2 
 b

= C M | 2
(2h + 1) � 1 M � b � 2 6 (5 8 22)
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dove M | = 1k t è, a parteun fattore2C , la lunghezzad’onda delle particelleche
subisconol’urto elasticonel motorelativo. Il fattore(2h + 1) nella(5.22)tieneconto
della molteplicit̀a associataall’onda h -esima( � 2 ��� h ) e il fattore C M | 2

rappresenta
l’area del cerchiodi raggio M | , cioè l’area della sezioneofferta dal bersaglioalla
radiazioneincidentedi lunghezzad’onda | = 2C M | . Quindilasezioned’urtototaleper
l’urto elasticoè datadallasezionedel bersaglioesploratadallaradiazioneincidente,C M | 2

, ridottaperun fattorechetienecontodegli sfasamenticausatidal potenzialedi
interazionetraproiettileebersaglionellevarieondeparziali. Datoche,perla (5.15),
al variaredell’energia alla qualeavvienel’urto elastico,gli sfasamenti
 b varianotra
0 e C (modulo C ), il massimodi 5 b si ottienequando
 b = C k 2. In tali condizioni,il
contributo h -esimoall’ampiezzadi diffusione(5.18)èpuramenteimmaginario.�������^�����¸!a0
!�/�Î»$�(�ÍA"%$'&)(�!¸*F!�&:_ $ Ñ��%ÍçÑ�Í)ÎR!�(Ö0'$~Ï¥!�/�_<, .�/�0�&ÿ!�_ºÍ�Ñ?0'$�!#&

Perunpotenzialeasimmetriasfericail metododelleondeparzialièesattoenel
casodi urtoelasticohail pregio di fornire la sezioned’urto in termini di sfasamenti,
senzail bisognodi determinarela funzioned’ondain tutti i puntidellospazio.D’altra
partelasuautilit àpraticarisiedenellapossibilit̀adi farintervenireunnumerofinito di
ondeparziali,possibilmentebasso,enellacapacit̀aulterioredi calcolaredirettamente
gli sfasamenti.

Unalimitazionesul numerodi ondeparzialinecessariepuò esserericonosciuta
in terminisemiclassici.Seci si poneadistanze

X A[D , dove D è il raggiod’azionedel
potenziale,nella(5.9)risultaefficacesoloil terminecentrifugorepulsivo h ( h + 1)k X 2;
si può allora calcolarela distanzarelativa di massimoavvicinamentotra proiettile
e bersaglio,utilizzandola condizionechel’energia × deve esserenon inferiore al
contributo centrifugo, × =

-n 2 t 2

22 � -n 2

22 h ( h + 1)
X

2 6 (6 8 1)

dacui risulta X � 1t�� h ( h + 1) 8 (6 8 2)

In terminiclassici,fissatoil momentoangolareconcui avvieneil motorelativo,
la distanzadi massimoavvicinamentoè legataal parametro d’impatto (o d’urto) �
relativo alla traiettoriadelproiettile(fig. 6.1),secondola relazione� r z p � = � N = � -n�t 8 (6 8 3)

Coinvolgendol’autovaloredelmomentoangolare,deveessere� -n�t ] -n h 6 (6 8 4)
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Fig. 6.1.Descrizionesemiclassicadell’urto edefinizionedelparametrod’impatto � .
cheè in accordoconla (6.2). Pertantodalla(6.4)seguecheil contributosostanziale
alla sezioned’urto provienedalleondeconh � � t 6 (6 8 5)

per le quali è sensibilel’interazione col bersaglioe apprezzabilelo sfasamento.
Pertanto,perundatopotenziale,la limitazionesugli h è fissatadall’energia.

Perun’energiasufficientementebassapotrebbecontribuiresolol’onda � ( h = 0).
In tal casola sezioned’urto differenziale,D 5DGE = M | 2

sin2 
 0 6 (6 8 6)

è isotropa.Sepuò contribuireanchel’onda N ( h = 1) si ha:D 5DGE = M | 2

�
sin2 
 0 + 6sin 
 0 sin 
 1 cos( 
 0 M 
 1) cose + 9sin2 
 1 cos2 e � 6 (6 8 7)

in cui il primo termineè il purocontributo di onda � , il terzoè il purocontributo di
ondaN e il secondorappresentaun terminedi interferenzatra onda � e ondaN . La
distribuzioneangolarecorrispondentealla situazione(6.7) permettequindi di avere
informazioni sui vari termini, con la possibilit̀a di determinaresperimentalmente
gli sfasamenti.È questoinfatti il procedimentoperestrarrel’informazionedai dati
sperimentali.Scrittala sezioned’urto nellaformageneraleD 5DGE = M | 2 ã Q�� Q cosQ e 6 (6 8 8)

si determinanoi coefficienti � Q in mododariprodurrel’andamentosperimentale.Il
valoremassimodi 2 è fissatodall’energia. I coefficienti � Q cos̀ı ottenutiforniscono
informazionisugli sfasamentidelleondecoinvolte.
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Esercizio 6.1

Dal confrontoconi datidi un esperimentodi diffusioneelasticaaunadeterminata
energia si è trovato chebastalimitare la sommanella (6.8) a ª = 2, con U 0 = 0 ¦ 587,U

1 = 0 ¦ 611, U 2 = 0 ¦ 271. Determinaregli sfasamentidelleondeparzialicoinvolte.

Talvoltanonènecessarioricorrereallo sviluppo(6.8),perch́ein corrispondenza
di unaparticolareenergia × 0 si presentaun picco pronunciatodella sezioned’urto
totale(fig. 6.2) e un esamedella distribuzioneangolarea questaenergia indica un
andamentobendescrittoda un unico polinomio di Legendre,S b (cose ), e quindi il
prevaleredella solaondaparziale h -esima. È già statorilevato chegli sfasamenti
 b ( × ), al variaredell’energia × , acquistanovalori compresitra 0 e C (modulo C )
e quandoassumonoil valore C k 2 determinanoil massimocontributo alla sezione
d’urto elasticoper la corrispondenteondaparzialeh -esima.Seil passaggiodi 
 b ( × )
attraversoil valore C k 2 avviene rapidamenteintorno al valored’energia × = × 0,
mentretutti gli altri sfasamentivarianolentamente,il contributo dell’onda h -esima
diventadominantee fortementepiccatoin corrispondenzadell’energia × 0. Si dice
in tal casocheesisteunarisonanzanell’ondaparzialeh -esima.

Fig. 6.2.Andamentorisonantedellasezioned’urto in funzionedell’energia.

Ricorrendoall’identità ^�`�x1y sin 
 b =
1

cot 
 b M l (6 8 9)

e tenendopresenteche,mentre
 b variatra 0 e C , la cotangentevariatra + Z e M Z
e passaper lo zeroin corrispondenzadi × 0, nell’intorno di × 0 si può svilupparela
cotangentein seriedi potenzedi × M × 0, fermandosial terminelineare:

cot 
 b ] M 2� ( × M × 0) 6 (6 8 10)

con
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M 2� Ù DD�× cot 
 b 888w� = � 0

= M D�
 b ( × )D�× 888w� = � 0

8 (6 8 11)

Conquestaapprossimazionel’ampiezzadi diffusioneperl’onda h -esimachecompare
nella(5.18)può scriversid b ( e ) = M 1t (2h + 1)

� k 2× M × 0 + l � k 2 S b (cose ) 8 (6 8 12)

Di conseguenza,il contributo h -esimoallasezioned’urto totalerisulta5 b = 4C M | 2
(2h + 1)

� 2 k 4
( × M × 0)2 +

� 2 k 4 8 (6 8 13)

La formadel piccodi 5 b , centratoin × = × 0, è descrittadauna lorentziana, la cui
larghezzaa mezzaaltezzàepari a

�
.

Questaespressionedi 5 b è la formula di Breit–Wigner 14 per unarisonanzain× = × 0. Datal’approssimazione(6.10),essàevalidasolonell’intornodi × = × 0.
Da un puntodi vista fisico la presenzadi una risonanzanella sezioned’urto

causatadall’ondaparzialeh –esimapuò essereinterpretatacomela formazionedi uno
statometastabilein onda h tra proiettilee bersaglio,convita mediapari a � = -n k � ,
comegiàdiscussoal paragrafoIV.4.

Daunpuntodi vistateoricogenerale,ladeterminazionedegli sfasamentiimplica
laconoscenzadelpotenzialeL (

X
) checomparenella(5.9). Sipuòprocederenelmodo

seguente.Sianodatela (5.9),D 2 m bD X 2
+ � t 2 M h ( h + 1)

X
2 M 22

-n 2 L (

X
) � m b = 0 6 (6 8 14)

e la corrispondenteequazioneperil casolibero,D 2 � bD X 2
+ � t 2 M h ( h + 1)

X
2 � � b = 0 6 (6 8 15)

conle condizioni m b (0) = 0 6 (6 8 16)� b ( t X ) =
t X � b

(
t X

) 6 � b (0) = 0 8 (6 8 17)

Moltiplicata la (6.15)per m b e la (6.14)per � b , le si sottragganomembroamembroe
si integri il risultatotra0 e H . Si ottiene

14 Gregory Breit (1899–1981)e E.P. Wigner: Capture of Slow Neutrons [Cattura di neutroni lenti],
PhysicalReview 49 (1936)519–531.
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� � b D�m bD X M m b D � bD X � i = � =

22
-n 2

H �
0
D X � b ( X ) L (

X
) m b ( X ) 8 (6 8 18)

Inserendogli andamentiasintoticiper
t X A�h delleduefunzioni coinvolte, � b e m b ,

cioè � b ( t X ) ] sin(
t X M 1

2 h'C ) 6m b ( X ) ] ^ `�x1y sin(
t X M 1

2 h�C + 
 b ) 6 (6 8 19)

per H sufficientementegrandela (6.18)forniscelo sfasamento
 b tramitela relazionet ^ `�x+y sin 
 b = M 22
-n 2

H �
0
D X � b ( X ) L (

X
) m b ( X ) 8 (6 8 20)���g�g�@�����
�����

Oltreallaconoscenzadi � ( � ), il calcolodell’integralenella(6.20)richiedequelladi���
limitatamenteall’intervallo (0  +� ), definitoin praticadalraggiod’azionedelpotenziale� ( � ). Si può alloracercareunastimadellosfasamentoutilizzandol’approssimazionedi

Born, senzarisolvereesplicitamentela (6.14)per
���

. Ciò significasostituire
���

con � �
nell’equazione(6.20):© ² y{� y sin ¿ � ú ´ 2ª © 2

-¨ 2

H �
0

ò �û� 2 � ( � )[ § � ( © � )]2 ¦ (6 ¦ 21)

Utilizzandola (6.21),si può verificarechegli sfasamentivannorapidamentedecrescendo
al cresceredi ¡ conl’energia. Si assumainfatti persemplicit̀aun potenzialedel tipo� ( � ) = � ´D� 0   �FE ò ,0   � þ ò . (6 ¦ 22)

Per
© ò£¢

1, comenell’ipotesi di bassaenergia, e tenendopresentela (5.3), si può
riscriverela (6.21)nellaforma

² yq� y sin ¿ � ú 2ª ò 2

-¨ 2 � 0
(
© ò

)2
�
+1

(2¡ + 3)[(2¡ + 1)!!]2 ¦ (6 ¦ 23)

Perl’onda ¤ si ottiene

sin ¿ 0 ú 2ª ò 2

-¨ 2 � 0
1
3

© ò   (6 ¦ 24)

chepermettel’ulteriore approssimazione:sin ¿ 0 ú ¿ 0. Perl’onda é si ha

sin ¿ 1 ú ¿ 1 ú ¿ 0 (
© ò

)2

15

¢ ¿ 0   (6 ¦ 25)

ecos̀ı via perle ondesuccessive, i cui sfasamentisonovia via ridotti ogni ¡ successivo di
un fattore(

© ò
)2.
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Si presentaqui un casoestremodi bassaenergia percui nelladiffusioneelastica

contribuiscesolo l’onda ¤ ( ¡ = 0). Quindi la funzioneradialeper l’urto elasticoda
potenzialeasimmetriasfericasoddisfa all’equazione· ò 2ò � 2

+
© 2 ¹ � 0( � ) =

2ª
-¨ 2 � ( � ) � 0( � )   (6 ¦ 26)

conla condizione �
0(0) = 0 ¦ (6 ¦ 27)

A grandi � l’andamentoasintoticoè�
0( � ) \�¥ sin(

© � + ¿ 0) ¦ (6 ¦ 28)

Allora, peril potenziale(6.22)econle definizioni¦ 2 =
© 2 +

¦ 2
0   ¦ 2

0 =
2ª � 0

-¨ 2   (6 ¦ 29)

la soluzionedella(6.26)risulta�
0( � ) = ¥

1 sin(
¦ � )   �FE ò ¦ (6 ¦ 30)

Lo sfasamento¿ 0 è ottenibileimponendola continuit̀adellafunzioneedellasuaderivata
in � =

ò
tra la parteinternaal potenzialeequellachesi riferisceall’andamentoasintotico.

Ciò equivalea imporrela continuit̀adelladerivatalogaritmicadi
�

0 in � =

ò
, cioè©

cot(
© ò

+ ¿ 0) =
¦

cot
¦ ò ñ�§ v 1   (6 ¦ 31)

dacui © § = tan(
© ò

+ ¿ 0)
equindi ¿ 0 = tanv 1(

© § ) ´ © ò ¦ (6 ¦ 32)

Perl’ipotesi di bassaenergia,
© òF¢

1, la (6.32)può essereriscritta

tan ¿ 0 ú © ( § ´ ò ) =
© ò � tan

¦ ò¦ ò ´ 1

� ¦ (6 ¦ 33)

Notolo sfasamento,si può calcolarela sezioned’urto. Tenendopresenteche ¿ 0 èpiccolo,
percui si può confonderesin ¿ 0 contan ¿ 0, si haY

=
4í©

2
sin2 ¿ 0 ú 4í ( § ´ ò )2

= 4í ò 2

�
1 ´ tan

¦ ò¦ ò �
2 ¦ (6 ¦ 34)

Sesi verificala condizione
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tan

¦ ò
=
¦ ò   (6 ¦ 35)

la sezioned’urto elastico(6.34) si annulla. Ciò è noto comeeffetto Ramsauer15, dal
nomedi chi nel 1921notò chenell’urto elasticodi elettronidaatomidi gasinerti, come
Ar, Kr, Xe, la sezioned’urto è praticamentenulla in corrispondenzadi un’energia di 0.7
eV degli elettroniincidenti. La condizione(6.35)si realizzaallorapertaleenergia e ciò
fornisceinformazionisullaprofondit̀a � 0 esul raggiod’azione

ò
delpotenziale(6.22).

In generaleper̀o è

tan
¦ ò �= ¦ ò

(6 ¦ 36)

e la sezioned’urto nonsi annulla,maanzipuò essereriscrittanellaformaY
=

4í©
2

sin2 ¿ 0 ú 4í©¨ 2   (6 ¦ 37)

dove ¨ prendeil nomedi lunghezzadi diffusione(= scatteringlength). Il significatodella
lunghezzadi diffusioneè quello delle dimensionilineari del bersaglio,efficaci a bassa
energia nel determinarela sezioned’urto elastico. Da un puntodi vistamatematico,la
lunghezzadi diffusioneè deducibiledall’estrapolazioneversol’origine dell’andamento
asintotico(6.28)di

�
0( � ),�

0( � ) \ª¥ sin(
© � + ¿ 0)

= ¥ sin ¿ 0(cos
© � + cot ¿ 0 sin

© � ) ¦
Siccome

© � ¢ 1, si può porre�
0( � ) \K¥ sin ¿ 0 · 1 ´m�¨ ¹   (6 ¦ 38)

dovesi è definito

tan ¿ 0 ñm´ © ¨ ¦ (6 ¦ 39)

Dalla (6.39)seguela (6.37). Dunquela lunghezzadi diffusioneè determinatadal valore
di � cheazzeral’estrapolazioneversol’origine dellaparteasintoticadi

�
0( � ).���g�g�@�����
���¬«

Nell’interpretazionedella(6.37)si possonodistinguerevari casi,a secondadel
valoredi

¦ ò
nella(6.36),equindi dellaprofondit̀a dellabucadi potenziale.

a)0 � ¦ ò �®­2
Dalla (6.33)segue ¿ 0 þ 0 e quindi dalla(6.39)è ¨X� 0. La situazione,illustratain

fig. 6.3,indicachein tali condizioninonsi può instaurareunostatolegatotraproiettilee
bersaglio,mentreèpossibilel’urto elastico.

15 Karl Ramsauer(1879–1955):Über denWirkungsquerschnitt der Gasmolek̈ule gegen̈uber langsamen
Elektronen[Sezioned’urto di molecoledi gassottopostea elettroni lenti], AnnalenderPhysik64 (1921)
513–540;66 (1921)546–558;72 (1923)345–352.
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Fig. 6.3. Una lunghezzadi diffusionenegativa corrispondea uno statoche descrive la
diffusione.

b)
¦ ò

= ­2
Ciò comporta ¿ 0 ¼ í � 2 e quindi anchë ¼ ´ ¾ (fig. 6.4),

Y ¼ ¾ , con la
conseguenzachenel limite di energiachetendeazerosi può avereancheunostatolegato
tra proiettile e bersaglioin onda ¤ : ciò provocaun andamentorisonantenella sezione
d’urto. In generalela risonanzasi verificaper¦ ò

= (2̄ + 1)
í
2

esonopossibilistati legati in onda ¤ , di cui il primo per

ë ú 0 16.

c) ­2 � ¦ ò � í
In questocaso ¿ 0 � 0 e quindi ¨ þ 0 (fig. 6.5). L’estrapolazioneall’origine,

(6.38),corrispondein questocasoaunafunzionecheper ��° ò
possiedeun andamento

asintoticodel tipo ² v � wf± \ ² v z � , tipico di unostatolegato.���g�g�@�����
���²I
Leconsiderazionidegli Esempi6.2e6.3sipossonoapplicarealsistemanucleone–

nucleone.Lo studiodella diffusionea bassaenergia consentedi verificarechel’unico
sistemalegatopossibileper l’urto neutrone–protonèe quello per lo statosimmetricodi
spin 3 ³

1 (tripletto, ³ = 1), chepuò dareorigineallo statofondamentaledel deuterio:in
tal casola lunghezzadi diffusioneè¨:´ = 5 ¦ 424(4)fm ¦

16 È questouncasoparticolaredel teoremadi Levinson: essostabiliscecheil numeroµ � di stati legati in
onda¶ , possibiliperundatopotenziale,̀edatodallarelazione:· � (0) ¸¹· � ( º ) = µ � u0» dovegli sfasamenti· � ( ¼ ) sonocalcolatia energia ugualea 0 e ad altissimaenergia. D’altra parteè ragionevole supporre· � ( º ) = 0, percui · � (0) forniscedirettamenteµ � .
NormanLevinson(n. 1912): On theUniquenessof thePotential in a Schrödinger Equationfor a Given
AsymptoticPhase[Unicit à del potenzialein un’equazionedi Schrödinger per unadata faseasintotica],
Matematisk-Fysiske Meddelelserdet KongeligeDanske VidenskabernesSelskab25 (1949), n. 9, pp.
1–29.
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Fig. 6.4.Statorisonante.

Fig. 6.5.Unalunghezzadi diffusionepositivapermettela formazionedi unostatolegato.

Invecelo statoantisimmetricodi spin1 ³
0 (singoletto,³ = 0) perl’urto neutrone–protone

fornisceunalunghezzadi diffusionenegativa,¨@½ = ´ 23¦ 748(10)fm ¦
Ancheil sistemaprotone–protonee il sistemaneutrone–neutronehannounalunghezza
di diffusionenegativa: ¨Z¾ = ´ 7 ¦ 8098(23)fm  ¨:¿ = � ´ 18¦ 45(46)fm´ 16¦ 73(47)fm ¦
I duevalori forniti per ¨ ¿ sonostati ricavati dall’analisi delle reazioni § ( í v  �À )2̄ e§ ( ¯   é )2̄ , rispettivamente. La minore precisionein questocasorispettoagli altri è
dovutaalledifficoltàchesi incontranonellarivelazionedi particelleneutreenell’estrarre
il contributo dei neutronipersottrazioneda quello dei protoni in un processod’urto su
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Il metododelle ondeparziali fin qui è statoutilizzato nel casodi urto pura-

menteelastico. Ciò implica la definizionedi sfasamentodell’ondadiffusatramite
la posizione(5.15). Essacorrispondeal fattochetutte le particelleincidenti hanno
solo duepossibilit̀a: o proseguonoindisturbateoltre il bersaglio,oppurevengono
deflesseconservandola loro energiacineticainiziale. Globalmenteil flussoentrante
uguagliail flussouscente. Se, accantoall’urto elastico,può avvenire ancheuna
diffusioneanelastica,in quantocambiasemplicementel’energia cineticadellaparti-
celladiffusa,oppuresi verificanoreazionidi vario tipo checoinvolgonoproiettilee
bersaglio,allorain un esperimentoattoa rivelaresolol’urto elasticosi haperditadi
flussorispettoaquelloincidente.Ciò significacheil coefficiente � b dell’ondasferica
uscentenella(5.12)hain generalemoduloinferioreo al massimougualeauno,cioè� � b �Ä� 1 8
Volendopreservareil concettodi sfasamento,si può porre� b = Å b ^ 2`�x1y 6 0 � Å b � 1 8 (7 8 1)

Il coefficienterealeÅ b , dettoparametrodi anelasticit̀a, permettedi tenerecontodella
perditadi flussonelcanaleelasticoprovocatadaiprocessianelastici.Senonvengono
singolarmenteosservati, questihannosoloun effetto di assorbimento,cheperogni
onda h è pari a (1 M Å 2

b
).

L’ampiezzadi diffusioneelasticain presenzadi assorbimentoderivadalla(5.14)
mediantela (7.1):

d ( e ) =
1t lã b

=0

(2h + 1)Æ b S b (cose ) 6 (7 8 2)

dove Æ b = 1
2 l (1 M � b ) = 1

2 l (1 M Å b cos2
 b M l Å b sin2
 b ) 8 (7 8 3)

Dalle (5.21)e (5.22)conla (7.1), la sezioned’urto elasticoè:

17 O. Dumbrajs,R. Koch,H. Pilkhun,G.C.Oades,H. Behrens,J.J.De Swart e P. Kroll: Compilationof
CouplingConstantsandLow-EnergyParameters[Compilazionedi costantidi accoppiamentoeparametri
di bassaenergia], NuclearPhysicsB216 (1983)277–335.
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50È b = C M | 2 lã b

=0

(2h + 1) � 1 M � b � 2
= C M | 2 lã b

=0

(2h + 1)(1+ Å 2
b M 2Å b cos2
 b ) 8 (7 8 4)

Siccomeperogni onda(1 M Å 2
b
) rappresentala perditadi flussonel canaleelasticoe

quindi il flussorelativo ai processianelastici,si può ottenerela sezioned’urto totale
peril complessodi tutti i processianelasticiconla seguenteespressione:5 ( Ô È b = C M | 2 lã b

=0

(2h + 1)(1 M Å 2
b
) 8 (7 8 5)

Pertantola sezioned’urto totale, sommadel contributo elastico(7.4) e di tutto il
contributo anelastico(7.5),risulta5 É�Ê1É = 5 È b + 5 ( Ô È b

= 2C M | 2 lã b
=0

(2h + 1)(1 M Å b cos2
 b ) 8 (7 8 6)

Fig. 7.1.La regioneombreggiatacorrispondealle situazionipossibili in
presenzadi diffusioneanelastica.

È interessanteconsiderarei contributi dell’onda h -esimaalle sezioni d’urto
elasticaeanelastica(fig. 7.1). Perle (7.4)e (7.5)si trova5 È b�Ë b = C M | 2

(2h + 1)(1+ Å 2
b M 2Å b cos2
 b ) � 4C M | 2

(2h + 1) 6 (7 8 7)
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5 ( Ô È b�Ë b = C M | 2

(2h + 1)(1 M Å 2
b
) � C M | 2

(2h + 1) 8 (7 8 8)

Si possonotrarrealcuneconseguenze:
a) ogni reazione,o comunqueogni processoanelastico( Å b ? 1 6 5 ( Ô È b T= 0), è

sempreaccompagnatodaurtoelastico( 50È b T= 0);
b) il massimodel contributo elastico(7.7) è ottenibilesolo in assenzadi processi

anelastici( Å b = 1). Essoè quattrovolte maggioredel massimodel contributo
anelasticototale(7.8), in conseguenzadellacoerenzatra ondaincidentee onda
diffusanel canaleelasticocheproduceinterferenzacostruttiva;

c) il massimodi 5 ( Ô È b�Ë b si ottieneper Å b = 0. In tal casorisulta5 ( Ô È b�Ë b = 5"È b�Ë b = C M | 2
(2h + 1) ( Å b = 0) 8 (7 8 9)

Comesi può verificareconl’aiuto dellafig. 7.2,talerisultatorappresental’areadella
zonatrasversaleh -esimaoffertadalbersaglioal fascioincidentedi lunghezzad’onda| = 2C M | : C M | 2

( h + 1)2 M C M | 2 h 2 = C M | 2
(2h + 1) 8

Fig. 7.2.Il bersagliòevistodal fascioincidentesecondocoronecircolari di ordine ¡ .���g�g�@�����ÍÌ����
L’ampiezzadi diffusione(7.3)per l’onda parziale¡ -esimapuò essereutilmente

rappresentatanel pianocomplesso(2Re ¨ �   2Im ¨ � ) ricorrendoal cosiddettografico di
Argand18 (fig. 7.3). Perl’urto puramenteelastico( Î � = 1), i puntidelgraficogiaccionosu

18 G. Höhler, G. Hebele J. Zwingerberger: Applicationsof the Dispersion Relationsfor uÐÏ Forward
Scattering[Applicazionedellerelazionidi dispersioneperla diffusionein avanti u%Ï ] , in TheInternational
Conferenceon ElementaryParticles(Aix–en–Provence,1961),ed. E. Cremieu–Alcan,P. Falk–Vairante
O. Lebey, CEA, Saclay, 1962,vol. 1, pp. 485–486.
Il nomederiva daquellodel matematicosvizzeroJeanRobertArgand(1768–1822)cheinvent̀o la rapp-
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Fig. 7.3. Graficodi Argandper la rappresentazionedell’ampiezzadi diffusione: a) caso
puramenteelastico,b) risonanzadi Breit–Wignernel casoanelastico.

di unacirconferenzadi raggiounitarioconcentroin ¨ � = + ± esonoindividuatidall’angolo
2¿ � . Al cresceredello sfasamento¿ � conl’energia, la circonferenzavieneripetutamente
percorsain sensoantiorario.

Sec’è unarisonanzadi Breit–Wignerall’energia

ë
0, equindiperla (6.12)¨ � = ´ Ñ � 2ë ´ ë 0 + ± Ñ � 2   (7 ¦ 10)

in condizioni di risonanzaallo sfasamento¿ � = 1
2 í corrispondeil punto più alto del

cerchio,mentrei punti chesi ottengonoper ¿ � = 1
4 í , cioè quando

ë
=

ë
1 =

ë
0 ´ 1

2 Ñ , e
per ¿ � = 3

4 í , cioèquando

ë
=

ë
2 =

ë
0 + 1

2 Ñ , corrispondonoal primoeal terzoquartodi
circonferenza,determinandoconla loro posizioneil valoredi Ñ : Ñ =

ë
2 ´ ë 1.

In presenzadi anelasticit̀a ( Î � � 1), al variare dell’energia i punti del grafico
descrivonounatraiettoriaspiraleggiantecontenutaall’internodel cerchiounitario elastico.
Nel casoideale di un’unica risonanzadi Breit-Wigner in presenzadi anelasticit̀a, il
puntocorrispondentealla risonanza( ¿ � = 1

2 í ) è quello più alto di unacirconferenzadi
raggio Î � ( ë 0), centratasull’asseimmaginarioe contenentela spiraletracciatain senso
antiorarioal cresceredell’energia. Nel casopiù generaleanelastico,la risonanzapuò
essereaccompagnatadacontributi nonrisonanti,lentamentevariabili con l’energia, che
modificanola situazionealterandoil comportamentodell’ampiezzadi diffusionee della
corrispondentetraiettorianelpianocomplesso.Ciò rendepiù difficoltosal’estrazionedal
graficodi Arganddel parametrodi anelasticit̀a e dellaposizionee della larghezzadella
risonanzastessa.���g�g�@�����ÍÌ��{æ

A titolo di esempiosi considerila diffusionedapartedi undisconerodi raggio

ò
a bordi nitidi. Ciò significacheil discoassorbetotalmentetutte le ondechevi incidono
fino auncertovaloremassimoÒ di ¡ :

resentazionegeometricadei numericomplessi,disponendole radici µ -esimedell’unità sudi unacircon-
ferenzadi raggiounitario.
J.R. Argand: Essaisur une manìere de repŕesenterles quantit́es imaginaires dans les constructions
géoḿetriques, Parigi, 1806.Il libro apparveanonimoefu ristampatocol nomedell’autoresolonel1874.
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Î � = 0   ¡ E Ò ¦ (7 ¦ 11)

La condizionedi bordonitido permettedi fissareÒ mediantela considerazioneche il
parametrodi impattomassimoefficacedeveessere

ò
, cioèÒ =

© ò ¦ (7 ¦ 12)

Fig. 7.4.Effettoombra.

La condizione(7.11) tuttavia non escludela possibilit̀a di urto elastico. Anzi comegià
osservatonella(7.9),le sezionid’urto elastica(7.4)eanelastica(7.5)diventanougualitra
di loro: YÄÓ �

=

Y ± ¿ Ó � = í ´ C 2 Ôã �
=0

(2¡ + 1) ¦
Si ha YÐÓ �

=

Y ± ¿ Ó � ú í ´ C 2 Ò 2

= í ò 2 ¦ (7 ¦ 13)

La sezioned’urto anelasticacorrispondeall’areadel disconeroe al risultatocheci si
aspettaancheclassicamente.Per̀o anchein presenzadi assorbimentototalefino aduna
certaonda¡ = Ò , il contributodi diffusioneelasticanonènullo. Anzi è taledarenderela
sezioned’urto totaledoppiarispettoall’areadeldisconero:Y ´�Õ+´ =

YÐÓ �
+

Y ± ¿ Ó � = 2í ò 2 ¦ (7 ¦ 14)

Il fattore2 checomparenella(7.14)ènotocomeeffettoombra edèdi naturatipicamente
ondulatoria.In unateoriaclassicadellapropagazioneondulatoria,l’ombra prodottadal
discosvaniscea grandidistanzedopo il discoe il disconon si vedepiù. Ciò avviene
ad una distanza

� \ ò
2 � ´ C alla quale il disco è visto da un angolo � \ ò � � . Il

fenomenosi spiega con la diffusionedell’onda elasticache compensal’ombra creata
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dall’assorbimento:è comese il disco emettesseondeelasticheche interferisconocol
fascioincidenteprovocandoil raddoppiodellasezioned’urto totale(fig. 7.4).

��������×G�ÙØ�!#&�/#!�ÎPÍµ&�0Ë0'$Ú!g&�Ï¥!�/�_<, .�/�0�&µ!�_ºÍ�Ñ?0'$�!#&
Molti risultati ottenuti nella trattazionequantisticadei processid’urto sono

riconducibili a situazionigià note nell’ottica classica. Questofatto non stupisce
se si considerache la descrizioneondulatoriadel moto di particelleha caratter-
istiche comuni con quella classicadella propagazionedi un’ondache può subire
diffusione,attenuazione,assorbimento.Un esempiodelle possibili analogieè cos-
tituito dal cosiddettoteoremaottico, il cui risultatovienequi riconosciutonel caso
dell’urto elasticopersempliceconfrontodi relazioniscrittenei paragrafiprecedenti
perl’ampiezzadi diffusionee la sezioned’urto totale.

Dalla (5.18),tenendopresentechei polinomi di Legendresi riduconoall’unità
per e = 0, segue

Im d (0) =
1t lã b

=0

(2h + 1)sin2 
 b 8 (8 8 1)

Confrontandoquestorisultatoconla (5.21)si trova5 =
4Ct Im d (0) 8 (8 8 2)

Questorisultato, noto appuntocometeoremaottico, indica che la sezioned’urto
totale per l’urto elasticoè determinatadalla parte immaginariadell’ampiezzadi
diffusionein avanti( e = 0). La sezioned’urto totalerappresentail flussodi particelle
rimossodal fascioincidente;in otticaciò corrispondeallamisuradell’estinzionedel
fasciodi luceincidentee si ottienedal rapportotra la potenzadissipatae la potenza
incidenteper unità di superficiedell’oggetto illuminato. La rimozionedi flusso,
comemisurataa grandi distanzedal bersaglio,può avvenire solo comerisultato
di un’interferenzadistruttiva tra l’onda incidentee quelladiffusaelasticamente.Il
contributodi interferenzàerilevantesoloperla direzionein avanti,dovec’èeffettiva
sovrapposizionetra l’onda incidentee quella diffusa (Esempio1.1). Il risultato
(8.2) indicachetale interferenzàe linearenellaparteimmaginariadell’ampiezzadi
diffusione.

Il teoremaottico è statoqui riscontratonel casodi urto puramenteelastico,ma
valeancheperla diffusioneconassorbimentotrattatanel paragrafoXII.7. A tal fine
bastaconfrontarela (7.2) e la (7.3) per e = 0 con la (7.6) per ritrovare ancorala
(8.2). Anzi il teoremaottico haunavalidità del tutto generalecheverr̀a dimostrata
al paragrafoXII.13 anchein presenzadi ogniprocessoanelasticoinclusonelcalcolo
della sezioned’urto totale. Perora ciò si intuiscedall’analogiacon l’ottica e con
l’interpretazionedellasezioned’urto comeflussorimossodal fascioincidente.
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Esercizio 8.1

L’approssimazionedi Born (4.3) per l’ampiezzadi diffusionerispettail teorema
ottico?

Il risultato(8.2) indica anchela necessit̀a di unaparteimmaginarianon nulla
dell’ampiezzadi diffusioneelasticain avanti. Di conseguenza,l’approssimazionedi
Born,basatasull’ampiezzadi diffusione(4.3)cheper e = 0 diventapuramentereale,
viola il teoremaottico. Tuttavia questagrossadifficoltà di principio non ostacola
l’uso generalizzatodell’approssimazionedi Born, con risultati numericiutili per il
confrontocon i dati sperimentalia e7T= 0. D’altra parte,misuredi urto elasticoad
angoli in avanti hannoun grandeinteresseproprio in virtù del teoremaottico, ma
sonoancheestremamentedifficili per la necessit̀a di distingueretra particelleche
hannosubitol’urto elasticoeparticelleappartenential fascioincidenteindisturbato.�������^Û��ÝÜÞ/�0�&µ!�_ºÍ�Ñ?0'$�!#&ÿ*)$�Ï�Í�/%0'$�!g!�_�_=!p$'*G!�(Ö0'$�!�#¥!

Finorasi sonostudiatii processid’urto senzaprenderein considerazionegradi
di libertà interni delleparticellein gioco. In lineadi principio nonè difficile tenere
contodi altri numeriquanticioltreall’energiaeall’impulsoeciòsar̀afattoin generale
nei paragrafiXII.12 – XII.14. D’altra partele particellequantistiche,sia i bosoni
chei fermioni,sonotradi loro indistinguibili. Pertanto,ancheaprescinderedal loro
eventualespin,daun puntodi vistasperimentalenonsi è in gradodi distingueretra
le duesituazioniin fig. 9.1chesi possonoverificarequandosi rivelanole particelle
diffuse ad un angolo e nel sistemadel centrodi massa:nel moto relativo non si
avvertelo scambiotra la particella1 e la particella2.

In generalela descrizionedeve essereinvarianteper lo scambior Y M r, con
r = r1 M r2, equindiper epY C M e e f Y f + C . Allora asintoticamentela funzione
d’onda non può più esseresemplicementedatadalla condizione(1.11), ma deve
essereunafunzionesimmetricaperlo scambiodelledueparticelle:\

(r) ] 3 � ^ `hbac + ^ B `hbac +

� d ( e 6gf ) + d ( C M e 6gf + C )

� ^ `�b%iX � 6 (9 8 1)

dove
3

è un fattoredi normalizzazione.Sesi impone
3

= 1, ognunodei duefasci
di particellechesi urtanoelasticamentenelsistemadelcentrodi massahaflussopari
a -nÖt k 2 .

Il flussodi particelleraccoltenell’angolosolido DGE dopol’urto risulta

-n�t2 � d ( e 6gf ) + d ( C M e 6%6gf + C ) � 2 DGE
e quindi D 5DFE = � d ( e 6gf ) + d ( C M e 6gf + C ) � 2 8 (9 8 2)
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Fig. 9.1.Urto elasticodi particelleidentiche.

Rispettoal casodi particelledistinguibili, la sezioned’urto (9.2) presenta,oltre al
terminedovutoalladiffusionenelladirezioneindicatadagli angoli e e f , un termine
prodottodal rinculodel bersaglionelladirezioneindicatadagli angoli C M e e f + C
eunterminedi interferenza,di naturasquisitamentequantistica,dovutoall’effettodi
scambiotra particelleidentiche.���g�g�@�����¹à ���

L’effetto dell’indistinguibilità può esseremeglio apprezzatoriconsiderandoil
potenzialecoulombianoschermato(4.16). In approssimazionedi Born con � 0 ¼ ¾ , si
ha ­ ( � ) =

ª M 1 M 2 ² 2

2-¨ 2 © 2 sin2 � � 2   ­ ( í»´�� ) =
ª M 1 M 2 ² 2

2-¨ 2 © 2 cos2 � � 2   (9 ¦ 3)

dacui òPYò À =

� ª M 1 M 2 ² 2

2-¨ 2 © 2

�
2
�

1
sin4 � � 2 +

1
cos4 � � 2 +

2
sin2 � � 2cos2 � � 2 � ¦ (9 ¦ 4)

La (9.4) è essenzialmentela formula di Mott 19 per l’urto elasticodi particellecariche
da bersaglicarichi puntiformi. Il primo terminedella (9.4) è quello che già compare

19 In realt̀a Sir Neville FrancisMott (n. 1905)ricavò un’espressionedellasezioned’urto chetieneconto
dell’azionedel potenzialecoulombianoefficaceanchea grandi distanzetra proiettile e bersaglio. Di
conseguenzail fascioincidentenon può più esseredescrittosemplicementeda un’ondapiana. Inoltre,
considerandoelettroni,occorretenerepresenteancheil loro spin. La formuladi Mott contieneallora,al
postodel termineinterferenziale2sinv 2 á O 2cosv 2 á O 2 della(9.4), il termine¸ 4

cos( â ln tan2 á O 2)

sin2 á »
dove â =

Q	ã 1 ã 2
x 2

-ä 2 å »
e Q è la massaridottadel sistemadelledueparticelleidentiche.
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nellaformuladi Rutherford(4.18)edè fortementepiccatoin avanti; il secondotermineè
dovutoal purocontributodi scambioedètipicamentepiccatoall’indietro ( � = í ), mentre
il terzo termine,che proviene dall’interferenzatra quello diretto e quello di scambio,
esaltala sezioned’urto a � = í � 2 rispettoal casoin cui si trascuralo scambio.

La situazionèepiù complessasesi consideralo spin. Si suppongacheproiettile
e bersagliosianofermioni identici con spin � = 1

2. In questocaso,per la partedi
spin,si possonorealizzarestatidi singolettoe di tripletto, in accordoconle (X.4.2)
e (X.4.3). Dato che la funzioned’onda complessiva deve essereantisimmetrica,
occorrecombinarela partespazialesimmetrica(antisimmetrica)con quelladi spin
antisimmetrica(simmetrica).Di conseguenza,la funzioned’ondanelcasodegli stati
di triplettohail seguenteandamentoasintotico\

(r) ] 3 � ^�`hbac M ^ B `�bac +

� d ( e 6gf ) M d ( C M e 6gf + C )

� ^ `hb%iX �"æèç QFé 6 (9 8 5)

mentrequellaperlo statodi singolettorisulta\
(r) ] 3 � ^ `hbac + ^ B `hbac +

� d ( e 6gf ) + d ( C M e 6gf + C )

� ^ `�b%iX �©æ ( 8 (9 8 6)

Corrispondentementesi ottienela sezioned’urto di tripletto5 É = � d ( e 6gf ) M d ( C M e 6gf + C ) � 2 6 (9 8 7)

relativa al casoin cui le dueparticellehannospin parallelo( � = 1), e la sezione
d’urto di singoletto 5 ç = � d ( e 6gf ) + d ( C M e 6gf + C ) � 2 6 (9 8 8)

relativaal casoin cui le dueparticellehannospinantiparallelo( � = 0).
Si noti chele duediversesezionid’urto di triplettoedi singolettosonounapura

conseguenzadel principiodi Pauli, senzacheci siabisognodi unadipendenzadallo
spin del potenzialeresponsabiledella diffusione. Setale potenzialedipendedallo
spin,ciò si riflette nellastrutturadell’ampiezzadi diffusione d ( e 6gf ).

Spessole particellechesi urtanoelasticamentenon sonopolarizzate:ciò sig-
nifica chenon si osservanogli spin iniziali e finali e quindi si misuraunasezione

N.F. Mott: Thecollisionbetweentwoelectrons[L’urto di dueelettroni], Proceedingsof theRoyal Society
of LondonA126 (1930)259–267.
Le prime verifichesperimentalidella formula di Mott sonostateottenuteda JamesChadwicke Patrick
MaynardStuartBlackett (1897–1974).
J.Chadwick:Thescatteringof 9 -Particles in Helium[La diffusionedi particelle 9 in elio], Proceedings
of theRoyal Societyof LondonA128 (1930)114–122.
P.M.S. Blackett e F.C. Champion: Thescatteringof slow alpha particles by helium [La diffusionedi
particellealfa lentedapartedi elio], Proceedingsof theRoyal Societyof LondonA130 (1931)380–388.
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d’urto mediatasullepossibiliorientazionidegli spin. Ci sonoquattrostatipossibili,
tre conspintotale1 eunoconspintotale0, ugualmenteprobabili. Percìo la sezione
d’urto mediarisulta 5 = 1

4
5 ç + 3

4
5©É 8 (9 8 9)

Esercizio 9.1

Utilizzandoi dati dell’Esempio6.4,determinarela sezioned’urto medianell’urto
neutrone–protoneabassaenergia.

Esercizio 9.2

Dimostrareche nello spaziodi spin l’ampiezzadi diffusione elasticaper una
particelladi spin 1

2 hala seguentestruttura:­ ( �   ¤ ) = � ( �   ¤ ) 11 + ± ¨ ( �   ¤ )

Y YY � n̂   (9 ¦ 10)

dove n̂ = k V k ð � ¬ k V k ð ¬ è il versorenormaleal pianodi diffusione.

� �����'�@î��¹ï ÏÖ!�/�Í)0�&)/�$ *�$6ðòñ%_�_=!�/
In questoparagrafovienepresentatoun metodopropostodaMøller 20 persta-

bilire un legametra le soluzioniadenergie positive del problemaimperturbatoe le
soluzionidi diffusionecorrispondentiallo stessovaloredi energia appartenentealla
porzionecontinuadello spettrodella hamiltonianatotale del problemad’urto. Il
risultatoè ottenutoin uno schemaindipendentedal tempo,ma fa usodi un opera-
torecheè costruitoa partiredall’operatoredi evoluzionetemporaleintrodottonella
descrizionedi interazione,ó

( ô 6 ô 0) = ^ `^õ 0
É v -ö ^ B `�õ (

É B É 0)

v
-ö ^ B `�õ 0

É
0

v
-ö 6 (108 1)

dove I e I 0 sono le hamiltonianetotale (2.1) e imperturbata,rispettivamente.
Sia �ÓÒ ( Õ unasoluzionedella (2.2) corrispondenteall’autovalore × ( cheappartiene
alla partecontinuadello spettrodi I 0: �ÓÒ ( Õ può essereconsideratolo statoche
descrive proiettile e bersaglionon interagenti,all’istante iniziale ô 0 ? 0. Per ef-
fetto dell’operatoredi evoluzionetemporale(10.1),all’istante ô = 0 sotto l’azione
dell’interahamiltonianaI lo statoèevolutonelmodoseguente:

20 Christian Møller (1904–1980): General Propertiesof the Characteristic Matrix in the Theory of
ElementaryParticles. I & II. [Proprietà generali della matricecaratteristicanella teoria delleparticelle
elementari.I & II.] , Matematisk-Fysiske MeddelelserdetKongeligeDanske VidenskabernesSelskab23
(1945)no. 1, pp. 1–48;26 (1946)no. 19,pp. 1–46.
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(0 6 ô 0) �ÓÒ ( Õ = ^ `�õ É 0 v -ö ^ B `^õ 0

É
0

v
-ö �ÓÒ ( Õ

= ^ B ` �0÷ É 0 v -ö ^�`�õ É 0 v -ö �ÓÒ ( Õ 8 (108 2)

L’ideadi Møller èchequandoô 0 Y M Z la (10.2)produceunautostato�
\
Õ dell’intera

hamiltonianaI , conle giustepropriet̀a asintoticheimpostedalproblemad’urto.
Perstudiareun’espressionedel tipo (10.2)occorreconoscerecomeagisceI su�ÓÒ ( Õ . D’altra parte,gli autostatidi I costituisconoun insiemecompleto,sullabase

del qualeè possibilesviluppare�ÓÒ ( Õ . La hamiltonianaI può averein generalesia
unospettrodiscreto,conautostati�

\	ø
Õ , siaunospettrocontinuo.Siano�

\
(+)O Õ ] �ÓÒ O Õ + ondasfericauscente (108 3)

gli autostatidel continuo,con un comportamentoasintoticodel tipo richiestoper
descriverela situazionedi diffusione. In baseall’equazionedi Lippmann–Schwin-
ger, esisteunarelazionetra gli stati �

\
(+)O Õ e gli stati �ÓÒ O Õ cheappartengonoad I 0

conlo stessoautovaloredi energiadello spettrocontinuo:�
\

(+)O Õ = �ÓÒ O Õ +
1× O M I 0 + l1* L �

\
(+)O Õ 8 (108 4)

In modo simile si può introdurre l’altro insiemedi autostatidi I per lo spettro
continuo,corrispondenteacondizionial contornodi ondasfericaentrante,�

\
( B )O Õ = �ÓÒ O Õ +

1× O M I 0 M l1* L �
\

( B )O Õ 8 (108 5)

Intervienea questopuntoun’affermazionefondamentalechein generalenonè
dimostrata,ma checostituisceun’ipotesi ragionevole in quantosi pretendeche I
sia un operatoreautoaggiunto:si ammettecioè che sia l’insieme di tutti gli stati�
\�ø
Õ con tutti gli stati �

\
(+)O Õ , sia l’insieme di tutti gli stati �

\	ø
Õ con tutti gli stati�

\
( B )O Õ costituiscanoun insiemecompleto. Naturalmentei due insiemi non sono

indipendentitradi loro.
Tale ipotesi è fondamentaleper la teoria,perch́e permettedi disporredi una

basea scelta,a secondadelle convenienticondizionial contorno. D’ora innanzisi
utilizzer̀a l’insiemecon le condizionial contorno(10.3),ma il risultatofinalepotr̀a
facilmenteesseretrascrittoin termini dell’insiemecon le condizionial contornodi
ondaentrante.Si può allorascriverelo sviluppo�ÓÒ ( Õ = ùH O , O � \ (+)O Õ + ã ø - ø � \�ø Õ 6 (108 6)

doveil simbolo ú Oû indicalanecessit̀adi eseguirealmenoun’integrazionein corrispon-
denzadell’indice continuodell’energia, cheè mascheratonell’indice � insiemecon
tutti gli altri numeriquanticichecaratterizzanolo stato.Esplicitamentei coefficienti
di sviluppo

, O e
- ø

sonodatidallerelazioni
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, O = ä

\
(+)O � Ò ( Õ 6 - ø

= ä
\üø
� Ò ( Õ 8 (108 7)

Perla valutazionedi
, O si ricorrealla (10.4):, O = ä

\
(+)O � Ò ( Õ

= ä Ò O � Ò ( Õ + ä 1×rO M I 0 + l+* L
\

(+)O �ÓÒ ( Õ
= ä Ò O � Ò ( Õ + ä

\
(+)O � L 1× O M I 0 M l+* Ò ( Õ 6

cioè , O = 
 ( � M Æ ) +
1× O M × ( M l1* ä

\
(+)O � L �ÓÒ ( Õ 6 (108 8)

dovenelladeltadi Dirac sonocontenuteancheeventualideltadi Kronecker. Utiliz-
zandolo sviluppo(10.6)e i coefficienti

, O e
- ø

, la (10.2)diventaó
(0 6 ô 0) �ÓÒ ( Õ = ùH O , O�^ ` ( �þý B � ÷ )

É
0

v
-ö � \ (+)O Õ + ã ø - ø ^ ` ( � ÿ B � ÷ )

É
0

v
-ö � \ ø Õ

= ùH O 
 ( � M Æ ) ^ ` ( �þý B � ÷ )
É

0

v
-ö � \ (+)O Õ

+ ùH O ä
\

(+)O � L �ÓÒ ( Õ ^ ` ( �þý B � ÷ )
É

0

v
-ö×rO M × ( M l+* �
\

(+)O Õ
+ ã ø ä

\ ø
�ÓÒ ( Õ ^ ` ( � ÿ B �0÷ )

É
0

v
-ö � \ ø Õ 8

(108 9)

Ciò chequi interessàe il comportamentodella(10.9)quandoô 0 tendea M Z , cioè il
lim É

0
� B l

ó
(0 6 ô 0) �ÓÒ ( Õ . In tali condizionisi può dimostrarecheil secondoe il terzo

addendonella(10.9)si annullano.
Si consideridapprimail secondoaddendoesi ricorraal seguenteteorema: sein

un integralerispettoa � c’è nell’integrandoun fattoredel tipo ^ B ` � É 0 k ( � + l+* ), con* � 0 piccoloapiaceremanecessarioperla convergenzadell’integrale,alloraquesto
fattorepuò esseresostituitosottoil segnodi integralenelmodoseguente:^ B ` � É 0

� + l+* M Y ¯ M 2C l 
 ( � ) 6 ô 0 Y + Z ,
0 6 ô 0 Y M Z .

(108 10)

Il teorema(10.10)si dimostrasubitotenendopresentecheè
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limt � 0+

^ B ` � É 0
� + l+* = M l ^ B ` � É 0 limt � 0+

H + l
0

D@g ^ ( ` � B t ) �
= M l H + l

0
D@g ^ ` � ( � B É 0)

= M l H + lB É 0 DGj�^ ` � c 8
Siccome

limÉ
0
� + l H + lB É 0 DFj�^ ` � c =

H + lB l DGj�^ ` � c = 2C 
 ( � ) 6
limÉ

0
� B l H + lB É 0 DFj�^�` � c = 0 6

si ottienedunquela (10.10).
Un fattoredel tipo (10.10)appareproprio nel secondoaddendodella (10.9).

Pertanto

limÉ
0
� B l

ó
(0 6 ô 0) �ÓÒ ( Õ =

= �
\

(+)( Õ + limÉ
0
� B l ã

ø ä
\	ø
�ÓÒ ( Õ ^ ` ( � ÿ B � ÷ ) É 0 v -ö �

\�ø
Õ 8 (108 11)

L’ultimo terminenella (10.11)nonè determinatoa causadel fattoreoscillante
nel tempo.D’altra parteva rilevatochela situazioneidealedi unadescrizionedello
statoconun’energiabendefinita,immersanellaporzionecontinuadellospettro,non
è realizzabilesenon con tempi di osservazioneinfinitamentelunghi. In praticala
situazionesperimentalepermetteunacertacollimazionein energia,checorrisponde
aunadescrizionedelsistemain terminidi pacchettodi onde,piuttostochein termini
di ondemonocromatiche.Quindi è più realisticoutilizzare un pacchettodi onde
ottenutodallasovrapposizionedi statidel tipo (10.6):� ÒrÕ = ùH ( ä Ò ( � Ò½Õa�ÓÒ ( Õ 8 (108 12)

Facendoagire l’operatoredi evoluzionetemporalesulla (10.12), la (10.11)viene
riscrittain termini di pacchettidi onde:

limÉ
0
� B l

ó
(0 6 ô 0) � ÒåÕ = �

\
(+) Õ

+ limÉ
0
� B l ã

ø ùH ( ä Ò ( � Ò½Õ ä
\üø
�ÓÒ ( Õ ^�` ( � ÿ B �þ÷ )

É
0

v
-ö � \ ø Õ 6

(108 13)

534



ê á ����ß?���?��� 
?�"ëFìío{o �<�
dovesi è posto �

\
(+) Õ = ùH ( ä Ò ( � Ò½Õ��

\
(+)( Õ 8 (108 14)

Adessosi può riconoscereche il secondoaddendonella (10.13) è nullo. Ciò è
conseguenzadel teoremadi Riemann-Lebesgue, peril quale,sel’integraleH + lB l D@g � d ( g ) �
è convergente,allora

lim� � + l H + lB l D:gPd ( g ) cos| g = lim� � + l H + lB l D:gPd ( g ) sin | g = 0 6
cioè

lim� � + l H + lB l D:gPd ( g ) ^ ' ` � � = 0 8 (108 15)

Dunquesi può concludereche

limÉ
0
� B l ùH ( ä Ò ( � Ò½Õ ä

\üø
�ÓÒ ( Õ ^a` ( � ÿ B �0÷ )

É
0

v
-ö = 0

seè convergentel’integrale ùH ( � ä Ò ( � Ò½Õa���F� ä
\ ø
�ÓÒ ( Õ�� 8

Ma questacondizioneè realizzatasemprequandosi ha a chefarecon pacchettidi
onde � ÒåÕ e stati legati �

\ ø
Õ , chehannosemprele giustepropriet̀adi integrabilità.

Pertantola (10.13)diventa

limÉ
0
� B l

ó
(0 6 ô 0) � ÒrÕ = �

\
(+) Õ 8 (108 16)

Questorisultatoperi pacchettidi ondeèesatto:essodefiniscel’ operatoredi Møller,ó
(0 6 M Z ) = limÉ

0
� B l

ó
(0 6 ô 0) 6 (108 17)

checollega il pacchettodi onde � ÒrÕ , costruitocon autostatidi I 0, al pacchettodi
onde �

\
Õ , costruitoconautostatidi I . Si puòdareunaversioneformaledella(10.16)

cheriprendegli stati �ÓÒ ( Õ e �
\

(+)( Õ , immaginandodi concentrareil pacchettosempre
più strettamenteattornoal valoredi energia × ( . Il risultatoformaleèallora:ó

(0 6 M Z ) �ÓÒ ( Õ = �
\

(+)( Õ 8 (108 18)
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Fig. 10.1.Azione degli operatoridi Møller 	 (0   Á ¾ ) nel passaggioda un autostato¬ � ê diè
0 aunautostato¬ � ( 
 ) ê di

è
=
è

0 + � appartenentiallo stessoautovaloredi energia

ë þ
0.

Sesi fossepartiti nella (10.6) con uno svilupposugli stati �
\

( B )O Õ , si sarebbe
arrivati in modosimileal seguenterisultatofinale:ó

(0 6 + Z ) �ÓÒ ( Õ = �
\

( B )( Õ 6 (108 19)

dove ó
(0 6 + Z ) = limÉ

0
� + l

ó
(0 6 ô 0) 8 (108 20)

Anchequestorisultato,comequellonella (10.18),è puramenteformalee va inteso
esattamentevalidosoloperi pacchettidi onde.In talsensoanchenelseguitoverranno
utilizzati i limiti (10.18)e (10.19).

Gli operatori

ó
(0 6 ) Z ), agendosu una soluzione �ÓÒ ( Õ del continuo per la

hamiltonianaimperturbataI 0, produconole soluzioni �
\

( � )( Õ della hamiltoniana
perturbataI corrispondentialla stessaenergia. Gli operatoridi Møller

ó
(0 6 ) Z )

dunquefornisconole soluzioni delle equazionidi Lippmann–Schwinger(10.4) e
(10.5),stabilendounaconnessionetra gli autostati�ÓÒ ( Õ di I 0 e gli autostati�

\
( � )( Õ

di I appartenentiallo stessoautovaloredi energia × ( dellaporzionecontinuadello
spettro(fig. 10.1).

L’operatoredi evoluzionetemporale(10.1)èunitarioeagiscein tutto lo spazio
di Hilbert. Gli operatoridi Møller operanoinvecesolosustaticheappartengonoalla
porzionecontinuadellospettrodi I 0. Dalle (10.18)e (10.19)si può dedurreinfattió

(0 6
� Z ) = ùH ( � \ ( ' )( Õ ä Ò ( � 6 (108 21)

dacui appareevidentela restrizioneal sottospaziodi energiapositiva. Similmentesi
possonocostruiregli operatorió

�
(0 6
� Z ) =

ó
( � Z 6 0) = ùH ( �ÓÒ ( Õ ä

\
( ' )( � 8 (108 22)
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Gli operatoridi Møller

ó
(0 6 ) Z ) sonounitari a sinistra seoperanonel sot-

tospaziocorrispondenteallo spettrocontinuodi I 0:
ó
�
(0 6
� Z )

ó
(0 6
� Z ) =

ó
( � Z 6 0)

ó
(0 6
� Z )

= ùH ( Ë O �ÓÒ ( Õ ä
\

( ' )( �
\

( ' )O Õ ä Ò O �
= ùH ( Ë O �ÓÒ ( Õ 
 ( Æ M � ) ä Ò O �
= ùH ( �ÓÒ ( Õ ä Ò ( � 6

cioè ó
�
(0 6
� Z )

ó
(0 6
� Z ) = 11 8 (108 23)

Pertantoin questosottospaziol’inversoasinistradi

ó
(0 6
� Z ) è

ó
�
(0 6
� Z ).

Invecegli operatori

ó
(0 6
� Z ) nonsonounitari adestra:ó

(0 6
� Z )

ó
�
(0 6
� Z ) =

ó
(0 6
� Z )

ó
( � Z 6 0)

= ùH ( Ë O �
\

( ' )( Õ ä Ò ( �ÓÒ O Õ ä
\

( ' )O �
= ùH ( Ë O �

\
( ' )( Õ 
 ( Æ M � ) ä

\
( ' )O �

= ùH ( � \ ( ' )( Õ ä
\

( ' )( � 6
cioè ó

(0 6
� Z )

ó
�
(0 6
� Z ) = 11 M ã ø �

\ ø
Õ ä
\ ø
� 8 (108 24)

L’unitariet̀a a destraè possibilesolose I nonpossiedestati legati �
\�ø
Õ . In tal caso

gli operatoridi Møller sonounitari e stabilisconounacorrispondenzabiunivocatra
gli autostatidi I e quelli di I 0, tutti appartenentiallo spettropuramentecontinuo.
In generaleper̀o gli operatoridi Møller non sonounitari, comeè giusto,in quanto
devonotrasformareunostatoimperturbatoin unoperturbato.

Esercizio 10.1

Verificarelaseguenterappresentazionenellospaziodelleposizionipergli operatori
di Møller associatiaunaparticella:ì

r ¬ 	 (0   � ¾ ) ¬ r ð ê =
1

(2í )3 w 2 H ò
k ² v y k î r õ � ( � )(r) ¦
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Esercizio 10.2

Alla luce dell’esercizioprecedente,verificare che nella rappresentazionedelle
posizionigli operatori(nonlocali) di Møller sonooperatoriintegrali.

Esercizio 10.3

Verificarela seguentepropriet̀a:è 	 (0   � ¾ ) = 	 (0   � ¾ )
è

0 ¦
[Suggerimento:si faccianooperareamboi membridell’equazionesuunostatoarbitrario,
sviluppandolosullabase� ¬ � ± ê�� .]
Esercizio 10.4

Dimostrarechegli stati ¬ � ( � )± ê soddisfanoalle stessecondizionidi ortonormaliz-
zazionedegli stati ¬ � ± ê .

���������F�)���ÊÍ ÎPÍ�0'/�$Ú!?!p*)$�Ñ�!gÍ)0Ë0
!�/�$�(�&
In unadescrizionedipendentedaltempoil processod’urtocollegaunasituazione

del passatoinfinitamenteremoto,in cui proiettilee bersaglionon interagiscono,ad
unasituazione,corrispondentea un istanteinfinitamentelontanonel futuro, in cui
di nuovo mancal’interazionetra i prodottidel processodi diffusione.L’interazione
tra proiettilee bersagliorisultaefficacea tempifiniti: essàe responsabiledellamo-
difica dello statoimperturbatoiniziale edellasuatrasformazionerivelataa processo
avvenuto. In termini quantitativi, per ôµY M Z , lo statodel sistemaproiettile–
bersaglioè descrittoda uno statodi tipo �ÓÒ½Õ ; sia esso �ÓÒ ` Õ . L’evoluzionea tempi
finiti di talestatocoinvolgel’applicazionedi unoperatoredi Møller:

ó
( ô 6 M Z ) �ÓÒ ` Õ .

A tempi infinitamentelontani nel futuro, lo statodiventa

ó
(+ Z 6 M Z ) �ÓÒ ` Õ . Esso

deve,d’altraparte,essereancoraunostatodi tipo �ÓÒ½Õ . Ci si chiedela probabilit̀ache
essosiaperesempiolo stato �ÓÒ���Õ .

Perdefinizione,l’ampiezzadi probabilit̀adi trovareil sistemanellostato �ÓÒ���Õ è� � ` = ä Ò � �
ó

(+ Z 6 M Z ) �ÓÒ ` Õ 8 (118 1)

La (11.1)può ancheessereriguardatacomel’elementodi matricetra gli stati �ÓÒ ` Õ e�ÓÒ � Õ di unoperatore� cos̀ı definito:� � ` = ä Ò��Ö� � �ÓÒ ` Õ 6 (118 2)� = lim�
0 ������ � + �

ó
( ô 6 ô 0) 8 (118 3)
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La(11.3),introdottanel1943daHeisenberg21, èdettamatricedi scatteringomatrice� . Essacontienetuttal’informazionerelativa al processo.La (11.2)nedefiniscegli
elementidi matricesulla basedegli stati imperturbati. D’altra partela definizione
(11.1)permettedi verificareche � � ` è strettamentelegataagli stati chedescrivono
l’urto. Infatti, dalle(10.18)e(10.19)edallepropriet̀adegli operatoridi Møller, segue� � ` = ä Ò����

ó
(+ Z 6 M Z ) �ÓÒ ` Õ

= ä Ò � �
ó

(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z ) �ÓÒ ` Õ

= ä Ò � �
ó
�
(0 6 + Z )

ó
(0 6 M Z ) �ÓÒ ` Õ

= ä
ó

(0 6 + Z ) Ò���� ó (0 6 M Z ) Ò ` Õ 6 (118 4)

cioè � � ` Ù ä
\

( B )� �
\

(+)` Õ 8 (118 5)

Un’altraformadellamatrice� èottenibiledallaterzarigadella(11.4)edalleespres-
sioni (10.21)e (10.22)pergli operatoridi Møller:� = ùH ( Ë O �ÓÒ ( Õ ä

\
( B )( �
\

(+)O Õ ä Ò O � 8 (118 6)

In questaformavienemeglio sottolineatala relazionetrastati iniziali e finali imper-
turbatichevengonocollegatidallamatrice � neldescrivereil processo.

La matrice � è unamatriceunitaria. Infatti è� � � =

ó
(+ Z 6 M Z )

ó
�
(+ Z 6 M Z )

=

ó
(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z )[

ó
(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z )]

�
=

ó
(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z )

ó
�
(0 6 M Z )

ó
�
(+ Z 6 0)

=

ó
(+ Z 6 0)

�
11 M ã ø �

\ ø
Õ ä
\ ø
� � ó � (+ Z 6 0) 6

dovesi è tenutocontodella(10.24);quindiperla (10.23)econle espressioni(10.21)
e (10.22)pergli operatoridi Møller, si ha� � � =

ó
(+ Z 6 0)

ó
(0 6 + Z ) M ã ø ó

(+ Z 6 0) �
\	ø
Õ ä
\üø
� ó (0 6 + Z )

= 11 M ã ø ùH ( Ë O �ÓÒ ( Õ ä
\

( B )( �
\ ø
Õ ä
\üø
�
\

( B )O Õ ä Ò O � 8
Il secondotermineè per̀o nullo perl’ortogonalit̀a tra gli statidi tipo �

\�ø
Õ e quelli di

tipo �
\

( B )( Ë O Õ . Percìo

21 W. Heisenberg: Die “beobachtbarenGrössen”in der Theorieder Elementarteilchen[Le “gr andezze
osservabili” nella teoria delleparticelleelementari], Zeitschrift für Physik120 (1943)513–538.

539



����������	
	���
�� �������
� � � = 11 8

Similmente

� � � =

ó
�
(+ Z 6 M Z )

ó
(+ Z 6 M Z )

= [

ó
(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z )]

�
ó

(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z )

=

ó
�
(0 6 M Z )

ó
�
(+ Z 6 0)

ó
(+ Z 6 0)

ó
(0 6 M Z )

=

ó
�
(0 6 M Z )

ó
(0 6 + Z )

ó
�
(0 6 + Z )

ó
(0 6 M Z )

=

ó
( M Z 6 0)

�
11 M ã ø �

\	ø
Õ ä
\üø
� � ó (0 6 M Z )

=

ó
( M Z 6 0)

ó
(0 6 M Z ) M ã ø ùH ( Ë O �ÓÒ ( Õ ä

\
(+)( � \ ø Õ ä

\üø
�
\

(+)O Õ ä Ò O � 6
e quindi � � � = 11 8
In definitiva è dunque � � � = � � � = 11 8 (118 7)

L’unitariet̀a della matrice � è importanteper la teoriaperch́e garantiscela conser-
vazionedellaprobabilit̀a totale. Indicatainfatti conS ` � = � � � ` � 2 (118 8)

la probabilit̀adi transizionedallostato �ÓÒ ` Õ inizialeallo stato �ÓÒ��FÕ finale,in accordo
conla (11.1),si ha ã

� S ` � = ã
� � � � ` � 2

= ã
�
� o� ` � � `

= ã
�

( � � ) ` � � � ` 6
cioè ã

� S ` � = 1 8 (118 9)
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Tramite la (11.9), l’unitarietà della matrice � assicurala certezzache il sistema,
inizialmentenello stato � l Õ , autostatodi I 0, alla fine dell’azionedel potenzialeL si
ritrovi ancoranello stessospaziodi Hilbert, in unodeipossibiliautostatidi I 0.����������ÈG���¢, &?ÏÖ!�/�Í)0�&)/#!p*)$ 0'/�Í�(�Ñ?${"%$'&)(�!

L’espressione(11.5)perla matrice � può essererielaboratain mododamettere
in evidenzail contributodellatransizionetrastatiinizialeefinale. Ciò portaadefinire
unanuova matrice,la matricedi transizioneo matrice � , e a dimostrareil teorema
ottico nellasuapiù completageneralit̀a. Dunque:� � ` = ä

\
( B )� �
\

(+)` Õ
= ä
\

(+)� �
\

(+)` Õ + ä
\

( B )� M \ (+)� �
\

(+)` Õ
= 
 � ` + ä

\
( B )� M \ (+)� �

\
(+)` Õ 8 (128 1)

Il primoterminedella(12.1)indicachetragli statipossibilial sistemanel lontanofu-
turosi può sempreconsiderareancheunostato �ÓÒ��FÕ checoincideconlo statoiniziale�ÓÒ ` Õ e chequindi rappresentail fascioiniziale nondiffuso in presenzadi bersaglio
indisturbato.Nel casodellateoriadelladiffusionedapotenzialedel paragrafoXII.1
ciò corrispondeall’ondapianaincidentê `hbac . L’informazionefisicasul processodi
diffusioneè percìo contenutanel secondoterminedella (12.1),chesi può valutare
ricorrendoall’equazionedi Lippmann–Schwingernellaforma(3.7):

ä
\

( B )� M \ (+)� �
\

(+)` Õ = ä Ò��Ö� � 1× � M I M l+* L M 1× � M I + l+* L � � �
\

(+)` Õ
= ä Ò��Ö� L � 1× � M I + l1* M 1× � M I M l+* � �

\
(+)` Õ

= ä Ò��Ö� L � 1× � M × ` + l1* M 1× � M × ` M l+* � �
\

(+)` Õ
= ä Ò��Ö� L M 2l+*( × � M × ` )2 + * 2 �

\
(+)` Õ 8

(128 2)

Nella (12.2)occorreprendereil limite per * Y 0, percui è utile la relazione

limt � 0+
*� 2 + * 2 = C 
 ( � ) 6 (128 3)

chederivadalla(A.54). Pertantola (12.2)diventa

ä
\

( B )� M \ (+)� �
\

(+)` Õ = M 2C l 
 ( × ` M × � ) ä Ò���� L �
\

(+)` Õ 8 (128 4)

Convieneintrodurrela matrice� definitamediantei suoielementi:
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� � ` = ä Ò � � L �

\
(+)` Õ 8 (128 5)

In tal modola matrice � della(12.1)può essereriespressain termini di matrice� :� � ` = 
 � ` M 2C l 
 ( × ` M × � ) � � ` 8 (128 6)

Lapresenzadelladeltasull’energiaindicachenellatransizioneda �ÓÒ ` Õ a �ÓÒ � Õ indotta
dalprocessod’urto l’energiatotalesiconserva,anchesealtri numeriquanticipossono
cambiare.

Seperarrivarealla(12.6),invecedi operaresulbradella(12.1),si fossesostituito
allo stato �

\
(+)` Õ lo stato �

\
( B )` Õ + �

\
(+)` M \ ( B )` Õ , si sarebbegiunti alla definizione� � ` = ä

\
( B )� � L �ÓÒ ` Õ 6 (128 7)

equivalentealla (12.5).
Come per la matrice � , ancheper la matrice � si possonoriesprimeregli

elementi(12.5)o (12.7)in termini di un operatoredi transizione� checollegastati
imperturbati �ÓÒ ` Õ e �ÓÒ��GÕ : � � ` = ä Ò���� � �ÓÒ ` Õ 8 (128 8)

Letreforme(12.5),(12.7)e(12.8)sonoformeequivalentichedefinisconogli elementi
della matricecherappresental’operatoredi transizione� . In particolarela (12.8)
mettein evidenzail significatofisico di ampiezzadi transizionechesi può attribuire
all’elementodi matrice� � ` . Ma si può anchealtrettantobenericavareun’equazione
chepermettedi definire � in terminioperatorialienonsolomediantei suoielementi
di matrice.Infatti, si partaadesempiodalla(12.5)esi usi l’equazionedi Lippmann-
Schwingernellaforma(3.1):� � ` = ä Ò��Ö� L �

\
(+)` Õ

= ä Ò��Ö� L �ÓÒ ` Õ + ä Ò���� L 1× ` M I 0 + l1* L �
\

(+)` Õ
= ä Ò��Ö� L �ÓÒ ` Õ + ùH ( ä Ò��Ö� L �ÓÒ ( Õ 1× ` M × ( + l+* ä Ò ( � L �

\
(+)` Õ 6

chepuò riscriversi � � ` = L � ` + ùH ( L � ( 1× ` M × ( + l+* � ( ` 8 (128 9)

Ma questàeun’equazionetraelementidi matrice,cheequivaleall’equazioneopera-
toriale: � = L + L 1× ` M I 0 + l+* �å8 (128 10)
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Introducendola funzionedi Green

Ø
0 peril casoimperturbato,la (12.10)può anche

porsinellaforma � = L + L Ø 0 �å8 (128 11)

Sesi parteinvecedalla(12.7),si ottieneequivalentemente� = L + � Ø 0 Lû8 (128 12)

Si arriva a unaterzaespressioneperl’operatoredi transizione� utilizzandol’equa-
zionedi Lippmann-Schwingernellaforma(3.7)epartendoadesempiodalla(12.5):� � ` = ä Ò���� L �

\
(+)` Õ

= ä Ò � � L �ÓÒ ` Õ + ä Ò � � L 1× ` M I + l+* L �ÓÒ � Õ 6
e quindi � = L + L Ø L 6 (128 13)

dove

Ø
è la funzionedi Greendelproblemacompletodi I = I 0 + L .

Le treequazioni(12.11),(12.12)e(12.13)definisconol’operatoredi transizione� a partiredal potenzialeL chestabiliscel’interazionetra proiettilee bersaglio.La
(12.11)e la (12.12)coinvolgonola funzionedi Green

Ø
0 per il casoimperturbato,

chespessopuò esserenota,masonoequazioniimplicite per � . La (12.13)fornisce
direttamente� , ma richiedela conoscenzadella funzionedi Green

Ø
del sistema

interagenteproiettile–bersaglioe quindi implica già la soluzionedel problemacom-
pleto. Sonopercìo necessarimetodidi approssimazioneperdeterminare� , basatiin
generalesusviluppiperturbativi. Seil potenzialeL èdaritenersi“piccolo”, al primo
ordinedi uno sviluppoperturbativo in L tutte e tre le equazioni(12.11),(12.12)e
(12.13)produconol’approssimazione��7_L 6 (128 14)

cheequivaleall’approssimazionedi Borndel paragrafoXII.4.

Esercizio 12.1

Per un urto puramenteelastico, verificare che con l’approssimazione(12.14)
l’elemento di matrice (12.8) coincide con quello che intervienenella sezioned’urto
(4.11)in approssimazionedi Born.
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Unavolta notala probabilit̀a di transizionedallo statoiniziale allo statofinale

(11.8),peril calcolodellasezioned’urto delprocessooccorrecostruirela probabilit̀a
di transizioneperunità di tempo: G ` � =

DD:ô S ` � 8 (138 1)

Nella valutazionedi G ` � convienefar intervenirel’operatore� secondola (12.6):

G ` � =
DD:ô � · 
 ` � M 2C l 
 ( × ` M × � ) � � ` ¹

o
· 
 ` � M 2C l 
 ( × ` M × � ) � � ` ¹ �

=
DD:ô � l 
 ` � ( �

o
� ` M � � ` ) + 2C 
 ( × ` M × � ) � � � ` � 2 � 2C 
 ( × ` M × � ) 8 (138 2)

Il fattore

2C 
 ( × ` M × � ) =
1
-n H + lB l D:ô ^�` ( �  B � ! )

É v -ö (138 3)

checomparenellasecondariga della (13.2)va valutatoper × ` = × � , a causadella
 ` � e dell’altradeltasull’energiachemoltiplicanoi terminientroparentesiquadrata.
Allora la derivatarispettoal tempodella(13.3)introducesolounfattore-n B 1. Percìo
si ha G ` � =

2
-n 
 ` � Im � `=` + 2C

-n 
 ( × ` M × � ) � � � ` � 2 8 (138 4)

Il primoterminecoinvolgelaparteimmaginariadi � `=` , cheèl’elementodell’operatore� tragli stessistati �ÓÒ ` Õ inizialeefinale: � `=` pertantononpuò chedescrivereunurto
elasticoin avanti( e = 0). Per l T= d sopravvivesoloil secondoterminee G ` � acquista
un’espressionechericordala regolad’oro (XI.4.18). Infatti per l T= d la (13.4)può
essereriscrittasostituendola deltaconla densit̀adegli statifinali:G ` � =

2C
-n � � � ` � 2 H ( × ) ( l T= d ) 8 (138 5)

Per̀o la (13.5) è più generaledella (XI.4.18), in quantoespressain termini dell’o-
peratore� e nonsemplicementemediantegli elementidi matricedel potenzialedi
interazioneL . D’altra partela (XI.4.18) è stataottenutanella teoriadelle pertur-
bazionidipendentidaltempolimitandosiaconsiderareil primoordinedellosviluppo.
Anchequi, sesi adottal’approssimazione(12.14),la (13.5)ricadeesattamentenella
regolad’oro enell’approssimazionedi Born.

Notala probabilit̀a di transizioneperunità di tempo,G ` � , la sezioned’urto per
la transizionedallo stato �ÓÒ ` Õ allo stato �ÓÒ��FÕ , l T= d , si ottienedividendo G ` � per il
flussoincidente-n�t ` k 2 , 2 essendola massaridottadel sistemabersaglio-proiettile:
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5 ` � =

G ` �-nÖt ` k 2 =
2C 2
-n 2 t ` � � � ` � 2 H ( × ) 8 (138 6)

Esercizio 13.1

Verificareche la (13.6) coincidecon la (4.11) sesi adottal’approssimazionedi
Born (12.14).

Il teoremaottico può essereora dimostratoin tutta la suageneralit̀a. La con-
servazionedella probabilit̀a (11.9),collegataall’unitariet̀a dellamatrice � , è anche
responsabiledel teoremaottico. Infatti, sesi sommala (13.1)sututti i possibilistati
finali d e si tienepresentela (11.9),deveessereã

�
G ` � =

DD@ô ã � S ` � = 0 8 (138 7)

Percìo dalla(13.4)segue

2
-n Im � `=` +

2C
-n ã � � � � ` � 2 
 ( × ` M × � ) = 0 8 (138 8)

D’altra parte,perla (13.6)èã
�
5 ` � =

2C 2
-n 2 t ` ã � � � � ` � 2 H ( × ) 8 (138 9)

Pertanto,dal confrontotra (13.8) e (13.9) e con la solita sostituzionedella delta
d’energiaconla densit̀adegli stati,si ricavaã

�
5 ` � = 5©ÉÚÊ1É

= M 22
-n 2 t ` Im � `=` 8 (138 10)

Sesi riesprimel’ampiezzadi diffusioneelastica(2.29)coinvolgendol’operatore� ,
cioè d ( e 6gf ) = M 1

4C 22
-n 2 � � ` 6 (138 11)

si verificaimmediatamentechela forma(8.2)del teoremaotticoperl’urto elasticoè
uncasoparticolaredel teoremaottico (13.10).Indicandoallorain generalecon,

� ` Ù�M 1
4C 22

-n 2 � � ` 6 (138 12)
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l’ ampiezzadi reazioneperungenericoprocessodescrittodall’operatoredi transizione� , il teoremaotticohala seguenteespressionegenerale:5 É�Ê1É =

4Ct ` Im
, `h` 6 (138 13)

dove
, `h` rappresental’ampiezzadi diffusioneelasticain avanti.��������� 2����¢, .�/%0�&µÍ�(�!�_ºÍ�Ñ?0'$�!#&
Comeapplicazionedelleprecedenticonsiderazionivienequi discussoun caso

particolarein cui unaparticellapuntiformeincidesuunbersaglioconpossibiligradi
di libertà interni. In tal casola hamiltonianaimperturbataI 0 è sommadi due
contributi: I 0 = I i + I ` 8 (148 1)

La hamiltonianaI i corrispondeall’energiacineticadelmotorelativo proiettile-ber-
saglio: I i � k Õ =

-n 2 t 2

22 � k Õ 8 (148 2)

La hamiltonianaI ` descriveil motointernodelbersaglioedipendedallecoordinate
interne,collettivamenteindicatecon " :I ` � f$# Õ = × # � f%# Õ 8 (148 3)

Nello spaziodelleposizionigli autostatidi I i e I ` sono

ä r � k Õ =
1

(2C )3

v
2
^ ` k � r 6 (148 4)

ä " � f$# Õ = f%# ( " ) 8 (148 5)

Gli stati imperturbati,autostatidi I 0,I 0 �ÓÒ½Õ = × �ÓÒrÕ 6 (148 6)

sonocostruitimedianteil prodottodirettodi autostatidi I i e I ` :�ÓÒ½Õ = � f$# ; k Õ 6 (148 7)

× Ù × b # = × # +
-n 2 t 2

22 8 (148 8)
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A secondadelle condizionial contornoriflessenel segno di l+* , nello spaziodelle
posizionisi può costruirela corrispondentefunzionedi Green,Ø

( ' )
0 (r " ; r J " J ) = ä r " � 1× M I 0 ) l+* � r J&"�J Õ 6 (148 9)

cheè fondamentalepercercarela soluzionedel problemadell’urto. Inserendonella
(14.9)opportunecompletezzeperspettralizzarel’identità, si ricavaØ

( ' )
0 (r " ; r J " J )

= ã
#('
H D k H D k J ä r " � f$# ; k Õ ä f$# ; k � 1× M I 0 ) l+* � f%' ; k J Õ ä f)' ; k J � r J " J Õ

=
1

(2C )3 ã #(' H D k H D k J f$# ( " ) ^ ` k � r 
 #(' 
 (k M k J )× M × b # ) l+* f
o
' ( " J ) ^ B ` k õ � r õ 6

cioè Ø
( ' )
0 (r " ; r J " J ) = ã

# f$# ( " ) f o# ( " J ) 1
(2C )3

H D k ^ ` k � (r B r õ )× M × b # ) l+* 8 (148 10)

Si può confrontarequestorisultatocon la (2.15)chesi riferiscea un bersaglio
puntiforme. Seè lecito considerare× b # indipendentedall’indice 1 , comenel caso
di bersagliopuntiforme,la sommasu 1 è la relazionedi completezzaper gli statif$# ( " ): ã

# f$# ( " ) f o# ( " J ) = 
 ( " M " J ) 8 (148 11)

Allora le variabili " diventanoridondantie la (14.10)ricadenella(2.15).
In analogiaconquantofattoal paragrafoXII.2, si può eseguirel’integralesuk

nella(14.10)eottenereØ
( ' )
0 (r " ; r J " J ) = M 22

-n 2 ã # f%# ( " ) f o# ( " J ) ^ ' `+*-, 9 r B r õ 9
4C � r M r J � 6 (148 12)

dove . # è definitodallarelazione

× M × b # Ù -n 2

22 ( . 2# M t 2) 6 . 2# =
22
-n 2 ( × M × # ) � 0 8 (148 13)

Comenel paragrafoXII.2, a grandi

X
si ottienel’andamentoasintotico
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^ ' `+* , 9 r B r õ 9� r M r J � ] ^ ' `/* , iX ^ � ` k ! � r õ 6 (148 14)

dove

k � Ù . # r
X 8 (148 15)

Quandosi accendel’interazione L tra proiettilee bersaglio,gli autostatidella
hamiltonianatotale I = I 0 + L si devonootteneredaun’equazionedi Lippmann-
Schwingerdel tipo (3.1). Nello spaziodelleposizioniinteressadunquela seguente
funzione:

ä r " � 1× ` M I 0 + l+* L �
\

(+)` Õ
=
H D r J H D0" J Ø (+)

0 (r " ; r J " J ) ä r J&"�J � L �
\

(+)` Õ
= ã

#
H D k H D r J H D(" J Ø (+)

0 (r " ; r J " J ) ä r J1"çJ � f%# ; k Õ ä f$# ; k � L �
\

(+)` Õ 8
Sostituendole (14.12),(14.4)e (14.5),si ha

ä r " � 1× ` M I 0 + l+* L �
\

(+)` Õ
= M 1

4C 22
-n 2 ã # f%# ( " )

H D r J ^ `/*-,Ä9 r B r õ 9� r M r J � 1
(2C )3

v
2

H D k ^a` k � r õ ä f$# ; k � L �
\

(+)` Õ 8
(148 16)

Per il calcolo dell’ampiezzadi diffusione occorrel’andamentodella (14.16) per
grandi

X
. Utilizzandoallorale (14.14)e (14.15),la (14.16)diventa

ä r " � 1× ` M I 0 + l+* L �
\

(+)` Õ] M 1
4C 22

-n 2 ã # f$# ( " ) ^ `/*-,�iXz H D r J ^ B ` k ! � r õ 1
(2C )3

v
2

H D k ^a` k � r õ ä f$# ; k � L �
\

(+)` Õ
= M 1

4C 22
-n 2 ã # f$# ( " ) ^ `/*-,)iX (2C )3

v
2 ä f%# ; k �Ö� L �

\
(+)` Õ 8

(148 17)
La (14.17)può porsinellaforma
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ä r " � 1× ` M I 0 + l1* L �

\
(+)` Õ ] ã # , ( # )� ` ^ `/*2,çiX f$# ( " ) 6 (148 18)

dovesi è definital’ampiezzadi diffusione, ( # )� ` = M 1
4C 22

-n 2 (2C )3

v
2 ä f%# ; k �Ö� L �

\
(+)` Õ 8 (148 19)

Risulta , ( # )� ` = M 1
4C 22

-n 2 � � ` 6 (148 20)

in accordoconla (13.12).
Unavoltanotal’ampiezzadi diffusione,la sezioned’urto si ottienedividendoil

flussouscentenell’angolosolido DFE ,

-n�t �2 � , ( # )� ` � 2 DGE 6
peril flussoincidente-n�t ` k 2 . PercìoD 5 ` � =

t
�t ` � , ( # )� ` � 2 DFE 6

e quindi D 5 ` �DGE =
2 2

(2C -n 2)2

t
�t ` � � � ` � 2 8 (148 21)

La (14.21) è in accordocon la (13.6) e rispetta il teoremaottico, come si può
verificare,tenendopresentechenell’angolosolido DGE la densit̀a degli stati finali èD@H = 2 -n�t � k (2C -n )3 DFE comenella(4.13).���������@]�����, !ËÐ !%0Ë0�&F�%&)0�& !�_=!%0Ë0'/�$Ú!g&

Il formalismofin qui sviluppatoperi processid’urto è applicabilea qualunque
tipo di proiettile,indipendentementedalfattochein sensoclassicopossaconsiderarsi
unaparticellaoppureun’onda.In particolare,i processioriginati dall’interazionetra
radiazioneelettromagneticae materia,già trattatinell’ambitodella teoriadelleper-
turbazionidipendentidal temponelcapitoloXI, possonoesserestudiativalutandone
la sezioned’urto secondole lineeespostein questocapitolo. Comeesempiosi può
considerarel’effettofotoelettrico,cioèquelprocessoin cui l’urto delfotoneproiettile
avvieneconun elettronein unostatolegatoatomicoe risultanell’assorbimentodel
fotone stesso: la suaenergia viene totalmentecedutaall’elettroneche può essere
espulsodall’atomolasciandoloionizzato.
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Il calcolodellasezioned’urto per l’emissionedell’elettrone,in accordocon le

considerazionisvolte nel paragrafoXII.13, richiedeil rapportotra la probabilit̀a di
transizioneper unità di tempoe il flussoincidente. La probabilit̀a di assorbimento
di un fotoneperunità di tempoè statavalutatanella(XI.6.17); qui vieneritrascritta
ricorrendoalla densit̀a degli stati finali per l’elettrone,di impulso N � = -n�t � , chesi
immaginadi rivelarenell’angolosolido DGE :D:G ( =

4C 2 ^ 22 2 �
4 ( � ) 88 ä d � ^ ` k � r * ** � p � l Õ 88 2 2 -n�t �

(2C -n )3
DGE 8 (158 1)

Il flussoincidenteè 4 ( � ) � , percui la sezioned’urto risultaD 5DFE =
14 ( � ) � D:G (DGE

=
^ 2 t �

2C 2 � � 88 ä d � ^ ` k � r * ** �
q qq
� l Õ 88 2 8 (158 2)

Lo statofinale � d Õ appartieneallo spettrocontinuodella hamiltonianaatomica. Si
può supporrechel’energiadel fotone -n � siasufficientementemaggioredell’energia
di ionizzazione* ` dell’atomo,cheperun atomoidrogenoidèe * ` = 3 2 2 ^ 4 k 2-n 2, eq.
(V.8.17),in modochel’energia cineticadell’elettroneemessosiamoltomaggioredi* ` :

-n 2 t 2�
22 = -n � M 3 2 2 ^ 4

2-n 2 A 3 2 2 ^ 4
2-n 2 6 (158 3)

cioè t
� Æ3 A 1 6 (158 4)

dove Æ = -n 2 k 2 ^ 2 è il raggiodi Bohr. Tuttavia l’energiadel fotonenondeveneppure
esseretroppograndedadivenireconfrontabileconla massaa riposodell’elettronee
introdurreeffetti relativistici chequi sonoignorati. In questecondizioninella rap-
presentazionedelleposizionisi può approssimarealloralo statofinaledell’elettrone
conun’ondapiana,

ä r � d Õ = ^ ` k ! � r 8 (158 5)

Perlo statoiniziale � l Õ si assumequi lo statocorrispondenteal livello più bassodi un
atomoidrogenoide,la cosiddettashell . ,

ä r � l Õ =
14 C « 3 Æ ® 3

v
2 ^ B65 i v ( 8 (158 6)

Allora l’elementodi matriceche comparenella (15.2) si può valutareintegrando
dapprimaperparti:
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ä d � ^�` k � r * ** �

q qq
� l Õ =

14 C « 3 Æ ® 3

v
2 H D r ^�` (k B k ! ) � r * ** �

q qq ^ B75 i v (
=

14 C « 3 Æ ® 3

v
2 ls* ** � k � H D r ^a` (k B k ! ) � r ^ B65 i v ( 6

dovesi è tenutocontochel’ondaeletromagneticàe trasversale,* ** � k = 0. L’integrale
si può oraeseguireconmetodielementari:H D r ^ ` (k B k ! ) � r ^ B75 i v ( =

8C ( 3 k Æ )8
( 3 k Æ )2 +

>
2 9 2 6

dove

q = k M k � (158 7)

è il momentotrasferitodal fotoneall’elettrone.Conquestirisultati la sezioned’urto
diventa D 5DFE =

32̂ 2 t �2 � � ( * ** � k � )2 « 3 Æ ® 5 18
( 3 k Æ )2 +

>
2 9 4 8 (158 8)

Se si indica con e l’angolo di emissionedell’elettronerispettoalla direzionedel
fotoneincidente,cioè l’angolo tra k � e k nel pianodi reazione,e con f l’angolo tra
il pianodi polarizzazioneindividuatodak e * ** e il pianodi reazioneindividuatodak
e k � , si ha >

2 =
t 2 +

t 2� M 2
t¥t
� cose 6 (158 9)

( * ** � k � )2 =
t 2� sin2 e cos2 f 8 (158 10)

Inoltre nellecondizionidella(15.3)si può assumere-
n �K7 -n 2 t 2� k 22 , percuit

=
� � 7 -nÖt 2�

22 � = 1
2 e t � 6 (158 11)

dove e = -nÖt � k 2 � = s � k � ; 1. Percìo, perla (15.4)eall’ordine e ,

( 3 k Æ )2 +

>
2 7 t 2� (1 M e cose ) 8

Quindi, mediandosulla polarizzazionedel fotone incidente, cioè sull’angolo f
[(1 k 2C ) ú 2

u
0 cos2 f = 1

2], la sezioned’urto risultainfineD 5DGE = 161 -n2 � 1t 5�
« 3 Æ ® 5 sin2 e

(1 M e cose )4 6 (158 12)
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dovesi èmessain evidenzala costantedi strutturafine 1 = ^ 2 k -n � .La sezioned’urto risultamassimaper l’emissionedi fotoelettroniin direzione
perpendicolarea quelladi incidenzadei fotoni ( e = 1

2 C 6gf = 0), parallelamentealla
direzionedel vettoreelettrico del campoelettromagnetico.Il terminedipendente
da e nel denominatoreprovocaun piccolospostamentodel piccodi emissionenella
direzionein avantirispettoal fasciodi fotoni, cheaumentacol cresceredellavelocit̀a
degli elettroni. Si presentainoltre unacrescitadella sezioned’urto secondo3 5 e
unarapidadiminuzionecome� t 5� ]:� 3 ; 5 al cresceredell’energiadei fotoni. Queste
caratteristichepermangonoanchein unatrattazionepiù raffinatain cui lo statofinale
siacalcolatoesattamenteesi tengacontodi effetti relativistici.�����������)��<�/�&�Ï�/�$Ë!a0>=ÍR*)$ûÑg$�Î»ÎR!%0'/�$ËÍµ!¢ÎPÍ�0'/�$Ú!?!+*�$ 0'/�Í�(�Ñ?${"%$'&)(�!

Le propriet̀a di simmetriadella hamiltoniana I 0 e del potenziale L hanno
importanticonseguenzesulla strutturadella matricedi transizionee dannoorigine
a semplificazionidi calcoloper la sezioned’urto. Sealla simmetriadi I 0 e L è
associatounoperatoreunitario

ó
, percuió I 0

ó
�

= I 0 6 ó L ó � = L 6 (168 1)

dalla (12.11)o dalla (12.13)segueimmediatamentecheanchel’operatoredi tran-
sizione� godedellastessasimmetria:ó � ó � = �å8 (168 2)

Percìo sesi indicanocon �ÓÒ J` Õ =

ó �ÓÒ ` Õ 6 �ÓÒ J � Õ =

ó �ÓÒ��FÕ (168 3)

gli stati trasformatisecondo

ó
degli stati iniziali e finali di un problemad’urto, per

gli elementidellamatricedi transizionesi ottiene

ä Ò J � � � �ÓÒ J` Õ = ä Ò��Ö�
ó
� � ó �ÓÒ ` Õ

= ä Ò��Ö�
ó
�
ó � ó � ó �ÓÒ ` Õ 6

cioè

ä Ò J � � � �ÓÒ J` Õ = ä Ò���� � �ÓÒ ` Õ 8 (168 4)

Peresempio,nelcasodell’urto elastico,gli statiiniziale � k Õ efinale � k J Õ possono
essereetichettaticol valoredei vettori d’onda incidentek e uscentek J , rispettiva-
mente.Sela simmetriaè la parit̀a e

ó
è l’operatoredi parit̀a S , gli stati trasformati

corrispondentisono � M k Õ e � M k J Õ . Allora la simmetriaimpone
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ä M k J � � � M k Õ = ä k J � � � k Õ 8 (168 5)

Ciò significachel’ampiezzadi transizionehalo stessovaloreperil processodiretto
k Y k J eperquelloin cui tutti gli impulsi sonoinvertiti.

Nel metododello sviluppoin ondeparziali,utilizzatoal paragrafoXII.5 per la
costruzionedell’ampiezzadi diffusioneelasticain presenzadi potenzialeL invariante
per rotazioni,la simmetriasfericadel problemasi riflette nell’indipendenzadal nu-
meroquantico2 deisingolicontributi relativi allevarieondeparziali h nell’ampiezza
di diffusione(5.14). I coefficienti � b nonsonoaltrochegli elementi(diagonali)della
matrice � sullabasesfericachetienecontodellasimmetriadelproblema.

Simmetriedella hamiltonianaassociatea operatoriunitari implicanola possi-
bilit àdi costruireuninsiemecompletodi autostatisimultaneidellahamiltonianaedei
generatoridelleoperazionidi simmetria.Suquestabasedi autostatiallorala matrice� e anchela matrice � risultanodiagonali. Nel casodella simmetriadi rotazione,
percui il momentoangolarecommutaconla hamiltoniana,comeautostatisimultanei
di I e del momentoangolaresi possonoallora scegliere gli stati A � 4 h 2 ÕCB su cui
renderediagonalianche� e � . Questòeappuntoquantoèstatofattoconlo sviluppo
in ondeparzialinel paragrafoXII.5.

Importanticonseguenzesullamatricedi transizionesonoancheprodottequandoI 0 e L sonoinvarianti per inversionetemporale. Dato che l’operatoredi inver-
sionetemporaleD è antiunitario(cfr. eq. (VI.7.10)), nella (12.11)o nella (12.13)
l’inversionetemporaleprovocauncambiamentodi segnonel terminel+* checompare
nellafunzionedi Green,percui

D �ED B 1 = � � 8 (168 6)

Questapropriet̀a permettedi collegaregli elementidella matricedi transizioneper
unprocessodiretto, � ø ( = ä Ò

ø
� � �ÓÒ ( Õ 6 (168 7)

congli elementidellamatricedi transizioneperil processoinverso,� ( ø = ä Ò ( � � � Ò
ø
Õ 6 (168 8)

dove � Ò ( Õ = D �ÓÒ ( Õ 6 � Ò
ø
Õ = D �ÓÒ

ø
Õ (168 9)

sono gli stati ottenuti per inversionetemporaledagli stati �ÓÒ ( Õ e �ÓÒ
ø
Õ . Infatti,

scegliendo � F ( Õ = � �ÓÒ ( Õ 6 � F
ø
Õ = �ÓÒ

ø
Õ

e quindi
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� F ( Õ = D	� �ÓÒ ( Õ = Dª�ED B 1 D �ÓÒ ( Õ = � � � Ò ( Õ 6� F ø Õ = � Ò

ø
Õ 6

si ottiene,graziealla (VI.7.11), � ( ø = � ø ( 8 (168 10)

Analogarelazionesussistetra gli elementidellamatrice � :� ( ø = � ø ( 8 (168 11)

La probabilit̀a perunità di tempodi un processocheportadallostato �ÓÒ ( Õ allo stato�ÓÒ
ø
Õ èproporzionalealmoduloquadratodellamatricedi transizione� ø ( , moltiplicato

perla densit̀adegli statifinali H ( × ø ). Allora la (16.10)implica la relazione� � ø ( �H ( × ø ) = � � ( ø �H ( × ( ) 6 (168 12)

notacometeoremadi reciprocità, checollegala probabilit̀aperla transizionediretta
con quelladella transizioneinversatemporalmente.Le dueprobabilit̀a coincidono
sele densit̀adegli statifinali peri dueprocessisonole stesse.

Sela hamiltonianàeancheinvarianteperinversionespaziale,l’operazionecon-
giuntadi inversionespazialee di inversionetemporalelasciainalteratigli impulsi,
macambiadi segnole coordinateei momentiangolari.In sistemiprivi di spinallora
il modulodegli elementidi matricedellatransizioneÆ+Y � edellatransizioneinversa� Y�Æ sonogli stessi,percui valel’uguaglianza� � ø ( �H ( × ø ) = � � ( ø �H ( × ( ) 6 (168 13)

notacomebilanciodettagliato.

Esercizio 16.1

Verificarela validità del bilancio dettagliatoper l’urto elasticoprovocatoda un
potenzialeinvarianteperoperazionedi parit̀a.

Esercizio 16.2

Verificarechenell’approssimazionedi Bornvaleil bilanciodettagliato.
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